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Antecedentes.

Existen muchas estructuras cuyas caracteristicas geométricas, mecanicas o de cargas no
permiten la utilizacion de modelos de célculo simplificados tales como los de solidos
bidimensionales o de revolucién. En dichos casos es imperante considerar la estructura
como un solido tridimensional y hacer uso de la teoria de la elasticidad para tres
dimensiones.

Por otro lado, a pesar de su aparente mayor dificultad, el analisis tridimensional de una
estructura por el método de los elementos finitos no presenta en principio grandes
problemas conceptuales ya que la teoria de la elasticidad para tres dimensiones es una
generalizacion de la teoria bidimensional.

Pese a la relativa sencillez del procedimiento de analisis, los problemas tridimensionales
representan si un mayor esfuerzo de calculo por elementos finitos, en comparacion con
los modelos simplificados. Dicha dificultad es inherente al tamafio del problema, que
pasa de dos a tres dimensiones, ocasionando un aumento considerablemente en el
tiempo de calculo y un esfuerzo mayor en la preparacién de los datos e interpretacion de
los resultados.

Por estos motivos se tiende, siempre que sea posible, a modelar la estructura de manera
que pueda evitarse su estudio en tres dimensiones.

Materiales y Métodos.

1) Teoria de la Elasticidad Tridimensional.

Los conceptos fundamentales, definiciones y ecuaciones usadas en el analisis de
tensiones y deformaciones se tratan especificamente en la disciplina llamada “teoria de
la elasticidad”. Estos fundamentos son usados para resolver problemas de tensiones por
métodos clasicos o analiticos y también por el método de elementos finitos, entre ellos
se extraeran los siguientes:

Campo de desplazamientos.
El movimiento de un punto en el espacio queda perfectamente definido por las tres
componentes del vector desplazamiento;

d=[u,v,wf (D

donde u, v, w son los desplazamientos del puntos segln los ejes cartesianos X, y. z.


mailto:mroginski@javier.net.ar

Campo de deformaciones.
Siguiendo la teoria de la elasticidad, el vector de deformacién en un punto esta definido
por seis componentes:

£=k v £vy£K-Y«>sz—7\]
donde:
cu cv Sw fu cv cv  clv cu clv

ex cy z cz X Ccy ex Z cz cy Z ¢z ex
Campo de tensiones.

El vector de tensiones en un punto contiene seis componentes conjugadas de las seis
respectivas deformaciones.

2=kx-VEV Vv dr €)

donde las a representan las tensiones normales y t las tensiones tangenciales.

Relacion tension - deformacion.

La relacién entre las seis deformaciones y las seis tensiones, para elasticidad jsotrépica,
viene expresada por una matriz de 6 x 6 simétrica y con dos coeficientes
independientes: el mddulo de elasticidad (E) y el coeficiente de Poisson (v). Para este
caso la ecuacion constitutiva seré:

a=D [e-sa)+ct® @

donde: oty s°son la tension inicial y la deformacion inicial respectivamente y D es la
matriz constitutiva para el caso general de tres dimensiones.

1 Y v 0 0 0
(1-v) 0-v)
Y 1 Y 0 0 0
(I-v) (1-v)
Y v 1 0 0 0
__E(l-v) (1-v) (1-v)
_ (5)
(Uv)(-2v) 0 0 0 |—2v 0 0
E(l-v)
1- 2v
0 0 0 0 0
E(l-v)
1-2v
0 0 0 0 0 |
= v |

2) Implementacion matricial del Método de Elementos Finitos.



Expresidn matricial de la energia potencial total.

La energia potencial tota! V de un cuerpo elastico lineal viene dado por la suma de la
energia potencial de deformacién U y de la energia potencial Ve asociada al trabajo de
las fuerzas exteriores.

V=U+Vc (6)
donde: U=12Jet DsdV , Ve=-JbT-d-dV-JtT-d-dS )
Y \% S
entonces: V= JetEDesmV - JbTededV - JtTml «dS (8)
\% Y S

Aproximacién por elementosfinitos.

En primer lugar se discretiza el dominio mediante una malla de elementos finitos y se
aproxima el campo de deslazamiento en funcién de los desplazamientos nodales u,, vj,
w, con funciones de interpolacion Nj se tiene:

u=X ui-N,(x,y,z) , v=£Vi-N,(X,y,z) ,w=£w-N"X.y.z) (©)]

0 bien, en forma matricial: d=N-de (10)

Matriz gradiente.
Reemplazando los campos de desplazamientos aproximados en las expresiones de las
deformaciones se obtendra la relacién entre las deformaciones y los desplazamientos

nodales, s =B"'’de (11)

donde: dc es el vector de desplazamientos nodales y Be es la matriz gradiente del

elemento y posee la siguiente forma: Be :rLBe

5N'/

[ 9x 0 0
0 cN*/ 0
/e x

SN?/
0 0 /dz (13)
cN'/ cN'/ 0
/5y [ ?2x
0 cn:/ 3N -/
! ?z /dy
cN"'/ 0 5N*/
| 5z / dx

Matriz de rigidezy vector de cargas nodales equivalentes.
Reemplazando los campos de desplazamientos aproximados en la expresion de energia
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potencial total se tiene:

(14)
definiendo a la matriz de rigidez del elemento como:
Ke=jB'T-D Be dV
\%
(15)
y al vector de cargas nodales equivalentes del elemento como:
fe= [N cTeb-dV + jNCT-p -dS (16)
\Y S
la energia potencial total del dominio puede expresarse como:
V=)4dT-K-d-dT-f
(17

El siguiente paso consiste en minimizar la ecuacién anterior. Esto se lleva a cabo
aplicando el método de Rayleigh-Ritz respecto de las coordenadas generalizadas que en
este caso son los desplazamientos nodales.

-—=K-d-f=0 = K-d=f
cd

(18)
Esta ultima expresion representa un sistema de ecuaciones que tiene por incégnitas los
desplazamientos nodales de toda la malla. Obsérvese que el primer paso para resolver
este sistema de ecuaciones es el montaje de la matriz de rigidez global Ky del vector de
cargas f en un proceso que se denomina ensamblaje. El siguiente paso consiste en
imponer las condiciones de contorno para que el sistema de ecuaciones tenga una Unica
solucion.

3) Teoria de falla.

Las teorias de rotura tratan de elaborar hipétesis tendientes a establecer las causas
primordiales de la produccién de los mecanismos que llevan al colapso de los
materiales. Aln cuando estas hipétesis pretendan ser lo mas exactas posibles, en general
no son demostrables y solo pueden ser justificadas experimentalmente.

Por otro lado, no todos los materiales rompen por los mismos motivos, de manera que
las distintas teorias s6lo son aplicables a determinados casos.

Una de las teorias antes mencionadas es la de Huber - Von Mises - Hencky, también
conocida como la de Von Mises nada mas, que establece lo siguiente: un cuerpo
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sujeto a un estado tensional cualquiera, el inicio de la fluencia en un punto ocurre
cuando la energia de distorsién por unidad de volumen correspondiente a dicho estado
de tension, alcanza el valor de la energia de distorsion de la solicitacién por traccion
simple, cuando se alcanza el limite defluencia”.

Para el estado tridimensional de tensiones, la energia de distorsion por unidad de
volumen es:

Pr = +a; +a; 5,8, -cr.a, -crecr. +j +T\2+TA)|
Mientras que en el estado de traccién simple resulta ser:

i+H

3mE

Igualando ambas expresiones y despejando ac se tienen la tension de comparacion de
Huber - Yon Mises - Hencky para el estado tridimensional de tensiones:

+C- +CT" -CTwer -a,,cr, -cr a. +3 (19)

Por lo que un material cualquiera se encontrard en buenas condiciones de servicio
siempre y cuando se cumpla que:

Sc<aanm (20)
Experimentalmente se demostré que esta teoria se adapta perfectamente a los materiales
dactiles como el acero.

Discusion de Resultados.

En el siguiente ejemplo de aplicacion se plantea el dimensionado de la placa de asiento
de una columna metalica (Figura 1) sometida al efecto de volcamiento provocado por la
accion del viento, sufriendo solicitaciones de arrancamiento en sus bulones de anclaje,
mediante el andlisis tridimensional por medio del método de los elementos finitos.



Figura 1. Geometria inicial del fuste y

de la placa de anclaje

Se colocé la carga méxima de traccion (provocada por el viento en direccién diagonal)
26,05 Tn distribuida en los nodos cercanos a los orificio de los bulones.

En una primera instancia, adicionandole un refuerzo a la placa de anclaje, se observan
tensiones muy elevadas tanto en la placa como en el primer refuerzo (Figura 2).

VON MISES

1 7j16e+08
15403e+08
1.349e+08

1.1577e+08
9 664e+Q?

7,7511e+Q7
5 8381e+07
3 9252e+07
2 0123e+07
9,9538e+05

0®

Figura 2. Tensiones en la primer etapa del dtmensionado

Finalmente se lograron tensiones moderadas colocando dos refuerzos mas(figura 4), en
donde se notan ciertas concentraciones puntuales de tensiones cerca del agujero (por la
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forma de colocar las cargas) y en el borde de la izquierda de la figura, en donde en
realidad la placa tiene un espesor un poco mayor, ya que este va aumentando.

Figura 3: Tensiones en la segunda etapa  Figura 4: Tensiones en la tercera (y ultima)

del dimensionado etapa del dimensionado

La parte de la placa con el agujero en el centro de la misma no presenta problemas,
salvo concentraciones puntuales de tensién debido al modelado, como se observa en la

figura 5.

Figura 5: Tensiones en la media

En las figuras 4 y 5 puede apreciarse la distribucion de las tensiones de comparacion de
Von Mises de las placas de esquina y de la central, respectivamente. Se observa que en
una porcién muy reducida de la placa se supera, por escaso margen, la tension admisible
(<rad=1714 kg/cm2) por lo que se considera que la placa se encuentra en Buenas
Condiciones operativas.
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Figura 6. Configuracion final del fuste y de la placa de anclaje

Esta dltima figura 6 se observa un esquema de cémo quedd la placa del fuste para
absorber las tensiones que se generan debido al viento en direccién diagonal a la
estructura.

Conclusiones.

e Cuando las caracteristicas geométricas, mecanicas o de cargas no permiten la
utilizacion de modelos de calculo simplificados el analisis del cuerpo como un
solido tridimensional por el método de los elementos finitos se presenta como la
mejor alternativa obteniéndose resultados de mayor precision y posibilitando una
mejor interpretacion del comportamiento del cuerpo.

e La implementacién matricial de la teoria de la elasticidad en tres dimensiones no
presenta dificultades conceptuales.

e El trabajo computacional se incrementa requiriendo ordenadores de mayor
capacidad.
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