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Resumen

En el presente trabajo de tesis se analizan diversos modelos elastodinámicos en la aproxi-
mación micromecánica propuesta por J. Eshelby o de fuerzas configuracionales, y, de segundo
gradiente de acuerdo con la teoría de Mindlin-Aifantis, siendo esta una primera dimensión de aná-
lisis.

Todas estas construcciones están referidas a medios porosos, los cuales se definen en térmi-
nos de la formulación de Biot denominada u-p (campo de desplazamiento, campos de porosidad),
este tipo de acoplamiento llamado poromecánico, conduce, en general, a sistemas hiperbólico-
parabólicos de ecuaciones en derivadas parciales, en este sentido, surge la otra dimensión de
análisis de esta tesis, esta es la de formular rigurosamente el problema de condiciones iniciales
y de borde o problema de Cauchy y de condiciones de contorno asociadas a los mencionados
modelos, con el objetivo de obtener soluciones semi-analíticas clásicas o fuertes cumpliendo las
condiciones de Hadamard.

Se emplea sistemáticamente la técnica de obtención de funciones de Green, a efectos de
lograr que, utilizando el segundo y tercer teorema de representación de Green Lagrange y la iden-
tidad de Somigliana, se puedan construir representaciones integrales de las soluciones a las que
identificamos como soluciones semi-analíticas, como ya se dijera. El sistema de representaciones
integrales de las soluciones está acoplado, aunque puede resolverse a partir del uso de diversos
dispositivos numéricos, por ejemplo: a) aproximantes de Picard, b) discretizando el sistema poro-
mecánico usando diferencias finitas adaptativas, algunas de estas situaciones se analizan en los
problemas de aplicación propuestos.

Los problemas parabólicos en general están mal puestos (ill-possed) de manera que las
funciones de Green asociadas a este tipo de operadores se escriben en el sentido Backward, así
también, el problema de Neumann, va acompañado de su condición de resolubilidad. Los operado-
res hiperbólicos derivados de la aplicación de la aproximación de segundo gradiente generan un
nuevo tipo no local de condiciones iniciales, necesitándose ahora cuatro condiciones iniciales para
definir sin ambigüedades el problema de Cauchy

Finalmente, uno de los objetivos de esta tesis es integrar, al menos formalmente, estas dos
visones de la micromecánica de medios porosos, como lo son: la teoría de fuerzas configuraciona-
les y las de gradientes de deformación de orden superior en el marco de la teoría poroelástica de
Biot

Juan Carlos Barreto [3]
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Abstract

In the present thesis work, several elastodynamics models are analyzed in the micromecha-
nical approach proposed by J. Eshelby or configurational forces, and, of second gradient according
to the Mindlin-Aifantis theory, this being a first dimension of analysis.

All these constructions refer to porous media, which are defined in terms of Biot’s formulation
called u-p (displacement field, porosity fields), this type of coupling called poromechanical, leads,
in general, to hyperbolic/parabolic systems of partial differential equations, in this sense, the other
dimension of analysis of this thesis arises, This is to rigorously formulate the problem of initial and
edge conditions or Cauchy problem and boundary conditions associated with the aforementioned
models, with the aim of obtaining classical or strong semi-analytic solutions fulfilling Hadamard’s
conditions.

Green’s technique of obtaining functions is systematically used in order to achieve that, using
the second and third representation theorems of Green Lagrange and the Somigliana identity, inte-
gral representations of the solutions that we identify as semi-analytic solutions can be constructed,
as already mentioned. The system of integral representations of the solutions is coupled, although
it can be solved from the use of various numerical devices, for example: a) Picard approximants, b)
discretizing the poromechanical system using adaptive finite differences, some of these situations
are analyzed in the proposed application problems.

Parabolic problems in general are ill-possed, so that the Green functions associated with the-
se types of operators are written in the Backward sense, so the Neumann problem is accompanied
by its resolvability condition. The hyperbolic operators derived from the application of the second
gradient approximation generate a new non-local type of initial conditions, and four initial conditions
are now needed to unambiguously define the Cauchy problem.

Finally, one of the objectives of this thesis is to integrate, at least formally, these two visions
of porous media micromechanics. such as: the theory of configurational forces and those of higher-
order strain gradients within the framework of Biot’s poroelastic theory

Juan Carlos Barreto [5]
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Glosario

• 𝐿2(𝑅𝑘): Espacio de funciones integrables en media cuadrática o desarrollables en serie de
Fourier. 𝑅𝑘 : Dominio de definición de la función.

• Criterio del supremo para establecer convergencia uniforme

lím
𝑛→∞

{
sup

(®𝑥,𝑡)∈𝑅𝑘

[


𝑢(𝑛)𝑗 (®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)



]} = 0 ⇐⇒ 𝑢(𝑛)𝑗 (®𝑥, 𝑡) ↦→ 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

• Condición de Lipschitz (funciones Lipschitz continuas)

𝑢2𝑗(®𝑥 𝑗2, 𝑡) − 𝑢1𝑗(®𝑥1𝑗 , 𝑡)



𝐿2(𝑅𝑘) ≤ 𝑘



𝑥 𝑗2 − 𝑥 𝑗1

𝐿2(𝑅𝑘) ; 𝑘 ∈ 𝑅+
0

• 〈·〉 : Producto interno de un espacio pre-hilbertiano.
• 𝐻1

0(𝑅𝑘): Espacio de Sobolev de energía positiva.
• Base canónica de un espacio 𝑅𝑛

𝒆̂ 𝑗 ; 𝒆̂ 𝑗 · 𝒆̂𝑘 = 𝜹 𝑗𝑘

{
1∀𝑗 = 𝑘
0∀𝑗 ≠ 𝑘

• 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡): Campo de desplazamiento, 𝜕𝑡 ≡ 𝜕
𝜕𝑡 ; 𝜕

2
𝑡 ≡ 𝜕2

𝜕2
𝑡
: operador derivada parcial primera

y segunda con respecto al tiempo, respectivamente.

• ∇̂ ≡ 𝒊 𝜕
𝜕𝑥 + 𝒋 𝜕

𝜕𝑦 + 𝒌̂ 𝜕
𝜕𝑧 : operador nabla, ∇̂2 ≡ 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝜕2

𝜕𝑦2 + 𝜕2

𝜕𝑧2 : Operador laplaciano.

• ∇̂4 ≡ 𝜕4

𝜕𝑥4 + 𝜕4

𝜕𝑦4 + 𝜕4

𝜕𝑧4 + 2 𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2 + 2 𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑧2 + 2 𝜕4

𝜕𝑦2𝜕𝑧2 : Operador bi-laplaciano.

• 𝑭𝑗 = ∇̂ 𝑓 (®𝑥, 𝑡) = ( 𝑓 (®𝑥, 𝑡)), 𝑗 : Vector gradiente ; 𝑓 (®𝑥, 𝑡): Campo escalar.
• Divergencia de un vector 𝑭𝑗 = ∇̂ 𝑓 (®𝑥, 𝑡); 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑅𝑘): 𝑭𝑗 , 𝑗 = ∇̂2 𝑓 (®𝑥, 𝑡) = ( 𝑓 (®𝑥, 𝑡)), 𝑗 𝑗 .
• Rotacional de un campo vectorial

∇̂ × ®𝑢(®𝑥, 𝑡) = 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)
Símbolos de Levi-Civitta

𝜺𝑗𝑘𝑙 =


1∀(𝒊 , 𝒋 , 𝒌) : (1, 2, 3); (2, 3, 1); (3, 1, 2)
−1∀(𝒊 , 𝒋 , 𝒌) : (3, 2, 1); (1, 3, 2); (2, 1, 3)
0∀(𝒊 , 𝒋 , 𝒌) : si 𝒊 = 𝒋 ◦ 𝒋 = 𝒌 ◦ 𝒌 = 𝒊

Juan Carlos Barreto [11]
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• Laplaciano de un campo vectorial

(𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘𝑘 = ∇̂2𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) = ∇̂(∇̂𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) − ∇̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) =
= (𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 − 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘

• Flujo de un campo vectorial definido sobre una superficie limitadora; 𝑳2(𝜕Γ): Espacio fun-
cional sobre la superficie limitadora

𝑢𝑗,𝑘 𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ

; 𝑞𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2

• Flujo de un campo vectorial definido sobre una superficie limitadora con derivada oblicua
(Ecuaciones de Navier Lame anisótropas)

𝑲 𝑗𝑘𝑢𝑛,𝑘 𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ

= 𝑞𝑎𝑛(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ

; 𝑞𝑎𝑛 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2

• Teorema de la divergencia∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥 𝑢𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑎 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗∭

𝑉𝐾
𝑑3𝑥 𝑢𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑎 𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗∭

𝑉𝐾
𝑑3𝑥 (𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑎 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑙

• Segundo teorema de Green para campos escalares∭
𝑉𝐾
𝑑𝑉 {𝜓(®𝑥, 𝑡)𝜑,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝜑(®𝑥, 𝑡)𝜓,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡)} =

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 {𝜓(®𝑥, 𝑡)𝜑,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘 − 𝜑(®𝑥, 𝑡)𝜓,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘}

𝜓, 𝜑 ∈ 𝑳2(𝑅𝑘) ; 𝜑,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

; 𝜓,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

𝑞 ∈ 𝑳2(𝜕Γ) ; 𝑞 ∈ 𝑳2(𝜕Γ)
• Tercer teorema de Green para campos vectoriales:∭

𝑉𝐾
𝑑𝑉 {𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑣 𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡)} =

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 {𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑣𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗 − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘−

− 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗 + 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘}

(𝑛̂𝑘𝑣 𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑣𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗 + 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞 𝑗
���
𝜕Γ

(𝑛̂𝑘𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗 + 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞 𝑗
���
𝜕Γ

𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ; 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2 ; 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2

Juan Carlos Barreto [12]
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• Cuarto teorema de Green para campos tensoriales∭
𝑉𝐾
𝑑𝑉 {𝜺𝑖𝑘(®𝑥, 𝑡)𝝈𝑘 𝑗, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝝈𝑖𝑘(®𝑥, 𝑡)𝜺𝑘 𝑗, 𝑗(®𝑥, 𝑡)} =

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 {𝜺𝑖𝑘(®𝑥, 𝑡)𝝈𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗 − 𝝈𝑖𝑘(®𝑥, 𝑡)𝜺𝑘 𝑗 𝑛̂ 𝑗}

𝝈𝑘 𝑗 , 𝜺𝑘 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3×3 ; 𝝈𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ

= 𝑞𝑘
���
𝜕Γ

𝝈𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ

= 𝑞𝑘
���
𝜕Γ

; 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2 ; 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2

• 𝝈𝑗𝑘,𝑘 : Divergencia de un tensor de segundo orden

• 𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡): Definición de fuerza volumétrica
• 𝝈𝑗𝑘,𝑘 : ¤𝜺𝑘 𝑗 = 𝑔 Definición de producto contracto de dos tensores

• 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ; 𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡): Campos de velocidades y aceleraciones respectivamente

• 𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡): Gradiente del campo de desplazamiento
• Tensor espacial de deformación, de Almansi

𝒆𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = (1/2)(𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑗,𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑛,𝑖(®𝑥, 𝑡) · 𝑢𝑛,𝑗(®𝑥, 𝑡))

• ¤𝒆𝑖 𝑗 : Tasa del tensor espacial de deformación
• 𝛀 = (1/2)(𝑢𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗,𝑖(®𝑥, 𝑡)) � 1: Tensor de rotación

• Tensores de gradiente de velocidad y tensor de velocidad de deformación respectivamente

𝑙𝑖 𝑗 = 𝑣𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡)
𝒅𝑖 𝑗 = (1/2)(𝑙𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙𝑇𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡)) = (1/2)(𝑣𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑣 𝑗 ,𝑖(®𝑥, 𝑡))

• 𝜺𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡): Tensor de deformación infinitesimal o de pequeñas deformaciones, cuando 𝒆𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) =
𝜺𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡)

• 𝑬𝐴𝐵 = 𝑪𝐴𝐵: Tensor material de deformación de Green Lagrange

• 𝑲𝐴𝐵 , 𝑲 𝑗𝑘 :Tensores energía-impulso de Eshelby en la configuración no deformada y defor-
mada respectivamente

• 𝑊 : Energía elástica 𝐽 = det{𝑭𝑗𝐴} > 0: Jacobiano 𝐽 = det{𝑭𝑗𝐴} = 1 Transformación
isocora ; 𝝋: Campo de vacíos (Voids)

• 𝑭𝑖𝐴 = 𝑥𝑖,𝐴 ; 𝑭−𝑇
𝑖𝐴 = (𝑥𝑖,𝐴)𝑇 ; 𝑭−1

𝑖𝐴 = 𝑋𝐴,𝑖 : Tensor gradiente de deformaciones, su
traspuesto, y su inverso

• 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝐴𝑖𝑷𝑖𝐵: Tensor de Eshelby en la configuración no deformada en función
del primer tensor de Piola-Kirchhoff. 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝐽𝑭𝐴𝑖𝝈𝑖 𝑗𝑭−𝑇

𝑗𝐵 (Han y Atluri, 2014)

• Fórmula de Nanson, definiciones del primer y segundo tensor de Piola Kirchhoff

𝑛̂ 𝑗𝑑𝑎 = 𝐽𝑭−𝑇
𝑗𝐴 𝑁̂𝐴 𝑑𝐴 ; 𝑷𝑗𝐴 = 𝐽𝑭−𝑇

𝑗𝐴 = 𝑭𝑗𝐴𝑺𝐴𝐾

𝑺𝐴𝐾 : Segundo Tensor de Piola Kirchhoff

Juan Carlos Barreto [13]
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• 𝜺∗𝑖 𝑗 , 𝜺
∗
𝑖𝐴: Tensor de deformaciones residuales en la configuración deformada y en la repre-

sentación mixta respetivamente

• 𝑹𝑖𝐾 : Tensor mixto de rotación 𝑻𝐴𝐵: Tensor de Biot, 𝑴𝐴𝐵: Tensor de Mandel

• 𝑷𝑖𝐾 : Primer tensor de Piola-Kirchhoff 𝑺𝐴𝐵: Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff𝑼𝐴𝐵: Tensor
derecho de estiramiento

𝑪𝐴𝐵 = 𝑭𝑇𝐴𝑖 · 𝑭𝑖𝐵 = 𝑼2
𝐴𝐵 ; 𝑭𝑖𝐵 = 𝑹𝑖𝐾 ·𝑼𝐾𝐵 ; 𝑹𝑇

𝑖𝐾 = 𝑹−1
𝐾𝑖 ; 𝑻𝐴𝐵 = 𝑹𝑇

𝐴𝑖 · 𝑷𝑖𝐵
El tensor de Biot se escribe en función del primer Piola Kirchhoff

• Relaciones entre el tensor de Cauchy y los tensores de Piola Kirchhoff, Biot y Mandel

𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑷𝑖𝐾𝑭𝑇𝐾𝑗 ; 𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑭𝑖𝐾𝑺𝐾𝐴𝑭𝑇𝐴𝑗 ; 𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑹𝑖𝐾𝑻𝐾𝐴𝑭𝑇𝐴𝑗

𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑴𝐾𝐴𝑭𝑇𝐴𝑗 ; 𝑺𝐾𝐴 = 𝐽𝑭−𝑇

𝐾𝑖 𝝈𝑖 𝑗𝑭
𝑇
𝑗𝐴 ; 𝑷𝑖𝐾 = 𝐽𝝈𝑖 𝑗𝑭−𝑇

𝑗𝐾

• 𝑴 𝑎
𝐴𝐵 ,𝑴

𝑤
𝐴𝐵: Matrices de anisotropía de acoplamiento del poro de aire y agua respectiva-

mente en la configuración deformada, con el campo de deformaciones

• 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙 , 𝑪

𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙 , 𝑺

𝐸𝑠
𝑖𝑗𝑘𝑙 ∈ 𝑉3×3×3×3: Tensor elástico, viscoelástico, y tensor de Eshelby de cuar-

to orden asociado a inclusiones, respectivamente

• 𝝈𝑒𝑖𝑗 , ¤𝝈𝑣𝑖𝑗 , 𝜺𝑖 𝑗 , ¤𝜺𝑖 𝑗 Tensor de tensiones elástico, tensor de tensiones visco-elástico, tensor de
deformaciones elásticas y viscoelásticas respectivamente

• 𝝈𝑒𝑖𝑗 = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙 ; ¤𝝈𝑣𝑖𝑗 = 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝜺𝑘𝑙 : Definiciones de los tensores de tensiones elástico y
viscoelástico en función de las respectivas deformaciones infinitesimales

• Ecuación de ondas elásticas

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡)

• Ecuacion de ondas viscoelásticas

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡)

• Ecuacion de ondas viscoelásticas con pre-stressed en la representación de Biot-Bazant

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) + (𝝈0

𝑖𝑘𝑢𝑘,𝑗), 𝑗 = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡)

• 𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝒕 𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ

; 𝒕 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ)): Teorema de Cauchy 𝒕 𝑗 : tensiones superfi-
ciales

• 𝜕𝑀 = 𝜕Γ1 ∪ 𝜕Γ2 ∪ · · · ∪ 𝜕Γ𝑛 : Superficies limitadoras asociadas a un volumen de control

• 𝑤(𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜺𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡), 𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡), . . .): Densidad de energía de deformación de Mindlin, en
función de gradientes del tensor de tensiones de Cauchy y del campo de deformaciones
infinitesimales

• 𝑓𝑖 = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗 : Definición de fuerza configuracional en la configuración deformada.
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• 𝑏 𝑖𝑛ℎ𝑖 = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴: Definición de fuerza inhomogénea en la configuración mixta (Han y
Atluri, 2014).

• 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1 − 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1

𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1: Relación entre el
tensor de cuarto orden de Eshelby-Mura y el tensor de segundo orden de Eshelby en la
configuración no deformada. Haciendo (𝜺∗𝑙𝑚)−1 → (𝑢𝑙 ,𝑚)−1

• 𝑪𝐸𝑠
𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1

𝐵𝑘 )(𝑢𝑙 ,𝑚)−1 − 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1
𝐵𝑘 )(𝑢𝑙,𝑚)−1 :Relación entre el

tensor elástico de cuarto orden y el tensor de Segundo orden de Eshelby, en la configuración
no deformada

• 𝝈𝑗𝑘 = 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1

𝐵𝑘 )− 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1
𝐵𝑘 ): Relación entre el tensor

de Cauchy y el tensor de Eshelby de segundo orden en la configuración no deformada.

• 𝑓𝑗 = 𝝈𝑗𝑘,𝑘 = (𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 )),𝑘 − (𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1

𝐵𝑘 )),𝑘 : Fuerza configuracional.
• Ecuacion de ondas elásticas en la representación lagrangiana. Formulación Mixta

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗( ®𝑋(®𝑥, 𝑡), 𝑡) − (𝑷𝑗𝐴( ®𝑋(®𝑥, 𝑡), 𝑡)),𝐴 = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴( ®𝑋(®𝑥, 𝑡), 𝑡)

𝑺𝐸𝑠𝑗𝐴𝑘𝐵: Tensor de Eshelby de cuarto orden mixto.

Es posible reescribir la expresión anterior en la forma siguiente:

⇒ 𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 𝑡) − (𝐽𝝈𝑖 𝑗𝑭−𝑇

𝑗𝐴 ),𝐴 = −𝑏 𝑖𝑛ℎ𝑗 (𝑋𝑗 , 𝑡) ⇒
⇒ 𝜌0𝜕

2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 𝑡) − (𝑊𝜹𝑖𝑘𝑭−1

𝑘𝐴),𝐴 + (𝑲𝑖𝑘𝑭−1
𝑘𝐴),𝐴 = −𝑏 𝑖𝑛ℎ𝑗 (𝑋𝑗 , 𝑡)

• Ecuacion de ondas elásticas en la representación lagrangiana o material en la configuración
no deformada (Gurtin, 1995)

𝜕2
𝑡𝑋𝐴(®𝑥, 𝑡) − (𝑺𝐴𝐵(®𝑥, 𝑡)),𝐵 = −𝑏𝐴(®𝑥, 𝑡)

𝑏𝐴: Fuerza debida a las inhomogeneidades

• 𝒌𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = (1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) Operador de segundo gradiente de Mindlin-Aifantis (Po-
lizzotto, 2013)

• 𝒌𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = (1− 𝑙2𝑀∇̂2+ 𝑙4𝑀∇̂4)𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡)Operador de cuarto gradiente de Mindlin-Aifantis,
(Polizzotto, 2014)

• 𝒌𝑖 𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) = (1− 𝑙2𝑀∇̂2)𝝈𝑖 𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(1− 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡): Definición de fuerza
configuracional o micromecánica en la formulación de segundo gradiente

• Definición de la ecuación de propagación de ondas elásticas en la formulación de segundo
gradiente con fuerzas configuracionales

(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − (1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝝈𝑖 𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡)

• Definición de la ecuación de Navier-Lame en la formulación de segundo gradiente con fuer-
zas configuracionales (Wang y Wang, 2019)

(1 − 𝑏2
𝑀∇̂2)𝜕2

𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)∇̂2𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)∇̂(∇̂𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡)
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• Definición de la ecuación de Navier-Lame viscoelásticas en la formulación de segundo gra-
diente con fuerzas configuracionales

(1 − 𝑏2
𝑀∇̂2)𝜕2

𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)∇̂2𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)∇̂(∇̂𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)∇̂2 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)∇̂(∇̂𝑢 𝑗(®𝑥, 𝑡)) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡)

• 𝑙2𝑀 , 𝑏
2
𝑀 , 𝑙

2
𝐴 , 𝑙

2
𝑤 : Longitudes características micrométricas para los campos de desplaza-

miento y las porosidades.

• 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑅+
0 : Coeficientes de Biot. 𝛼1, 𝛼2: Coeficientes de acoplamiento poro-mecánicos

• 𝜃𝑎 , 𝜃𝑤 , 𝜃𝑎 , 𝜃𝑤 ∈ 𝑅+
0 : Coeficientes de porosidad relativa, 𝜇,𝜆, 𝜇,𝜆 ∈ 𝑅+

0 Coeficientes
elásticos de Lamé y viscoelásticos respectivamente

• 𝑢𝑗 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑤 : Campo de desplazamientos, distribución de presiones de poro de agua y de aire
respectivamente.

• 𝑴 𝑎
𝑖𝑗 ,𝑴

𝑤
𝑖𝑗 , 𝑱

𝑎
𝑘 , 𝑱

𝑤
𝑘 : Tensores anisotrópicos de poro de agua y de aire que acoplan el campo

de porosidades y el campo poro-viscoelástico, Campos vectoriales del flujo de aire y de agua
respectivamente.

• 𝑲𝑎
𝑖𝑗 ,𝑲

𝑤
𝑖𝑗 : Tensores anisotrópicos de poro de agua y aire respectivamente.

• 𝑲̃𝑎
𝑖𝑗 , 𝑲̃

𝑤
𝑖𝑗 : Tensores viscosos de poro de agua y aire respectivamente.

• Funciones de Green asociadas al campo de desplazamiento y a los campos de porosidades
𝑔𝑖𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) ; 𝑔𝑎(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) ; 𝑔𝑤(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)

• Función de Green para el operador elastodinámico en el caso de un medio no acotado

𝑔𝑖𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) = 𝑡 − 𝑡′
4𝜋𝑟2

{(3𝑟𝑖𝑟𝑘
𝑟3 − 𝜹𝑖𝑘

𝑟

) [
ℎ
(
𝑡 − 𝑡′ − 𝑟

𝑐𝑑

)
− ℎ

(
𝑡 − 𝑡′ − 𝑟

𝑐𝑠

)]}
+

+ 𝑟𝑖𝑟𝑘
𝑟2

[
1
𝑐𝑑

𝜹
(
𝑡 − 𝑡′ − 𝑟

𝑐𝑑

)
− 1
𝑐𝑠
𝜹
(
𝑡 − 𝑡′ − 𝑟

𝑐𝑠

)]
+ 𝜹𝑖𝑘
𝑐𝑠

𝜹
(
𝑡 − 𝑡′ − 𝑟

𝑐𝑠

)
𝑟 =



®𝑥 − ®𝑥′

 =
√
𝑟𝑖𝑟𝑖

• Tensor dinámico de cuarto orden de Eshelby-Mura asociado a una inclusión elipsoidal iso-
trópica

𝑺𝐸𝑠𝑚𝑛𝑙𝑠 =
1

4𝜋𝑠1𝑠2𝑠3

∫
|𝜉|=1

𝑑𝑆
𝑎 + 2𝑝𝜉

𝑎𝜌𝑝3
𝜉(𝑏 + 𝑝𝜉)2

[𝜆𝜉𝑚𝜉𝑙𝛿𝑛𝑠 + 2𝜇𝜉𝑚𝜉𝑙𝜉𝑛𝜉𝑠]+

+ 𝜇

4𝜋𝑠1𝑠2𝑠3

∫
|𝜉|=1

𝑑𝑆
𝑏 + 2𝑝𝜉

𝑏𝜌𝑝3
𝜉(𝑏 + 𝑝𝜉)2

[(1/2)(𝜉𝑚𝜉𝑠𝛿𝑙𝑛 + 𝜉𝑚𝜉𝑛𝛿𝑙𝑠 + 𝜉𝑙𝜉𝑠𝛿𝑚𝑛+

+ 𝜉𝑙𝜉𝑛𝛿𝑚𝑠) − 2𝜉𝑚𝜉𝑙𝜉𝑛𝜉𝑠]

• Definición de deformación residual asociada a inclusiones con simetría elipsoidal (Markens-
coff, 2016)

𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) = 𝜺∗𝑙𝑚ℎ(𝑡 − 𝑠2
𝑟 𝑥

2
𝑟 ) ; ℎ: función de Heavside
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CAPÍTULO 1

Introducción

«...Ávido, curioso, casual, sin otra ley que la fruición y la indiferencia inmediata,
anduvo por la variada tierra y miró, en una u otra margen del mar, las
ciudades de los hombres y sus palacios...»

El Hacedor, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

En este capítulo se formulan los antecedentes históricos de la micromecánica. Se recorren en
apretada síntesis las líneas teóricas más relevantes y se construye un argumento general de fun-
damentación y justificación de la tesis.

• Formular de manera consistente las motivaciones y los objetivos que persigue este trabajo
de tesis.

• Enunciar las principales líneas teóricas asociadas a la micromecánica de medios continuos.

1.1 Antecedentes y Motivación

1.1.1 Aproximaciones históricas de la Micromecánica de Medios Continuos

La Ciencia de Materiales es el área de conocimiento, ligada a las llamadas Ciencias de la
Ingeniería, que mayores desarrollos ha experimentado en los últimos 70 años, en particular, el
problema de Eshelby (1957), y su reciproco el problema de Hill (1965), generan las bases de una
mirada microscópica que, desde entonces, constituye el punto de partida de múltiples tipos de
abordaje y de técnicas formales para lo que hoy se define como Micromecánica.

Desde el trabajo fundamental de los Cosserat (Cosserat y Cosserat, 1909) denominado:
Théorie des corps déformables, precedido por los trabajos: Sur la théorie de l’élasticité. Premier
mémoire (1896) ; Sur la statique de la ligne déformable (1907), Sur la théorie des corps minces
(1908), hasta los trabajos de A. Madeo y P. Neff, mencionamos: A unifying perspective: The re-
laxed linear micromorphic continuum (2014); Wave propagation in relaxed micromorphic continua:
modeling metamaterials with frequency band-gaps (2015), la idea predominante es la de definir
micro-estructuras dotadas de ciertas propiedades geométrico-termodinámicas, asociadas a la cris-
talografía del material, introduciendo nuevos grados de libertad, hasta aquí el enfoque sigue siendo
eminentemente newtoniano y determinista.

Salvatore Torquatto, en cambio en su texto de 2002, Random Heterogeneous Materials: Mi-
crostructure and Macroscopic Properties, describe una mecánica estadística de solidos micro es-
tructurados, utilizando el concepto de homogeneización descripto por Tartar (2009); Jikov, Kozlov
y Oleinik (1994); Oleinik, Shamaev y Yosifian (1992), asume además, la validez de la analogía, que
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puede establecerse entre un sólido viscoelástico y un fluido viscoso, en este caso, las microes-
tructuras definidas en un volumen elemental representativo (REV) tienen distribución aleatoria que
sigue la dinámica impuesta por la ecuación de Boltzmann. S. Nemat-Nasser (1993; 2003), y cola-
boradores aportan sustanciales pruebas respecto del punto de vista de Torquatto, V. Buryachenko
por su parte, en su texto de 2007, Micromechanics of Heterogeneous Materials, también aporta
pruebas y desarrolla aún más la teoría de Torquatto, introduciendo cierto tipo de promedio, que
incorpora naturalmente la heterogeneidad, que, en el caso del primer autor mencionado en este
párrafo, esta surge como consecuencia del proceso de homogenización.

Las teorías de elasticidad asociadas a materiales denominados complejos, que luego descri-
biremos detallamente, se fundan, a saber, en el concepto de campo, en el aumento de grados de
libertad del medio descripto por dichos campos, en el cumplimiento riguroso del segundo principio
de la termodinámica, y en la asunción, y en esto radica la novedad, de la existencia de ciertas
longitudes características, a través de las cuales identificamos escalas de profundidad en la des-
cripción del fenómeno que nos ocupe, surgen así, las escalas micro y nano-mecánicas aunque
más recientemente, se agrega una escala cuasi clásica, introducida a partir del concepto de gas
de “fractones”, surgido de la cuantificación del campo elástico clásico 𝑢𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡).

Aún queda por clasificar la perspectiva de Aifantis (2016), respecto de la existencia de una
“Chemoelasticity”, o Quimio-elasticidad en la cual aparecen como variables de campo, ciertos po-
tenciales químicos que explicarían la existencia de cambios de fase, los cuales a su vez estarían
asociados a cambios en la estructura geométrica del material, justificando así la presencia de fuer-
zas configuracionales, de manera que, el proceso de geometrizacion iniciado por J. Eshelby, G.
Maugin , M. Gurtin, queda explicado, ahora, en términos, de micro-transiciones de fase, de origen
fisicoquímico, lo cual a escala macroscópica aparecen en la forma de fuerzas asociadas a la geo-
metría del sistema, así entonces esta perspectiva estaría ubicada en una zona de transición entre la
micro y nano-mecánica, introduciéndose ciertos factores de origen no clásico que están vinculadas
a correcciones de alto orden tipo meca-cuánticas.

Los aspectos meso y micromecánicos vinculados a las propiedades y aplicaciones de mate-
riales complejos, tanto orgánicos (biomecánica de tejidos, modelado de tumores avasculares, etc.)
como inorgánicos, materiales compuestos, metamateriales, etc., han resignificado varias líneas de
formulación teórica, proveyendo al mundo de la Ingeniería de una herramienta de diseño y cálculo
fundamentales como lo es la Mecánica de Medios Continuos, definida ahora como Micromecánica
de Medios Continuos (MMC) de tipo inhomogéneo y/o configuracional, de tipo Micromórfico, o de
tipo Riemanniano.

Estas versiones no son meras reescrituras de la MMC clásica, sino que, partiendo de prime-
ros principios establecidos en términos newtonianos y compartidos por la comunidad de expertos,
establece nuevas representaciones de las expresiones de conservación balance, definiendo así
una mecánica Eshelbiana, esta situación y la no linealidad de las ecuaciones de movimiento, con-
ducen a un conjunto de ecuaciones de gobierno, que plantean problemas formales particulares,
es decir definen una nueva episteme matemática y física, que intenta describir las propiedades
micromecánicas de materiales inhomogéneos y en general heterogéneos.

En particular, las definiciones que reformulan la poro-elasticidad en términos configuracio-
nales constituyen lo que se podría definir como micro-poro-elasticidad, impacta directamente en el
sistema de Biot, el cual, como se sabe, constituye el andamiaje teórico más utilizado, para describir
y explicar fenómenos como el de la consolidación de suelos saturados o parcialmente saturados,
asumiendo la naturaleza porosa de los suelos, lo cual se logra identificando coeficientes poroelás-
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ticos, los cuales sustituyen a los conocidos coeficientes de Lamé.

Una cuestión central en este trabajo está motivada por las posibles modificaciones a los
resultados de la poro-elastodinámica clásica, que debieran surgir, cuando el sistema de Biot es
escrito en la configuración deformada y las fuerzas configuracionales, que habitualmente se hallan
referidas en la configuración no deformada o material, también se expresan en la configuración
deformada, discutiendo en este punto una micro-poro-elastodinámica asociada a un medio poroso.
Se asume que, la inhomogeneidad de un material según Mura (1987), surge cuando se implanta
un medio elástico en otro distinto, mientras que una inclusión es un tipo de defecto de naturaleza
geométrica que surge sin participación de otro material.

Se impone en este punto, analizar en detalle la estrategia experimental asociada al proble-
ma de Eshelby y sus implicancias poro-elásticas. Eshelby (1957) genera lo que se denomina un
experimento “pensado”, a efectos de caracterizar un nuevo tipo de fuerza, que posteriormente será
llamada configuracional (Eringen, 1968; Gurtin, 1981; Maugin, 1978; Selvadurai y Sepehr, 1999).

Esta fuerza se origina cuando se extrae una porción de la matriz del material considerado
y se sustituye por una inclusión del mismo material o de otro, de manera que, lo que se ha hecho
en realidad desde un punto de vista micromecánico, es alterar la distribución de dislocaciones,
defectos u otros aspectos constitutivos del material cristalino, con lo cual finalmente modificamos
su geometría y en consecuencia la energía interna asociada. Esta perspectiva da origen a nuevas
teorías micromecánicas, por ejemplo: la teoría geométrica de defectos (fundada sobre la existencia
de fuerzas de Peach-Koheler), la teoría micromórfica (generalización de la teoría de elasticidad
micropolar de Cosserat, (Kumar y Singh, 1996)), la teoría de elasticidad de dislocaciones (Lazar y
Agiasofitou, 2014), entre otras.

En cualquier caso, la idea fundamental consiste en describir las propiedades mecánicas de
los materiales, asumiendo una relación geométrico-energética como la causa de las respuestas de
los mismos ante acciones externas que pueden medirse a escala macroscópica y se denominan
propiedades efectivas. Desde el punto de vista de Gurtin (2000), la aparición de fuerzas configu-
racionales es la manifestación de una transición de fase que ocurre desde la configuración no
deformada a la deformada y, dicho proceso se verifica, disipando potencia configuracional, la cual
podría escribirse en función de estos objetos geométricos.

Eshelby construye una teoría de campo, esencialmente destinada a explicar el fenómeno de
dinámica de fractura (Eshelby, 1951, 1956), asumiendo que las transformaciones micromecánicas
producen la aparición de un campo medio de tensiones y deformaciones, en general no lineal, el
cual puede describirse de forma geométrica a través de un tensor denominado de energía–impulso
(energía-momento).

De esta manera, a partir de la propuesta de Eshelby, la perturbación o inclusión microscópica
puede ser geometrizada, manifestándose esta nueva situación, en función de un nuevo tipo de
fuerza llamada configuracional. En este sentido, la presencia de la inclusión, obtenida, según el
experimento pensado de Eshelby, ocasionará siempre una inhomogeneidad material localizada, lo
cual producirá un cambio en la geometría micromecánica y en su energía asociada.

La afirmación precedente tiene diversas implicaciones, en relación con el planteo de las
ecuaciones de conservación de la elasticidad clásica, las cuales se deberán expresar ahora, en
forma lagrangiana (Maugin, 1980), es decir en la representación no deformada, de modo que, el
primer tensor de Piola Kirchhoff, sustituye al de Cauchy, y el segundo tensor de Piola-Kirchhoff
aparece asociado a efectos viscosos en la representación no deformada.

Juan Carlos Barreto [19]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

En formulaciones matemáticamente más generales, se escriben las expresiones de la teoría
de la elasticidad en espacios curvos (que se asimilan a los de tipo configuracional), es decir en
términos del tensor de curvatura de Riemann, asociándose al tensor de torsión la presencia de las
inclusiones, o de los defectos en general. La justificación de la introducción de un espacio curvo está
vinculada a la idea de geometrización de la inhomogeneidad, esta percepción teórica, elude la idea
del acoplamiento micro-macro en términos de mecanismos de homogeneización, porque supone
que el efecto de la inhomogeneidad o inclusión, es global, aunque su presencia sea micromecánica.
(Roychowdhury y Gupta, 2013, 2017; Yasutomi, 2007; Kupferman et al., 2017; Grubic et al., 2013).

1.1.2 Motivaciones preliminares

En el abordaje de la presente tesis se establece como primera decisión, la definición de
manera precisa de los vínculos entre micromecánica y fuerzas configuracionales, sin utilizar proce-
dimientos de homogeneización, estableciendo, previo análisis sintético de algunas líneas teóricas
existentes, el modelado elastodinámico, de manera que las formulaciones serán evolucionarias
o a lo sumo tasa independiente. En este punto, es necesario decir que los modelos propuestos
serán escritos en términos de sistemas de operadores hiperbólico-parabólicos, a los cuales supo-
nemos acotados, compactos y convexos, y por eso mismo uniformemente continuos en espacios
de Sobolev. Se formularán rigurosamente los problemas de Cauchy y de frontera, para luego, en
algunos casos presentar sintéticamente técnicas destinadas a probar existencia y unicidad de las
soluciones.

Si bien, no existe una definición rígida y aceptada universalmente para definir lo que ya po-
dríamos denominar Mecánica de Medios Continuos Mesoscópica, si podrían darse ciertas cotas
típicas asociadas a estos sistemas, diríamos que están situados normalmente en el rango de 100
nanómetros (el tamaño de un virus típico) a 1000 nanómetros = 1𝜇m (el tamaño de una bacteria
típica), 500 micrómetros (𝜇m) es el límite superior aproximado para una microestructura. (Krajci-
novic, 1996; Nemat-Nasser y Hori, 1993; Eshelby, 1957)

Figura 1.1: Escalas que atraviesan la formulación micromecánica según sean espaciales y tempo-
rales (Dettmar, PhD. Thesis, Universitat Stuttgart, 2006)
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En la figura siguiente se observa un medio poroso de naturaleza micromecánica. Se trata
de una estructura ósea, anisótropa y heterogénea, indicándose en ella las diferentes escalas que
componen dicho medio.

Nanoescala Sub-microescala Microescala Mesoescala Macroescala

1-500nm 0,5-10𝜇m 10-500𝜇m 0,5-10mm >10mm

Moléculas de
colágeno

Cristales de
hidroxipatita

Microfibrilla

Fibrilla

Fibra

Lamela

Trabécula

Osteón Hueso cortical

Hueso trabecular Hueso completo

Figura 1.2: Medio poroso de naturaleza micromecánica representativa del denominado hueso tra-
becular. (L. Colabella, Tesis Doctoral, Universidad Nacional de Mar del Plata, 2018).

Otra cota inferior que limita los intereses de la micromecánica podría ser la siguiente: se
asume que, a escala micrométrica, con las herramientas formales que provee el análisis funcional
clásico, no se consideran efectos de naturaleza mecano-cuántica. De este modo podríamos definir
a la micromecánica del medio continuo, como el conjunto de teorías de campo qué, describe, mide,
modeliza y explica fenómenos multifísicos, que ocurren a escala micrométrica, y que, por distintas
vías, puede verificarse su existencia a escala macroscópica.

Es importante señalar tres aspectos de la Micromecánica de Medios Continuos, que son de
la mayor importancia:

a) Nace como consecuencia de intentar explicar fenómenos de fractura dinámica y de esta-
blecer relaciones entre la escala micro-macro en materiales de la más variada naturaleza.
(Eshelby, 1957)

b) Pretende vincular la microestructura de los materiales (dislocaciones, disclinaciones, defec-
tos en general) a través de una teoría de campo, con propiedades macroscópicas obser-
vables, muchas de las cuales son conocidas desde hace mucho tiempo (elasto-plasticidad,
daño dúctil y frágil, entre otros) (Lazar y Agiasofitou, 2014)

c) Tiene intereses de diseño alrededor de nuevos materiales, con propiedades micromecáni-
cas preestablecidas (materiales inteligentes, meta-materiales, micro vigas, y micro placas),
materiales con memoria de forma.

Establecidos estos aspectos, se impone la discusión acerca de cómo conocemos un medio,
que, desde ahora, llamaremos micro-estructurado o con microestructuras, debido a que contiene
sub-estructuras, que sostienen la forma y propiedades detectables del material, macroscópicamen-
te, estas son de orden micrométrico distribuidas al azar o periódicamente. Hay, desde esta pers-
pectiva por lo menos diez grandes grupos teóricos, de algunos de los cuales nos ocuparemos en
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esta tesis

• Teoría Geométrica de Eshelby-Mura-Maugin, consiste en la descripción de propiedades
micromecánicas utilizando el concepto de fuerza configuracional, la que puede asociarse a
un proceso de transición de fase de tipo: no deformado-deformado, (Problema de Eshelby),
definición de pseudo-momentum según Maugin (1988). Solido inhomogéneo y anisótropo
(Nemat-Nasser y Hori, 1993). Otros contribuyentes destacados M. Gurtin, G. Maugin, M.
Epstein, P. Steinmann; S. Nemat-Nasser, Shaofan Li, Z. Hashin, S.Shtrikman.

• Teoría de Mindlin-Aifantis: se introducen gradientes de deformación de alto orden aso-
ciados a ciertas longitudes características vinculadas a la presencia de microestructuras
(Mindlin, 1964; Mindlin y Eshel, 1968; Aifantis, 1978, 1992). Otros contribuyentes Askes y
Aifantis (2006); De Domenico y Askes (2016a), Polizzotto (2012, 2013, 2014), Tsinopoulos
et al. (2012). Esta es la primera teoría de elasticidad no local, que luego será generalizada
por C. Eringen.

• Teoría de E. Kröner: (Elasticity theory of materials with long range cohesive forces, 1967)
Este autor propone, una modificación sustantiva del punto de vista de Mindlin-Aifantis, intro-
duciendo en la ecuación constitutiva del material de que se trate, un término vinculado a las
llamadas fuerzas cohesivas de largo alcance. La ecuación elastodinámica asociada, es un
operador integrodiferencial, en general, fuertemente no lineal. La teoría de Kröner ha sido
utilizada exitosamente en la formulación de medios porosos, cuando en ellos actúan fuer-
zas de cohesión, las cuales quedan representadas por potenciales de tipo Lennard-Jones.
Los suelos expansivos en poroelasticidad admiten una ecuación constitutiva conteniendo
un término integral de tipo Lennard-Jones (Wang y Wang, 2019).

• Teoría de pre-stressed de Biot-Bazant, asume una deformación micromecánica preexis-
tente que se incluye explícitamente en las ecuaciones de la elastodinámica surgen así varias
teorías asociadas según la estructura del término de pre-tensión, Trefftz (1933), Biezeno y
Hencky (1928), Bažant (1971); Biot (1965): Mechanics of Incremental Deformations.

• Teoría de microestructuras: Cosserat y Cosserat (1909), Eringen y Şuhubi (1964); Şuhubi
y Eringen (1964) introducen los conceptos de micro rotación (solidos micropolares) y micro-
dilatacion (strecht), el segundo autor construye la mecánica micromórfica de solidos homo-
géneos anisótropos, y la elasticidad no local (Micro-continuum Fields Theories, Non local
Field Theory), otros contribuyentes a la teoría: Ieşan (1983, 1985, 2012), Pamplona et al.
(2012), Chiriţă et al. (2015), Ciarletta et al. (2012).

• Teoría de Metamateriales de P. Neff, y A. Madeo: introducen un campo tensorial de micro-
distorsión 𝑃𝑖 𝑗 , que integra micro-polaridad y strecht, generalización de cuerpo micromórfico,
otros contribuyentes Lazar et al. (2005); Lazar y Agiasofitou (2014), generalizaciones no
locales para deformaciones finitas

• Teorías de homogenización y de múltiples escalas. Medios heterogéneos. Definición de
RVE , y luego técnicas de promediación definidas sobre las ecuaciones de evolución. Princi-
pales desarrolladores: Tartar (2009), Sanchez-Palencia (1980), Lions (1988), de Souza Neto
et al. (2015); Blanco et al. (2016); Suquet (1997); Pavliotis y Stuart (2007).

• Teoría peridinámica: Operadores no locales pseudo-evolucionarios de Calderon-Zygmund,
(Silling, 2000). Problemas de fractura. Problemas con la determinación e interpretación de
las condiciones de borde. Implementación computacional probada en problemas aplicados
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• Teoría de Mielke-Roubicek (Numerical approaches to rate-independent processes and ap-
plications in inelasticity, 2009): Operadores rate-independent acoplados a rate-dependent,
micromecánica elastoplástica, asociada al concepto de daño. Operadores sub-diferenciales,
inclusiones diferenciales. Se denominan también operadores energéticos deMielke-Roubicek,
se utilizan para abordar problemas de laminación y delaminación, entendiendo estos proce-
sos en el marco de la teoría de materiales con memoria de forma. Otros contribuyentes a
esta teoría son: R. Rossi, G. Savaré, E. Bonetti, E. Rocca, M. Thomas.

• Teoría de promediación de V. Buryachenko para cuerpos heterogéneos. Define una jerar-
quía tipo BBGKY, sobre ansambles definidos sobre varios tipos de RVEs simultáneamente,
es una especie de generalización de la teoría de Mori-Tanaka. Un intento de establecer una
mecánica estadística micromecánica (Buryachenko, 2007).

• Teoría micromórfica fractal y Lattice models of Micromechanics. M. Ostoja Starzewski
(2002; 2009), introduce la derivada Hausdorff en el laplaciano de Laplace-Beltrami, u otras
derivadas topológicas y reformula el problema de la distribución de campos en términos de
un problema de optimización fractal.

• Teoría de Quimio-elasticidad (Intermittent plasticity, Elasticity coupled phase field models)
(Aifantis, 2003, 2016). El autor introduce una teoría de segundo gradiente en el nivel nano-
mecánico, asumiendo la validez de la mecánica del continuo y suponiendo que las fluctua-
ciones de las dislocaciones y defectos en general , a ese orden, pueden describirse por
sistemas de ecuaciones de reacción difusión con correcciones de segundo gradiente, expli-
ca de esa manera fenómenos de plasticidad a longitudes del orden del nanómetro. Esta es
la primer formulación teórica que integra elastoplasticidad y plasticidad con teorías de cam-
bio de fase o Phase Field Models, se torna fundamental el uso de la teoría de Cahn-Hilliard,
Phase Field Theory, y la teoría de Allen-Cahn para describir transiciones de fase. Uno de los
objetivos que persigue este corpus teórico es explicar el fenómeno de memoria de forma.

• Teoría de Fractones (Distler et al., 2022) Metamateriales activos (Soft matter). Elastici-
dad no hermitica. Scheibner, Souslov, Banerjee, Surówka, Irvine y Vitelli (2020). Este es
el primer intento por cuantizar la teoría de la elasticidad, los fractones serían las partículas
que surgen como cuantos del campo elástico. Los fractones son partículas emergentes que
están inmóviles de forma aislada, pero que pueden moverse juntas en pares dipolares u
otros grupos pequeños. Estas excitaciones exóticas ocurren naturalmente en ciertas fases
cuánticas de la materia descritas por teorías de gauge tensorial. Claramente la teoría de la
elasticidad es un ejemplo de este tipo de objetos, será posible suponer que, los fenómenos
de fractura son transiciones de fase cuánticas mediadas por fractones (Pretko et al., 2020).

• Teoría de Metamateriales definidos sobre micro-lattices de tipo pantógrafo. dell’Isola y
Gavrilyuk (2012); Stilz et al. (2022). Este es otro intento de fundamentación de la aparición
de una forma, que en este caso está asociada a un material diseñado para responder a
alguna acción externa modificando su forma, es decir, su geometría, y en consecuencia la
energía disponible para concretar dichos cambios.

• Elasticidad no-local de tipo Klein Gordon Lazar y Agiasofitou (2022).

Todas las formulaciones teóricas mencionadas precedentemente son teorías de campo elás-
tico efectivo (EFT, por sus siglas en ingles), en este caso microelástico, todas ellas proporcionan
modelos macroscópicos homogéneos para medios que en general no lo son, basados en técnicas
analítico-computacionales.
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La caracterización de un material heterogéneo como un medio efectivo es una herramien-
ta valiosa y versátil para calcular y predecir, en este caso, las propiedades físicas de materiales
porosos. Las teorías de medios efectivos usualmente dependen de las propiedades físicas y frac-
ciones volumétricas de cada componente del material, y también de la geometría del arreglo de las
mismas.

La fundamental limitación de estos modelos reside en el hecho de que cualquier enfoque que
se utilice para obtener los parámetros elásticos macroscópicos de un medio heterogéneo parte de
suponer que, la longitud de la onda que se propaga a través del medio es mucho mayor que la
dimensión de las heterogeneidades del mismo, lo que se conoce como hipótesis de onda larga.
Las referencias necesarias para comprender la génesis de esta idea, en cuanto a la forma de
cálculo de parámetros estructurales, reconoce por lo menos tres autores:

• Voigt (1889) – El campo de deformación es constante en el material compuesto. Se aplica
la regla de mezclas para determinar los componentes de la matriz de rigidez.

• Reuss (1929) – El campo de tensión es constante en el material compuesto. Se aplica la
regla de mezclas para determinar los componentes de la matriz de flexibilidad.

• Hashin y Shtrikman (1963) – Proponen un método variacional que conduce a la obtención
del problema Micromecánico en la forma de Eshelby, y una desigualdad variacional conduce
a la estimación de cotas superiores e inferiores para las constantes estructurales.

En este marco, descripto previamente, situamos la teoría de la microporo-mecánica, que se
desarrolla en el último capítulo de esta tesis, desde la perspectiva del sistema de Biot, el cual modela
el comportamiento mecánico de un medio poroso en términos de distribuciones de presiones de
poro, y campos de desplazamientos.

Esta teoría puede extenderse fácilmente a medios porosos multifásicos, en los cuales tienen
lugar una importante cantidad de fenómenos que permiten clasificarlos, también, como sistemas
multifísicos (Mroginski et al., 2011). Como principal hipótesis, estos modelos basados en la teoría
de Biot asumen la existencia de un tensor de tensiones efectivo que acopla las leyes constitutivas
(deformaciones materiales), con las leyes de: Darcy, Fick y Fourier, en los casos más generales.

Un fenómeno que será tratado en ese trabajo es el de la dinámica de un medio poroso, no
saturado, escribiéndose para ello el sistema de ecuaciones de Biot en la configuración deformada
y no deformada respectivamente.

En el referencial de la teoría de Biot configuracional, las distribuciones de fuerzas debidas a
los gradientes de poro de líquido y gas pueden, eventualmente ser identificadas como las respon-
sables del cambio de geometría en el medio poroso (Selvadurai y Suvorov, 2014, 2016), es decir
podrían asimilarse a inclusiones en la matriz sólida, con lo cual se tiene la posibilidad de vincular
la teoría de Biot con la formulación de Eshelby-Maugin-Kienzler-Lazar.

En este trabajo, asumimos que las inclusiones están definidas en el esqueleto solido de
acuerdo con la teoría de Eshelby, y los defectos sobre los cuales actúan fuerzas de tipo Peach-
Koehler están embebidos en el medio elástico, moviéndose en una serie de planos preestablecidos.
El modelo dinámico considera una serie de efectos de interacción entre dislocaciones, tales como
las ya mencionadas, fuerzas de Peach-Koehler, generación (fuentes puntuales), aniquilación y obs-
trucción. Así entonces, se establece una diferencia sustantiva entre el concepto de inclusión y el de
defecto, el primero es de carácter no local y tiene relación con la idea inicial de Eshelby, respecto
de una redistribución de la energía elástica del sólido por efecto de alguna acción externa, que se
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expresa en términos del cambio de geometría del objeto, el segundo es local y esta vinculado con
el concepto de daño elastoplástico o plástico, las dinámicas en ambos casos, de nuevo, se escri-
ben utilizando los argumentos clásicos provenientes de las ecuaciones de conservación balance,
la diferencia se establece en la naturaleza de las fuerzas intervinientes: en el primer caso son de
tipo configuracional , en el sentido de G.Maugin, M. Gurtin etc.; en el segundo caso son fuerzas de
tipo Peach Koehler (Markenscoff y Ni, 2016). Es posible establecer una relación entre el tensor de
Eshelby-Mura y fuerzas del tipo Peach-Köehler sobre defectos (Lubarda, 2019).

𝑓 𝑃−𝐾𝑘 (®𝑥, 𝑡) = 𝜺𝑘𝑖𝑗𝜎𝑖𝑙(𝑏𝑙𝜉𝑗) = −𝜺𝑘𝑖𝑗(𝑺𝐸𝑠𝑖𝑙𝑚𝑛𝜺∗𝑛𝑚(®𝑥, 𝑡))(𝑏𝑙𝜉𝑗)
En términos del tensor de Eshelby de segundo orden, en la configuración no deformada escribimos:

𝑓 𝑃−𝐾𝑘 (®𝑥, 𝑡) = 𝐽−1𝜺𝑘𝑖𝑗((𝑭𝑖𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑙 )(𝑏𝑙𝜉𝑗) − (𝑭𝑖𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1

𝐵𝑙 )(𝑏𝑙𝜉𝑖))

El trabajo de I. A. Kunin de 1968, establece un grupo de modelos constitutivos con microes-
tructura relacionándolos con la teoría de dislocaciones, también Mura (1963), propone un modelo
dinámico continuo de dislocaciones y el fenómeno de plasticidad. Rudnicki (2002, 2011), establece
relaciones entre las distribuciones de poro de líquido y gas, con tensiones y deformaciones resi-
duales, al modelar la dinámica de reservorios. Se obtienen a partir de linealizaciones o relajaciones
adecuadas, de las ecuaciones de gobierno, representaciones integrales de las soluciones, que lue-
go podrán ser objeto de experimentos numéricos para establecer similitudes y diferencias con las
aproximaciones clásicas.

Se establece entonces como objetivo primordial de la presente propuesta, la formulación
configuracional de la teoría clásica de Biot y su aplicación a problemas de geomecánica, en la con-
figuración deformada. En esta tesis le damos el nombre de fuerza configuracional indistintamente
a aquellas que provienen de problemas de tipo Eshelby, como así también a las que surgen de
cinemáticas microestructurales (micro-rotaciones, micro-dilatacion , micro-distorsión)

1.1.3 Definición del marco epistemológico de la tesis

Desde un punto de vista epistemológico, la Micromecánica y sus ciencias asociadas (Teo-
ría de Campos, Cristalografía, Cristalofísica, Micro y Nano-electrónica, Nano-fotónica, Ciencias de
Computo, Teoría de Optimización, etc.), tiene claros objetivos tecnológicos, podríamos afirmar que
se trata de la formulación de un conjunto de dispositivos de análisis y creación de materiales, es
decir define un entorno de trabajo (framework), en el que se formula y construye un grupo estanda-
rizado de conceptos, prácticas y criterios para enfocar un tipo de problemática particular que sirve
como referencia, para enfrentar y resolver nuevos problemas de índole similar.

Hay un área de vacancia, detectada por el autor, en el sentido de que, los problemas en
Ingeniería Civil, se formulan con el especifico objetivo de la simulación numérica, es decir se parte
de la construcción de la forma débil del problema, e inmediatamente, vía residuos Ponderados de
Galerkin u otros medios de construcción del concepto de error, el Método de Elementos Finitos o
alguna de sus variantes

Esta tesis está motivada en el sentido de, proveer un conjunto de técnicas matemáticas y
numéricas, que permitan tratar con toda generalidad problemas dinámicos en Micromecánica de
Materiales para su utilización en Ingeniería Civil, que se ubica antes de la formulación débil, es
decir en la concepción clásica o fuerte.

El conjunto de herramientas, o entorno de trabajo, que se desarrolla en esta tesis, destinado
al análisis de un problema micro-elastodinámico reconoce las siguientes dimensiones de análisis
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• Construcción de la formulación clásica y consecuentemente de sus soluciones clásicas o
fuertes, asociadas a problemas de condiciones iniciales y de borde micro-elastodinámicos
y micro-poro-elastodinámicos en la configuración deformada y no deformada.

• Obtención de soluciones semi-analíticas en la forma de sistemas de ecuaciones integrales,
sujetas, en general, a ciertas condiciones de resolubilidad (Problema de Neumann)

• Aplicación de la teoría de aproximantes de Picard o de Padé, para la construcción de la
solución numérica de dichas ecuaciones.

• Introducción de condiciones iniciales no-locales y de un nuevo tipo de Problema de Cauchy
para el caso microelastodinámico en la formulación de segundo gradiente

1.2 Objetivos, organización de la tesis y aplicaciones

Se definen para este trabajo de tesis los objetivos siguientes

Objetivo General:

• Definir con la mayor generalidad posible un entorno de trabajo (Framework) formado por un
conjunto estandarizado de conceptos, representaciones y criterios, que sirva para abordar
problemas micro-elasto-dinámicos, y micro-poro-elastodinámicos, en la concepción clásica
o fuerte, que luego nos permita, comprender, construir y resolver situaciones problemáticas
de índole similar.

Objetivos específicos

• Establecer, con toda generalidad, dispositivos matemáticos de modelización, asociados a
la formulación de problemas de condiciones iniciales y de borde, referidos al fenómeno de
propagación de ondas, y difusión, en materiales elásticos y poroelásticos, desde la perspec-
tiva micromecánica, discutiendo el tipo de condiciones utilizado, y sus implicancias en las
soluciones clásicas obtenidas

• Definir magnitudes tensoriales en la formulación micromecánica, en la configuración defor-
mada y no deformada, utilizando el concepto de fuerza configuracional, y luego en la repre-
sentación de segundo gradiente y superiores, según la perspectiva de la teoría de Mindlin-
Aifantis, respectivamente

• Discutir la equivalencia de las representaciones de la fuerza configuracional en la represen-
tación no deformada y deformada, y por otra parte según la teoría de Mindlin-Aifantis

• Utilizar de manera sistémica los teoremas de representación de Green-Lagrange, teniendo
en cuenta el tipo de sistema material de referencia considerado, las escalas implicadas, y
las representaciones integrales de las soluciones obtenidas

• Utilizar demanera sistemática el teorema dePicard, aplicado a las soluciones semi-analíticas
obtenidas, a efectos de construir aproximaciones numéricas consistentes y fácilmente eva-
luables, utilizando, para ello, métodos de interpolación conocidos. Es decir que, se obtiene
un sistema de ecuaciones integrales acopladas cuasi-lineales, que serán el objeto de análi-
sis analítico-computacional

Organización de la tesis:

Este trabajo está constituido por 6 capítulos, y un apartado último que contiene conclusiones
y propuestas detalladas de trabajos futuros.
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La propuesta central de esta tesis es, la formulación y análisis riguroso de problemas de con-
diciones iniciales y de borde, asociados a sistemas de operadores evolucionarios, los cuales descri-
ben problemas micro-elastodinámicos y micro-poro-elastodinamicos en la formulación de Mindlin
Aifantis, y la consecuente obtención de soluciones analíticas y semi-analíticas suponiendo que
los defectos (inclusiones, dislocaciones, disclinaciones, inhomogeneidades) están acoplados a los
campos de desplazamientos microelásticos y poro-microelásticos de manera lineal, con constantes
de acoplamiento pequeñas lo cual permite construir soluciones perturbativas a todo orden.

En el capítulo uno se expone: antecedentes y motivaciones respecto del titulo del trabajo y se
enumeran las distintas aproximaciones teóricas que, sobre micromecánica existen en la actualidad

En el capítulo dos se formulan el problema elastodinamico y poroelastodinámico este último
en la representación (u,p), se trata de sistemas hiperbólico-parabólicos, respecto de los cuales
el problema recurrente es formular rigurosamente el problema de Cauchy y de condiciones de
borde, los problemas de existencia y unicidad, como siempre, se resuelven utilizando el teorema de
aproximantes de Picard, aunque también, recientemente, se han utilizado aproximantes de Padé.

En general, puede demostrase, aunque este cálculo no se realiza en este trabajo, que las
soluciones son estables según el criterio de Liapunov. Para estos operadores es posible probar
desigualdades a priori, de tipo Carleman, por ejemplo, a fin de acotar las soluciones halladas. A
efectos de completar de manera rigurosa la formulación del problema de contorno de Neumann,
se añade en todos los casos donde esta cuestión es tratada las condiciones de resolubilidad del
mismo.

En el capítulo tres, se formula el problema micro-elastodinámico, según el problema de
Eshelby, se establece su generalización dinámica definiéndose las condiciones iniciales y de bor-
de correspondientes, luego se construye el sistema dinámico en la configuración no deformada
utilizando el segundo y tercer teorema Green-Lagrange, se obtienen las representaciones de las
soluciones.

En el capítulo cuatro, se formula el problema micro-poro-elastodinamico, según la teoría
de Mindlin Aifantis, definiéndose las condiciones iniciales y de borde correspondientes, luego se
construye la representación de las soluciones.

En el capítulo cinco, se formula el problema de condiciones iniciales y de borde de la micro-
mecánica configuracional aplicada al sistema de Biot, en la representación de segundo gradiente,
en la configuración deformada, haciendo uso de los teoremas de Green Lagrange, se obtiene las
representaciones de las soluciones.

En el capítulo seis, Se consideran problemas de aplicación, uno de los cuales tiene un abor-
daje computacional.

En el capítulo siete, se abordan las conclusiones , se realizan propuestas de trabajos futuros
con detalles respecto de su formulación y posibles formas de soluciones computacionales.

Se incluyen siete apéndices:

• Apéndice A: Teoremas de representación de Green-Lagrange

• Apéndice B: Consideraciones accesorias sobre el problema de Eshelby y su generalización
dinámica.

• Apéndice C: Operaciones Push-Forward Y Pull-Back Para Tensores De Segundo Orden.
Derivada Temporal De Lie
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• Apéndice D: Formulación lagrangiana de la elastodinámica

• Apéndice E: Teorema de Noether

• Apéndice F: Utilización de tensores antisimétricos para la determinación de ecuaciones de
evolución

• Apéndice G: Código de MATLAB

Aplicaciones:

Las principales áreas de aplicación de las teorías de segundo gradiente podrían agruparse
en tres grandes grupos de cuestiones:

a) Micro-elastodinámica de procesos de micro y nano indentacion, micro-elastodinámica de
adhesión y delaminación dúctil, modificaciones a la ley de Darcy y los fenómenos de difu-
sión micro-poro-elastodinamicos, fenómenos de inestabilidad mecánica por plasticidad in-
termitente en aleaciones de Molibdeno (micropillar compression) y de Aluminio Manganeso,
inestabilidades químico-mecánicas en ánodos de LiB

b) Bio-quimio-mecánica, Inestabilidades cerebrales inducidas por Glioblastoma, teoría de se-
gundo gradiente aplicada al tejido cerebral con porosidades y vacíos, asumiendo cierto flujo
de células del glioma, puede demostrarse estabilidad intermitente, lo cual impacta en las
terapéuticas propuestas.

c) Teorías reológicas de segundo gradiente y superiores aplicadas a fluidos newtonianos, y a
fluidos complejos, acoplamiento de las ecuaciones de la elastodinámica de segundo gra-
diente y generalizaciones de la ecuación de Stokes a efectos de explicar fenómenos de
visco-plasticidad en emulsiones poliméricas de alta densidad, es posible estudiar también
en este tipo de compuestos inclusiones e inhomogeneidades de manera análoga a como se
realiza en un sólido.
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CAPÍTULO 2

Formulación general del problema elastodinamico y poroelastodinámico

«...Yo, que tantos hombres he sido, no he sido nunca aquel en cuyo abrazo
desfallecía Matilde Urbach...»

Le regret d’Héraclite,
Gaspar Camerarius, en Deliciae Poetarum Borussiae, VII, 16

Resumen y objetivos:

Se definen las principales entidades tensoriales de la elasticidad clásica y de la mecánica eshel-
biana, se establecen relaciones entre ambas y se formulan los entornos de trabajo destinados al
abordaje de problemas elastodinámicos y poroelastodinámicos en las configuraciones deformada
y no deformada respectivamente.

• Formular y relacionar campos tensoriales elásticos clásicos y micromecánicos, utilizando
para ello los tensores de Eshelby en la configuración deformada y no deformada.

• Formulación exhaustiva del modelo elastodinámico y viscoelastodinámico en la configura-
ción deformada y no deformada.

• Establecer teoremas de unicidad asociados a las soluciones de los modelos previamente
definidos.

2.1 Elementos de Elasticidad Clásica. Relaciones entre tensores en la configuración
deformada y no deformada

A continuación, se establecen algunas relaciones entre el tensor de tensiones o de Cauchy, y
los tensores de Piola Kirchhoff primero y segundo; y los tensores de Biot y Mandel, además también
de relaciones que verifica el tensor gradiente de deformaciones, todos estos resultados serán de
suma utilidad en el desarrollo posterior de la tesis

¤𝑭𝑖𝐾 = 𝑳𝑖 𝑗 · 𝑭𝑗𝐾 / 𝑳𝑖 𝑗 = ¤𝑭 𝑖𝐾 · 𝑭−1
𝐾𝑗 ; ¤𝑬𝑖 𝑗 = (1/2)( ¤𝑭𝑇𝑖𝐾 · 𝑭𝐾𝑗 + 𝑭𝑇𝑖𝐾 · ¤𝑭𝐾𝑗)

¤𝒆𝑖 𝑗 = (1/2)((𝑣𝑖 , 𝑗)𝑇 + 𝑣 𝑗,𝑖) ; ¤𝑬𝑖 𝑗 = (1/2)𝑭𝑇𝑖𝐾 · ¤𝑬𝐾𝐿 · 𝑭−1
𝐿𝑗 (2.1)

¤𝒆 𝑖 𝑗 ≡ 𝒅𝑖 𝑗 = (1/2)(𝑳𝑇𝑖𝑗 + 𝑳𝑖 𝑗) = (1/2)(( ¤𝑭 𝑖𝐾𝑭−1
𝐾𝑗 )𝑇 + ¤𝑭 𝑖𝐾𝑭−1

𝐾𝑗 ) =
= (1/2)𝑭−𝑇

𝑖𝐾 ( ¤𝑭𝑇𝐾𝑗 + 𝑭𝑇𝐾𝑙 ¤𝑭 𝑙𝑀𝑭−1
𝑀𝑗) = (1/2)𝑭−𝑇

𝑖𝐾
¤𝑬𝐾𝐿𝑭−1

𝐿𝑗 (2.2)
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Se muestra seguidamente la obtención del primer tensor de Piola Kirchhoff, utilizando la definición
de energía elástica

𝑊 = (1/2)
∫
𝑣
(𝝈𝑖 𝑗 : 𝒅𝑖 𝑗) 𝑑𝑣 =

1
2

∫
𝑣
(𝝈𝑖 𝑗 : 𝑳𝑖 𝑗) 𝑑𝑣 = (1/2)

∫
𝑉
(𝐽𝝈𝑖 𝑗 : ( ¤𝑭𝑖𝐾𝑭−1

𝐾𝑗 )) 𝑑𝑉

= (1/2)
∫
𝑉
(𝐽𝝈𝑖 𝑗 𝒆̂𝑖 𝒆̂ 𝑗) :

[
( ¤𝑭𝑝𝐼 𝒆̂𝑝𝑬̂𝐼)(𝑭−1

𝐽𝑘 𝑬̂𝐽 𝒆̂𝑘)
]
𝑑𝑉

= (1/2)
∫
𝑉
𝑑𝑉 𝐽𝝈𝑖 𝑗𝑭𝑗𝐼𝑭−1

𝐼𝑖 =
∫
𝑉
𝑑𝑉

[
𝐽(𝑭−1

𝐼𝑞 𝑬̂𝐼 𝒆̂𝑞)(𝝈𝑖 𝑗 𝒆̂𝑖 𝒆̂ 𝑗)
]

: ( ¤𝑭𝑝𝐽 𝒆̂𝑝𝑬̂𝐽)

= (1/2)
∫
𝑉
𝑑𝑉 ((𝐽𝑭−1

𝐼𝑖 𝝈𝑖 𝑗) : ¤𝑭𝑗𝐼) = (1/2)
∫
𝑉
𝑑𝑉 𝑷𝐼 𝑗 : ¤𝑭𝑗𝐼 (2.3)

𝑷𝐼 𝑗 = 𝐽𝑭−𝑇
𝐼𝑖 𝝈𝑖 𝑗 ; 𝑷𝑗𝐼 = 𝐽𝝈𝑗𝑘𝑭𝑇𝑘𝐼 ; 𝐽 = det(𝑭𝑖𝐾)

Obtención del Segundo tensor de Piola Kirchhoff

𝑊 = (1/2)
∫
𝑣
(𝝈𝑖 𝑗 : 𝒅𝑖 𝑗) 𝑑𝑣 =

1
2

∫
𝑉
(𝐽𝝈𝑖 𝑗 : (𝑭−𝑇

𝑗𝐾
¤𝑬𝐾𝐿𝑭−1

𝐿𝑖 )) 𝑑𝑉

𝑊 = (1/2)
∫
𝑉
(𝐽𝝈𝑖 𝑗 𝒆̂𝑖 𝒆̂ 𝑗) :

[
(𝑭−1
𝐴𝑝𝑬̂𝐴 𝒆̂𝑝)𝑇( ¤𝑬𝐴𝐵𝑬̂𝐴𝑬̂𝐵)(𝑭−1

𝐵𝑞 𝑬̂𝐵 𝒆̂𝑞)
]
𝑑𝑉

𝑊 = (1/2)
∫
𝑉
(𝐽𝝈𝑖 𝑗 𝒆̂𝑖 𝒆̂ 𝑗) : (𝑭−1

𝐴𝑝 𝒆̂𝑝 ¤𝑬𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑞 𝒆̂𝑞) = (1/2)

∫
𝑉
(𝐽𝝈𝑖 𝑗 : (𝑭−1

𝑖𝐴
¤𝑬𝐴𝐵𝑭−1

𝐵𝑗 )

𝑊 = (1/2)
∫
𝑉
(𝐽(𝑭−1

𝐴𝑖 𝑬̂𝐴 𝒆̂𝑖) · (𝝈𝑖 𝑗 𝒆̂𝑖 𝒆̂ 𝑗)(𝑭−1
𝐵𝑗 𝑬̂𝐵 𝒆̂ 𝑗)𝑇) : ¤𝑬𝐴𝐵𝑬̂𝐴𝑬̂𝐵) 𝑑𝑉

𝑊 = (1/2)
∫
𝑉
𝑑𝑉 (𝐽(𝑭−1

𝐴𝑖 𝝈𝑖 𝑗𝑭
−𝑇
𝑗𝐵 ) : ¤𝑬𝐴𝐵) = (1/2)

∫
𝑉
𝑑𝑉𝑺𝐴𝐵 : ¤𝑬𝐵𝐴 (2.4)

De modo que, definimos el Segundo tensor de Piola Kirchhoff, tomando el pull-back de 𝝈𝑖 𝑗

𝑺𝐴𝐵 = 𝐽 𝑭−1
𝐴𝑖 𝝈𝑖 𝑗𝑭

−𝑇
𝑗𝐵

Otras relaciones que serán importantes en este trabajo son las relaciones entre el tensor
de Cauchy y los tensores de Piola Kirchhoff primero y segundo (Ogden, 1997), que se obtienen
utilizando transformaciones de Piola y operaciones push-forward respectivamente

𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑷𝑖𝐴 · 𝑭𝑇𝐴𝑗 ; 𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑭𝑖𝐴 · 𝑺𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗 (2.5)

𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 · 𝑴𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗 ; 𝝈𝑖 𝑗 = 𝐽−1𝑹𝑖𝐴 · 𝑻𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗 (2.6)

Relaciones entre los tensores de Piola Kirchhoff primero y Segundo y los tensores de tensio-
nes, derecho de Green, Mandel y de Biot (Ogden, 1997; Bonet y Wood, 2008; Han y Atluri, 2014),
de nuevo utilizando transformaciones de Piola y operaciones pull-back y push-forward obtenemos

𝑷𝑖𝐴 = 𝐽𝝈𝑖 𝑗 · 𝑭−𝑇
𝑗𝐴 ; 𝑺𝐴𝐵 = 𝐽𝑭−1

𝐴𝑖 𝝈𝑖 𝑗𝑭
−𝑇
𝑗𝐴 (2.7)

𝑻𝐴𝐵 = 𝑹𝑇
𝐴𝑖𝑷𝑖𝐵 = 𝐽𝑹𝑇

𝐴𝑖𝝈𝑖 𝑗 · 𝑭𝑇𝑗𝐵 (2.8)

𝑪𝐴𝐵 = 𝑭𝑇𝐴𝑗𝑭𝑗𝐵 = 𝑼2
𝐴𝐵 ; 𝑴𝐴𝐵 = 𝑪𝐴𝐿𝑺𝐿𝐵 ; 𝑷𝑖𝐴 = 𝑭−𝑇

𝑖𝐵 𝑴𝐵𝐴 (2.9)

𝐽 = det(𝑭𝑖𝐵) ; 𝐽−1 = det(𝑭−1
𝑖𝐵 )
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En la figura siguiente se muestran las relaciones entre configuración deformada y no defor-
mada de los tensores de Piola-Kirchhoff:

Ω0 Ω

𝜙

𝑑Γ0
𝑑Γ

𝑵 = 𝒏0 𝒏
𝑑𝑓0

𝑑 𝒇

𝑭−1.𝑑 𝒇

Figura 2.1: Transformaciones de la configuración deformada a la no deformada y su inversa. (Bonet
y Wood, 2008)

Relaciones con el tensor elástico

𝑷𝑖𝐴 = 𝐽(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙) · 𝑭𝑇𝑗𝐴 ; 𝑺𝐴𝐵 = 𝐽𝑭−1

𝐴𝑖 (𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙) · 𝑭−𝑇

𝑗𝐵 ; (2.10)

𝑻𝐴𝐵 = 𝑹𝑇
𝐴𝑖𝑷𝑖𝐵 = 𝐽𝑹𝑇

𝐴𝑖(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙) · 𝑭𝑇𝑗𝐵 (2.11)

𝑪𝐴𝐵 = 𝑭𝑇𝐴𝑗𝑭𝑗𝐵 = 𝑼2
𝐴𝐵 ; 𝑴𝐴𝐵 = 𝑪𝐴𝐿𝑺𝐿𝐵 (2.12)

𝐽 = det(𝑭𝑖𝐵) ; 𝐽−1 = det(𝑭−1
𝑖𝐵 )

Una cuestión de relevancia fundamental en los diversos modos de abordaje de la micromecánica
lo constituye el referencial utilizado para modelar las diferentes formas de interacción, así entonces
en la aproximación de Mindlin-Aifantis, y en general en todas las teorías de segundo gradiente el
referencial utilizado es el deformado, mientras que en el caso configuracional, en la formolización de
Gurtin-Maugin, se utiliza la configuración no deformada , estableciéndose así lo que en la literatura
técnica se conoce como Mecánica Configuracional o Mecánica Material (Mechanics in Material
Space with Applications to Defect and Fracture Mechanics, Kienzler y Herrmann, 2000).

2.2 Elementos de Mecánica Configuracional. Tensores de Eshelby

La teoría de elasticidad clásica construye sus conclusiones respecto de objetos definidos
en la llamada configuración deformada. La controversia que intenta resolver la micromecánica,
asociada a la cual se hallan un conjunto vasto de microelasticidades o de elasticidades en objetos
con microestructuras, es definir un estado anterior no deformado y en consecuencia homogéneo,
que estaría asociado a la llamada configuración material o no deformada.

Esta caracterización del sólido está fundada en la idea de que este, no es completamente
homogéneo en un sentido general, sino que presenta inhomogeneidades localizadas susceptibles
de ser descriptas en términos de ciertas estructuras geométricas llamadas genéricamente defectos.
Sobre estas estructuras se manifiestan físicamente fuerzas configuracionales, las cuales dependen
de la geometría del entorno que contiene al defecto, tal como lo estableciera Eshelby (1951), cuando
calcula la fuerza ejercida sobre una singularidad realizando una tracción superficial.

A esta altura del argumento, es importante recordar que la teoría de defectos asociada al
concepto de inhomogeneidad estuvo asociada a la explicación del fenómeno de fractura. Mura
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(1987) reescribe el problema de Eshelby y construye un tensor de cuarto orden análogo al tensor
elástico clásico, pero ahora definido en el interior de la inclusión, objeto ya definido por Eshelby.
La idea que subyace es que los defectos progresan y finalmente definen una condición general de
fractura del sólido, al decir de Maugin “Las fuerzas configuracionales detectan inhomogeneidades”.

La operación definida por Eshelby en su Gedankenexperiment se denomina “transplante”, la
tesis que prueba Eshelby es que el transplante genera, en el nuevo sólido transplantado, un residuo
deformacional que queda asociado a un defecto, de modo que el tensor energía-impulso del cuerpo
transplantado contiene la singularidad manifestada por la presencia de fuerzas configuracionales.

Aún hoy, los diversos autores utilizan estos tres tipos de fuerzas, a saber: materiales, de in-
homogeneidad y configuracionales como sinónimas, pero distan mucho de serlo. Por ejemplo, las
fuerzas materiales y también las de inhomogeneidad están definidas únicamente en la configura-
ción no deformada, y estas últimas asociadas al total de fuerzas configuracionales que actúa sobre
y entre los defectos, las fuerzas materiales están asociadas a la geometría de la variedad donde
se define el problema elástico y no necesariamente son fuerzas configuracionales.

Por otra parte, las fuerzas volumétricas definidas en la configuración deformada, con existen-
cia física real, a través de una transformación de Piola-Kirchhoff, quedan expresadas como fuerzas
materiales ahora en la configuración no deformada, vinculadas directamente a la divergencia del
primer Piola-Kirchhoff, o del segundo Piola-Kirchhoff, mientras que en la representación no defor-
mada la divergencia del tensor de Eshelby nos da la fuerza de inhomogeneidad representativa de
todas las acciones configuracionales sobre y entre defectos.

Cabría afirmar entonces que la micromecánica y las microelasticidades asociadas surgen co-
mo consecuencia del concepto de inhomogeneidad sostenido este por el tensor de energía-impulso
de Eshelby en la configuración no deformada.

En la configuración deformada y cuando se trata de una inclusión, T. Mura prueba la existen-
cia de un tensor de Esheby de cuarto orden que puede vincularse de manera sencilla con el tensor
de segundo orden de Eshelby tal como se estudiará en el Capítulo 3, en relación con el problema
microelastodinámico. De todas maneras, adelantamos algunos de estos resultados:

Tensores de Eshelby en la configuración no deformada, y en función de los tensores de
Piola-Kirchhoff, primero y segundo (Ogden, 1997; Han y Atluri, 2014) y de los tensores de Cauchy-
Green derecho y de Green-Lagrange.

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑘𝑷𝑘𝐵 ; 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑘(𝑭𝑘𝐶𝑺𝐶𝐵)

𝑲𝐴𝐾 =𝑊𝛿𝐴𝐾 −
{ 𝜕𝑊
𝜕𝑬𝐴𝐾

}
; 𝑲𝐴𝐾 =𝑊𝛿𝐴𝐾 − 2

{ 𝜕𝑊
𝜕𝑪𝐴𝐾

}
Tensor de Eshelby en la configuración deformada, y en función de los tensores de Piola-

Kirchhoff, primero y segundo (Eshelby, 1975; Han y Atluri, 2014)

𝑲𝑖 𝑗 =𝑊𝜹𝑖 𝑗 − 𝝈𝑖𝑘𝑢𝑘,𝑗 ⇒ 𝝈𝑖𝑘 = (𝑊𝜹𝑖 𝑗 − 𝑲𝑖 𝑗)𝑢−1
𝑗,𝑘 (2.13)

𝑲𝑖 𝑗 =𝑊𝜹𝑖 𝑗 − (𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭𝑇𝐴𝑘)𝑢𝑘,𝑗 ; 𝑲𝑖 𝑗 =𝑊𝜹𝑖 𝑗 − (𝐽−1𝑭𝑖𝐴𝑺𝐴𝐵𝑭𝑇𝐵𝑘)𝑢𝑘,𝑗 (2.14)

𝑷𝑖𝐴 = 𝐽(𝑊𝜹𝑖 𝑗 − 𝑲𝑖 𝑗𝑢−1
𝑗 ,𝑘)𝑭−𝑇

𝑘𝐴 ⇒ 𝑺𝐴𝐵 = 𝐽𝑭−1
𝐴𝑖 (𝑊𝜹𝑖 𝑗 − 𝑲𝑖 𝑗𝑢−1

𝑗,𝑘)𝑭−𝑇
𝑘𝐵 (2.15)
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Relaciones entre el tensor elástico de cuarto orden y el tensor de Eshelby en la confi-
guración deformada y no deformada respectivamente:

𝑪𝑖𝑘𝑙𝑚 = (𝑊𝜹𝑖 𝑗 − 𝑲𝑖 𝑗)𝑢−1
𝑗,𝑘𝑢

−1
𝑙,𝑚 ; 𝑪𝑖𝑘𝑙𝑚 = (𝐽−1𝑭−1

𝑖𝐴 (𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑲𝐴𝐵)𝑭𝐵𝑘)𝑢−1
𝑙,𝑚 (2.16)

Relaciones entre los tensores de Eshelby de segundo orden en la configuración no deformada y
deformada

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝛿𝐴𝐵 − 𝑱𝑭𝑇𝐴𝑗 · (𝑊𝜹 𝑗𝑘 · 𝑢−1
𝑘,𝑙 ) · 𝑭−𝑇

𝑙𝐵 + 𝑱𝑭𝑇𝐴𝑗 · (𝑲 𝑗𝑘 · 𝑢−1
𝑘,𝑙 ) · 𝑭−𝑇

𝑙𝐵

Relaciones entre los tensores de cuarto orden elástico y de Eshelby con el tensor de segundo
orden de Eshelby en la configuración no deformada, este último para el interior de una inclusión de
cualquier forma:

𝑪 𝑒
𝑗𝑙𝑚𝑛 = 𝑱−1(𝑭−𝑇

𝑗𝐴 ·𝑊𝛿𝐴𝐵 − 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑙) ⊗ 𝑢−1
𝑛,𝑚

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑙𝑚𝑛 = 𝑱−1(𝑭−𝑇
𝑗𝐴 ·𝑊𝛿𝐴𝐵 − 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑙) ⊗ (𝜺∗𝑛𝑚)−1

𝜺∗𝑛𝑚 : deformaciones residuales (eigenstrain)

En definitiva, la teoría de la uniformidad material y la ausencia de homogeneidad defendi-
da por Epstein y Maugin en términos geométricos (Epstein y Maugin, 1990, 1997) —siguiendo los
primeros trabajos de Noll (1967) y Wang (1968)— produce una caracterización directa de la unifor-
midad en términos de un tensor de tensión material 𝑲𝐴𝐵 llamado tensor de tensiones de Eshelby.
Este es el dual del tensor energía-impulso de primer orden de la configuración de referencia, de la
misma manera que el primer tensor de Piola-Kirchhoff:𝑷𝑖𝐴 es el dual del gradiente de deformación
clásico.

Definimos la densidad de energía en la configuración no deformada𝑊(𝑭;𝑿 ) donde 𝑭 es el
gradiente de deformación con respecto a la configuración no deformada y 𝑿 son las coordenadas
materiales. Removemos la dependencia explícita respecto de𝑿 efectuando un cambio local𝑲(𝑿 )
en la configuración de referencia. Asumiendo que 𝑱 es el det 𝑭 , escribimos𝑊 = 𝑊̄(𝑭 ,𝑿 ) =
𝐽−1𝑊̃(𝑭𝑲(𝑿 )) = 𝑊̂(𝑭 ,𝑲).

𝑷𝑖𝐴 =
𝜕𝑊
𝜕𝑭𝑖𝐴

, 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝛿𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑖𝑷𝑖𝐵 ⇒ 𝒃𝑖𝑛ℎ𝐴 = − 𝜕𝑊̃
𝜕𝑲𝐵

𝑲𝑇
𝐵𝐴

De modo tal que las fuerzas de inhomogeneidad entendidas como suma de fuerzas configuraciona-
les que emanan de todas las inhomogeneidades materiales de un cuerpo se escriben de la forma
siguiente

𝑲𝐴𝐵,𝐵 = −𝒃𝑖𝑛ℎ𝐴

En general son fuerzas configuracionales aquellas que actúan sobre y entre los defectos elásti-
cos como por ejemplo vacíos, grietas, interfases, dislocaciones, disclinaciones e inclusiones, son
fuerzas impulsoras termodinámicas (Maugin y Epstein, 1998; Cleja-Tigoiu y Maugin, 2000).

Las fuerzas configuracionales son entonces energéticamente duales respecto de los cam-
bios de geometría o de forma del sólido.

Seguidamente se muestran las transformaciones entre representaciones de estados tenso-
deformacionales, en un intento de interpretar la acción de las fuerzas configuracionales y de homo-
geneidad que operan en un sólido a escala meso y micromecánica.
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Transformaciones entre representaciones

𝐸1: 𝑷𝑗𝐴,𝐴 = −𝒃0
𝑗

T de Piola

T de Piola
𝐸2: 𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥) = −𝒃 𝑗(®𝑥)

𝐸3: 𝑲𝐴𝐵,𝐵 = −𝒃𝑖𝑛ℎ𝐴
T de Piola

T de Piola
𝐸4: 𝒑𝐴𝑗,𝑗 = −𝒃0

𝐴

P-back P-forward P-back P-forward

Figura 2.2: Transformaciones entre estados tenso-deformacionales en diversas representaciones

Se analizan a continuación las transformaciones asociadas a cada estado de tensión defor-
mación, a partir de lo explicitado en la Figura 2.2.

a) 𝝈𝑗𝑘,𝑘 + 𝜌𝒃 𝑗(®𝑥) = 0 en 𝑅𝑘 ; 𝝈𝑗𝑘 = 𝑱−1𝑷𝑗𝐴 · 𝑭𝑇𝐴𝑘
(𝑱−1𝑷𝑗𝐴 · 𝑭𝑇𝐴𝑘),𝑘 + 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥) = 0 en 𝑅𝑘
𝑷𝑗𝐴 · (𝑱−1𝑭𝑇𝐴𝑘),𝑘︸      ︷︷      ︸

=0

+𝑱−1 𝑷𝑗𝐴,𝑘𝑭𝑇𝐴𝑘︸    ︷︷    ︸
=𝑷𝑗𝐴,𝐴

+𝜌 𝑓𝑗(®𝑥) = 0 en 𝑅𝑘 ⇒

⇒ 𝑷𝑗𝐴,𝐴 + 𝑱𝜌︸︷︷︸
𝜌0

𝑓𝑗(®𝑥) = 0 en 𝑅𝑘 ⇒ 𝑷𝑗𝐴,𝐴 + 𝜌0 𝑓𝑗(®𝑥)︸  ︷︷  ︸
𝑏0
𝑗

= 0 ⇒ 𝑷𝑗𝐴,𝐴 = −𝑏0
𝑗

b) 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭−1
𝐴𝑗 · 𝑷𝑗𝐵 ⇒ 𝑷𝑗𝐵 = 𝑭𝑗𝐴𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵

𝑷𝑗𝐵,𝐵 = (𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)),𝐵 − (𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵),𝐵
𝑷𝑗𝐵,𝐵 = (𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)),𝐵 − (𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵),𝐵
𝑷𝑗𝐵,𝐵 = (𝑭𝑗𝐴(𝑊,𝐵𝜹𝐴𝐵)) + 𝑭𝑗𝐴,𝐵︸︷︷︸

=0

(𝑊𝜹𝐴𝐵) − (𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵),𝐵

𝑲𝐴𝐵,𝐵 = (𝑊,𝐵𝜹𝐴𝐵) − 𝑭−1
𝐴𝑗𝑷𝑗𝐵,𝐵 = −𝒃𝑖𝑛ℎ𝐴 ⇒ 𝑲𝐴𝐵,𝐵 = −𝒃𝑖𝑛ℎ𝐴

c) 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝒑𝐵𝑗 · 𝑭𝑗𝐴 ⇒ 𝒑𝐴𝑗 =𝑊𝜹𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑗 − 𝑲𝐴𝐵𝑭−1

𝐵𝑗

𝑷𝐴𝑗,𝑗 =𝑊, 𝑗𝜹𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑗 +𝑊𝜹𝐴𝐵 𝑭−1

𝐵𝑗,𝑗︸︷︷︸
=0

−𝑲𝐴𝐵 𝑭−1
𝐵𝑗,𝑗︸︷︷︸
=0

−𝑲𝐴𝐵,𝑗𝑭−1
𝐵𝑗

𝑷𝐴𝑗,𝑗 =𝑊, 𝑗𝜹𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑗 − 𝑲𝐴𝐵,𝑗𝑭−1

𝐵𝑗 = −𝒃0
𝐴 ⇒ 𝒑𝐴𝑗,𝑗 = −𝒃0

𝐴

d) 𝒑𝐴𝑗 = 𝑱𝑭𝑇𝐴𝑘 · 𝝈𝑘 𝑗 ; 𝝈𝑘 𝑗 = 𝑱−1𝑭−𝑇
𝑘𝐴 · 𝒑𝐴𝑗

𝝈𝑘 𝑗, 𝑗 = (𝑱−1𝑭−𝑇
𝑘𝐴 ), 𝑗︸       ︷︷       ︸

=0

𝒑𝐴𝑗 + 𝑱−1𝑭−𝑇
𝑘𝐴,𝒑𝐴𝑗,𝑘︸         ︷︷         ︸
=𝒑𝑘 𝑗, 𝑗

= − 𝒑𝑘 𝑗, 𝑗︸︷︷︸
𝑏 𝑗

⇒ 𝝈𝑘 𝑗, 𝑗 = −𝑏 𝑗
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Transformaciones de Piola y operaciones pull-back y push-forward

𝝈𝑖𝑘 = 𝑱−1(𝑷𝑖𝐴 · 𝑭𝑇𝐴𝑘) 𝐸2 ⇌ 𝐸1 𝑷𝑗𝐴 = 𝑱𝝈𝑖 𝑗 · 𝑭−𝑇
𝑗𝐴

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝛿𝐴𝐵 − 𝒑𝐴𝑗𝑭𝑗𝐵 𝐸3 ⇌ 𝐸4 𝒑𝐴𝑗 =𝑊𝛿𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑗 − 𝑲𝐴𝐵𝑭−1

𝐵𝑗

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭−1
𝐴𝑗 · 𝑷𝑗𝐵 𝐸2 ⇌ 𝐸3 𝑷𝑗𝐵 = 𝑭𝑗𝐴𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑗𝐴 · 𝑲𝐴𝐵

𝝈𝑗𝑘 = 𝑱−1𝑭−𝑇
𝑗𝐴 · 𝒑𝐴𝑘 𝐸2 ⇌ 𝐸4 𝒑𝐴𝑗 = 𝑱𝑭𝑇𝐴𝑘 · 𝝈𝑘 𝑗

Caso 1. Cálculo de las fuerzas inhomogéneas

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑗 · 𝑷𝑗𝐴 ∧ 𝑷𝑗𝐴 = 𝑭𝑗𝐵 · 𝑺𝐵𝐴 ⇒ 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑗 · (𝑭𝑗𝐶 · 𝑺𝐶𝐵)
𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑗 · 𝑷𝑗𝐴 ∧ 𝑺𝐶𝐵 = 𝑱 𝑭−1

𝐶𝑗 𝝈𝑗𝑘𝑭
−𝑇
𝑘𝐵 ⇒

⇒ 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑱𝑭𝑇𝐴𝑗(𝑭𝑗𝐶(𝑭−1
𝐶𝑗 𝝈𝑗𝑘𝑭

−𝑇
𝑘𝐵 ))

⇒ 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑱𝑭𝑇𝐴𝑗𝝈𝑗𝑘𝑭
−𝑇
𝑘𝐵 ∧ 𝝈𝑗𝑘 = 𝑱−1(𝑭−𝑇

𝑗𝐴 (𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑲𝐴𝐵)𝑭𝑇𝐵𝑘)
⇒ 𝝈𝑗𝑘,𝑘 = 𝑱−1(𝑭−𝑇

𝑗𝐴 (𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑲𝐴𝐵)𝑭𝑇𝐵𝑘),𝑘
Fuerza de inhomogeneidad expresada en la representación deformada a partir de la representación
no deformada

𝒃 𝑗 = 𝑱−1(𝑭−𝑇
𝑗𝐴 (𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑲𝐴𝐵)𝑭𝑇𝐵𝑘),𝑘

Caso 2. Cálculo de las fuerzas inhomogéneas

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑗 · 𝑷𝑗𝐴 ⇒
⇒ 𝑭−𝑇

𝑗𝐴 𝑲𝐴𝐵 = 𝑭−𝑇
𝑗𝐴𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭−𝑇

𝑗𝐴 𝑭𝑇𝐴𝑗 · 𝑷𝑗𝐴 ⇒ 𝑷𝑗𝐵 = 𝑭−𝑇
𝑗𝐴𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭−𝑇

𝑗𝐴 𝑲𝐴𝐵

𝑷𝑗𝐵,𝐵 = (𝑭−𝑇
𝑗𝐴𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭−𝑇

𝑗𝐴 · 𝑲𝐴𝐵),𝐵
Fuerza de in-homogeneidad expresada en la representación deformada a partir de la representa-
ción no deformada

𝒃0
𝑗 = (𝑭−𝑇

𝑗𝐴𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭−𝑇
𝑗𝐴 𝑲𝐴𝐵),𝐵

Caso 3.
𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝒑𝐴𝑗 · 𝑭𝑗𝐵 ⇒ 𝑲𝐴𝐵,𝐵 = (𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝒑𝐴𝑗 · 𝑭𝑗𝐵),𝐵

Fuerza de inhomogeneidad expresada en la representación no deformada

𝒃𝑖𝑛ℎ𝐴 = (𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝑇𝐴𝑗 · 𝒑 𝑗𝐵),𝐵

Caso 4.

𝒑𝐴𝑗 =𝑊𝜹𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑗 − 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭−1

𝐵𝑗 ⇒ 𝒑𝐴𝑗,𝑗 = (𝑊𝜹𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑗 − 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭−1

𝐵𝑗 ), 𝑗
Fuerza de in-homogeneidad expresada en la representación no deformada a partir de la represen-
tación deformada

𝒃0
𝐴 = (𝑊𝜹𝐴𝐵𝑭−1

𝐵𝑗 − 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭−1
𝐵𝑗 ), 𝑗
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Determinación de la forma de la fuerza de Peach-Koehler sobre defectos o singularidades

Las fuerzas de Peach-Koehler son el primer ejemplo de la existencia de fuerzas configuracio-
nales sobre y entre defectos, vacíos, dislocaciones, disclinaciones, etc., (Peach y Koehler, 1950;
Lubarda, 2019) el nombre de fuerza configuracional lo adopta Nabarro (1983) y posteriormente
Maugin y Trimarco (1992). En general la presencia de fuerzas configuracionales en la representa-
ción deformada va a obtenerse al calcular la divergencia del tensor de Eshelby de segundo orden
tal como se indica en las secciones siguientes.

Caso 1. Calculo de la fuerza de Peach-Koehler de naturaleza configuracional

𝑲𝑖 𝑗 = 𝑤𝛿𝑖 𝑗 − 𝝈𝑖𝑘 · 𝜺𝑘 𝑗 =𝑊𝛿𝑖 𝑗 − (𝑭−1
𝑖𝐴 · 𝛿𝐴𝐵𝑊 − 𝑭−1

𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵) · 𝑭𝑇𝐵𝑘 · 𝜺𝑘 𝑗
𝑲𝑖 𝑗 , 𝑗 = (𝑊𝛿𝑖 𝑗 − (𝑭−1

𝑖𝐴 · 𝛿𝐴𝐵𝑊 − 𝑭−1
𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵) · 𝑭𝑇𝐵𝑘 · 𝜺𝑘 𝑗), 𝑗

Fuerzas de Peach-Koehler configuracionales vistas desde la configuración no deformada
referidas a la configuración deformada

𝑓 𝑃−𝐾𝑖 = (𝑊𝛿𝑖 𝑗 − (𝑭−1
𝑖𝐴 · 𝛿𝐴𝐵𝑊 − 𝑭−1

𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵) · 𝑭𝑇𝐵𝑘 · 𝜺𝑘 𝑗), 𝑗

Caso 2. Calculo de la fuerza de Peach-Koehler de naturaleza configuracional

𝝈𝑖𝑘 = (𝑤𝛿𝑖 𝑗 − 𝑱−1(𝑭𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗)𝜀−1
𝑗𝑘

𝝈𝑖 𝑗 = 𝑱−1𝑭𝑖𝐴 · 𝑺𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗 ; 𝑺𝐴𝐵 = 𝑱𝑭−1
𝐴𝑗 · 𝝈𝑖 𝑗 · 𝑭𝑇𝐵𝑗 ; 𝑲𝑖 𝑗 = 𝑱−1(𝑭𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗)

𝝈𝑖𝑘,𝑘 =
{
(𝑤𝛿𝑖 𝑗 − 𝑱−1(𝑭𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗)𝜀−1

𝑗𝑘

}
,𝑘

Fuerzas de Peach-Koehler configuracionales vistas desde el sistema de referencia deforma-
do

𝑓 𝑃−𝐾𝑖 = (𝑤𝛿𝑖 𝑗 − 𝑱−1(𝑭𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗)𝜀−1
𝑗𝑘 ),𝑘

Otras relaciones del tensor de Eshelby útiles para calcular fuerzas configuracionales en diferentes
representaciones son

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝛿𝐴𝐵 − 𝑪𝐴𝐷 · 𝑺𝐷𝐵 =𝑊𝛿𝐴𝐵 − (𝑭𝑇𝐴𝑗 · 𝒆 𝑗𝑘 · 𝑭𝑘𝐷) · 𝑺𝐷𝐵
𝑪𝐴𝐷 = (1/2)(𝑭𝑇𝐴𝑗 · 𝒆 𝑗𝑘 · 𝑭𝑘𝐷) / 𝒆 𝑗𝑘 – Tensor de Almansi

𝝈𝑖𝑘 = 𝑭−1
𝑖𝐴 · (𝛿𝐴𝐵𝑊 − 𝑲𝐴𝐵) · 𝑭𝑇𝐵𝑘 / 𝑪𝐴𝐷 – Tensor derecho de Green - Lagrange

𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚 = (𝑭−1
𝑖𝐴 · 𝛿𝐴𝐵𝑊 − 𝑭−1

𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵) · 𝑭𝑇𝐵𝑘𝜺−1
𝑙𝑚

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚 = (𝑭−1
𝑖𝐴 · 𝛿𝐴𝐵𝑊 − 𝑭−1

𝑖𝐴 · 𝑲𝐴𝐵) · 𝑭𝑇𝐵𝑘(𝜺∗𝑙𝑚)−1

Tensor de tensiones poroelástico

En la configuración deformada y en función del primer tensor de Piola-Kirchhoff, Ledesma

Juan Carlos Barreto [36]
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(2000) escribe

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 (𝑢) + 𝝈𝑣𝑗𝑘( ¤𝑢) − 𝛼1𝑴 𝑎

𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) (2.17)

𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 = 𝐽−1(𝑭)𝑷𝑗𝐴𝑭𝑇𝐴𝑘 ; 𝝈(𝑣)

𝑗𝑘 = 𝜕𝑡(𝐽−1(𝑭)𝑷𝑣𝑗𝐴𝑭𝑇𝐴𝑘) (2.18)

𝝈(𝑎)
𝑗𝑘 = 𝛼1𝑴 𝑎

𝑗𝑘𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) = 𝐽−1(𝑭)𝑴 𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎𝑭

𝑇
𝐴𝑘 (2.19)

𝝈(𝑤)
𝑗𝑘 = 𝛼2𝑴𝑤

𝑗𝑘𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) = 𝐽−1(𝑭)𝑴𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤𝑭

𝑇
𝐴𝑘 (2.20)

𝑷𝐴𝑗 = 𝐽(𝑭)𝑭−1
𝐴𝑘𝝈

(𝑒)
𝑗𝑘 ; 𝑷(𝑣)

𝐴𝑗 = 𝜕𝑡(𝐽(𝑭)𝑭−1
𝐴𝑘𝝈

(𝑣)
𝑗𝑘 ) (2.21)

Definición de las matrices de poro de agua y de aire respectivamente en función del primer tensor
de Piola-Kirchhoff (Abousleiman et al., 1993; Cheng, 2016).

𝑴 𝑎
𝑖𝑗 = 𝐽−1(𝑭)𝑴 𝑎

𝑗𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑘 ; 𝑴𝑤

𝑖𝑗 = 𝐽−1(𝑭)𝑴𝑤
𝑗𝐴𝑭

𝑇
𝐴𝑘

La dimensionalidad se respeta cuando ambas matrices son mutiplicadas por las constantes de Biot
𝛼1 y 𝛼2.

Tensor de Eshelby poroelástico

En la configuración no deformada realizamos la siguiente justificación, partiendo del balance
de momentum en la configuración material tenemos

𝑷𝑖𝐴,𝐴 + 𝜌0 𝑓𝑖 = 0 (2.22)

𝑃𝑖𝐴 =
𝜕𝑊
𝜕𝑭𝑖𝐴

; 𝑊 = 𝑊̄(𝑭𝑖𝐴 , 𝑋𝐴)
Premultiplicando (2.22) por 𝑭𝑖𝐴

𝑷𝑖𝐴,𝐴 : 𝑭𝑖𝐴 = (𝑷𝑖𝐴 : 𝑭𝑖𝐴),𝐴 − 𝑷𝑖𝐴(𝑭𝑖𝐴,𝐴)𝑇 = (𝑷𝑖𝐴 : 𝑭𝑖𝐴),𝐴 −𝑊,𝐴 − 𝒇 𝑖𝑛ℎ𝐴

Donde

𝑊,𝐴 =
𝜕𝑊̄
𝜕𝑭𝑖𝐴

(𝑭𝑖𝐴)𝑇,𝐴 + 𝜕𝑊̄
𝜕𝑋𝐴

�����
𝑭𝑖𝐴=cte.

𝒇 𝑖𝑛ℎ𝐴 = − 𝜕𝑊
𝜕𝑋𝐴

�����
exp

≡ 𝜕𝑊
𝜕𝑋𝐴

�����
𝑭𝑖𝐴=cte.

𝑲𝐴𝐵,𝐵 + 𝒇 𝑒𝑥𝑡𝐴 + 𝒇 𝑖𝑛ℎ𝐴 = 0 𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝐴𝑖𝑷𝑖𝐴

La fuerza exterior y la fuerza inhomogénea se calculan de la siguiente forma:

𝒇 𝑒𝑥𝑡𝐴 = −𝜌0 𝒇𝑖𝑷𝑖𝐴

𝒇 𝑖𝑛ℎ𝐴 = − 𝜕𝑊
𝜕𝑋𝐴

fuerza configuracional

Sustituyendo en el primer tensor de Piola-Kirchhoff (Ec. 2.7) la expresión del tensor de tensio-
nes efectivo poroelástico (Ec. 2.17) asumiéndolo isótropo, utilizando el tensor de segundo orden de
Eshelby recién definido y sustituyendo en él las expresiones anteriores (Ec. 2.7, 2.17) obtenemos:

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝐴𝑘 · (𝑭𝑘𝐶(·𝑭−1
𝐶𝑗 (𝝈𝑒𝑗𝑙 − 𝛼1𝑝𝑎𝜹 𝑗𝑙 − 𝛼2𝑝𝑤𝜹 𝑗𝑙)𝑭−𝑇

𝑙𝐵 )) (2.23)

𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝜹𝐴𝐵 − 𝑭𝐴𝑘 · (𝑭𝑘𝐶(𝑭−1
𝐶𝑗 𝝈

𝑒
𝑗𝑙𝑭

−𝑇
𝑙𝐵 ))+

+ 𝛼1𝑭𝐴𝑘 · (𝑭𝑘𝐶(𝑭−1
𝐶𝑗 (𝑝𝑎𝜹 𝑗𝑙)𝑭−𝑇

𝑙𝐵 )) + 𝛼2𝑭𝐴𝑘 · (𝑭𝑘𝐶(𝑭−1
𝐶𝑗 (𝑝𝑎𝜹 𝑗𝑙)𝑭−𝑇

𝑙𝐵 )) (2.24)

𝑲𝐴𝐵,𝐵 = 0 ⇐⇒ 𝑓 𝑖𝑛ℎ𝐴 ≡ 0
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La expresión de conservación del tensor de Eshelby en la configuración no deformada está en
Maugin (1993, 2011); Maugin y Rousseau (2015)

Tensor de tensiones poro-viscoelástico en la configuración deformada en función del pri-
mer tensor de Piola Kirchhoff (Bennett, Regueiro y Borja, 2016)

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 (𝑢) + 𝝈(𝑣)

𝑗𝑘 ( ¤𝑢) − 𝛼1𝑴 𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴𝑤

𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) (2.25)

𝝈𝑒𝑗𝑘 = 𝐽−1(𝑭)𝑷𝑗𝐴𝑭𝑇𝐴𝑘 ; 𝝈𝑣𝑗𝑘 = 𝜕𝑡(𝐽−1(𝑭)𝑷(𝑣)
𝑗𝐴 𝑭

𝑇
𝐴𝑘) (2.26)

𝝈(𝑃𝑎)
𝑗𝑘 = 𝛼1𝑴 𝑎

𝑖𝑗𝑝𝑎(𝑥, 𝑡) = 𝐽−1(𝑭)𝑷𝑗𝐴𝑝𝑎𝑭𝑇𝐴𝑘 (2.27)

𝝈(𝑃𝑤)
𝑗𝑘 = 𝛼2𝑴𝑤

𝑖𝑗 𝑝𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝐽−1(𝑭)𝑷𝑗𝐴𝑝𝑤𝑭𝑇𝐴𝑘 (2.28)

𝑷𝐴𝑗 = 𝐽(𝑭)𝑭−1
𝐴𝑘𝝈

(𝑒)
𝑗𝑘 𝑷(𝑣)

𝐴𝑗 = 𝜕𝑡(𝐽(𝑭)𝑭−1
𝐴𝑘𝝈

(𝑣)
𝑗𝑘 ) (2.29)

Tensor de tensiones poro-viscoelástico en la configuración deformada en función del se-
gundo tensor de Piola-Kirchhoff

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 (𝑢) + 𝝈(𝑣)

𝑗𝑘 ( ¤𝑢) − 𝛼1𝑴 𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴𝑤

𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) (2.30)

𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 = 𝐽−1(𝑭)𝑭𝑗𝐴𝑺(𝑣)

𝐴𝐵𝑭
𝑇
𝐵𝑘 ; ¤𝝈(𝑣)

𝑗𝑘 = 𝜕𝑡(𝐽−1(𝑭)𝑭𝑗𝐴𝑺(𝑣)
𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑘) (2.31)

𝝈
(𝑝𝑎)
𝑗𝑘 = 𝐽−1(𝑭)𝑭𝑗𝐴𝑺(𝑣)

𝐴𝐵𝑝𝑎𝑭
𝑇
𝐵𝑘 ; 𝝈

(𝑝𝑤)
𝑗𝑘 = 𝐽−1(𝑭)𝑭𝑗𝐴𝑺(𝑣)

𝐴𝐵𝑝𝑤𝑭
𝑇
𝐵𝑘 (2.32)

𝑺(𝑣)
𝐴𝐵 = 𝐽(𝑭)𝑭−1

𝐴𝑖 𝝈
(𝑒)
𝑖 𝑗 𝑭

−𝑇
𝑗𝐵 ; 𝑺(𝑣)

𝐴𝐵 = 𝜕𝑡(𝐽(𝑭)𝑭−1
𝐴𝑖 ¤𝝈(𝑣)

𝑖 𝑗 𝑭−𝑇
𝑗𝐵 ) (2.33)

Tensor de tensiones poro-viscoelástico en la configuración deformada en función del
tensor de Mandel (Bonet y Wood, Non Linear Continuum Mechanics for Finite Element Analysis,
2008);

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 (𝑢) + 𝝈(𝑣)

𝑗𝑘 ( ¤𝑢) − 𝛼1𝑴 𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴𝑤

𝑖𝑗 𝑝𝑤(𝑥, 𝑡) (2.34)

𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 = 𝐽−1(𝑭)𝑭−𝑇

𝑗𝐴 𝑴𝐴𝐵𝑭𝑇𝐵𝑘 ; ¤𝝈(𝑣)
𝑗𝑘 = 𝜕𝑡(𝐽−1(𝑭)𝑭−𝑇

𝑗𝐴 𝑴 (𝑣)
𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑘) (2.35)

𝝈
(𝑝𝑎)
𝑗𝑘 = 𝛼1𝑴 𝑎

𝑗𝑘𝑝𝑎 ; 𝝈
(𝑝𝑤)
𝑗𝑘 = 𝛼2𝑴 𝑎

𝑗𝑘𝑝𝑎 (2.36)

𝑴𝐴𝐵 = 𝐽(𝑭)𝑭𝑇𝐴𝑗𝝈(𝑒)
𝑗𝑘 𝑭

−𝑇
𝑘𝐵 ; 𝑴 (𝑣)

𝐴𝐵 = 𝜕𝑡(𝐽(𝑭)𝑭𝑇𝐴𝑗 ¤𝝈(𝑣)
𝑗𝑘 𝑭

−𝑇
𝑘𝐵 ) (2.37)

2.3 Elementos de la teoría de espacios funcionales

Las siguientes definiciones enmarcan todos los desarrollos futuros en este trabajo, de modo
que se tornan cruciales al momento de fundamentar muchas de las conclusiones a las que se arri-
ban, en relación con su estructura funcional, y operacional. Sea 𝐶𝑝𝑘 ([𝑎, 𝑏]) ≡ (𝐶𝑘([𝑎, 𝑏]), ‖•‖ ),
donde 𝐶𝑘([𝑎, 𝑏]) es el espacio lineal de las funciones continuas definidas sobre el intervalo cerra-
do [𝑎, 𝑏] ∈ 𝑅 y con recorrido en 𝑘, sobre el cual se constituye el espacio normado, definiendo:

 𝑓 

𝑝 = {∫ 𝑏

𝑎
𝑑𝑥

�� 𝑓 (𝑥)��𝑝}1/𝑝
∀ 𝑓 ∈ 𝐶𝑘([𝑎, 𝑏]) ; ∀𝑝 : 1 ≤ 𝑝 < +∞

Este espacio normado es euclídeo si y solo si 𝑝 = 2. Según el teorema de completitud,
todo espacio normado no completo admite una colección, única salvo isomorfismos en norma, está
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garantizada, por tanto, la existencia de un espacio completo

𝐿𝑝𝑘 ([𝑎, 𝑏]) =
(
𝐶𝑝𝑘 ([𝑎, 𝑏])

)
Definimos los siguientes operadores vectoriales en forma diferencial

Definición de Gradiente de un campo escalar

𝐺(𝜑) : 𝐸 (𝐴 ⊂ 𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖) → 𝐸 (𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖)
𝐺(𝜑) = ∇̂𝜑 = grad(𝜑) = 𝑭𝑘(𝑥𝑘 , 𝑡) ; ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛

Definición de rotacional de un campo vectorial

𝑅(𝑢𝑘) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝑅(𝑢𝑘) = ∇̂ ⊗ 𝑢𝑘 = rot(𝑢𝑘) = (−1)𝑘𝑺𝑘(𝑥𝑘 , 𝑡) ; ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛

Definición de divergencia de un campo vectorial

𝐷(𝑢𝑘) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝐷(𝑢𝑘) = ∇̂ · 𝑢𝑘 = div(𝑢𝑘) = 𝜓(𝑥𝑘 , 𝑡) ; ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛

Definición de divergencia de un campo tensorial

𝐷𝝈𝑗𝑙 : 𝐴 ⊂ 𝑅𝑛×𝑛 ⊗ [0, 𝑡) → 𝑅𝑛×𝑛 ⊗ [0, 𝑡)
𝐷𝝈𝑗𝑙 = div(𝝈𝑗𝑙) = 𝝈𝑗𝑙 ,𝑙 = 𝑭𝑗(𝑥𝑘 , 𝑡) ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛

Definición de segunda divergencia de un campo tensorial

𝐷(𝐷𝝈𝑗𝑙) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛×𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅𝑛×𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝐷(𝐷𝝈𝑗𝑙) = div(div(𝝈𝑗𝑙)) = 𝝈𝑗𝑙 ,𝑙 𝑗 = 𝝌𝑗(𝑥𝑘 , 𝑡) ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛

Definición de laplaciano de un campo escalar

𝐷(𝐺(𝜑)) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝐷(𝐺(𝜑)) = ∇̂(grad(𝜑)) = ∇̂(∇̂𝜑) = ∇̂2𝜑(𝑥𝑘 , 𝑡) = 𝐸(𝑥𝑘 , 𝑡) ; ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛

Definición de laplaciano de un campo vectorial

𝐺(𝐷(𝑢𝑘)) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝐺(𝐷(𝑢𝑘)) = ∇̂(div(𝑢𝑘)) = ∇̂(∇̂𝑢𝑘) = ∇̂2𝑢𝑘(𝑥𝑘 , 𝑡) = 𝑭𝑘(𝑥𝑘 , 𝑡) ; ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛

Definición de laplaciano de un campo tensorial

𝐷(𝐷(𝝈𝑗𝑘)) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛×𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅𝑛×𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝐷(𝐷(𝝈𝑗𝑘)) = ∇̂(∇(𝝈𝑗𝑘)) = ∇̂2𝝈𝑗𝑘(𝑥𝑘 , 𝑡) = 𝒒 𝑗𝑘(𝑥𝑘 , 𝑡) ; ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛
𝑩𝑛𝑚𝝈𝑗𝑘,𝑛𝑚(𝑥𝑘 , 𝑡) = 𝒒 𝑗𝑘(𝑥𝑘 , 𝑡) ; 𝑩𝑛𝑚 ∈ 𝑉𝑛×𝑛

𝑩𝑛𝑚 = 𝑩𝑚𝑛 ; 𝑩𝑛𝑚𝑣𝑛𝑣𝑚 ≥ 𝑎0𝑣𝑛𝑣𝑛 / 𝑣𝑛 ∈ 𝑆(𝑞)
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Pertenencia de funciones vectoriales y tensoriales

𝑢𝑘 , 𝑺𝑘 ∈ 𝐶𝑛0 (𝑅𝑛𝜏 ) ; 𝝈𝑗𝑘 ∈ 𝐶𝑛0 (𝑅𝑛×𝑛𝜏 ) ; 𝜑,𝜓, 𝜒 ∈ 𝐶𝑛0 (𝑅𝜏)
𝑢𝑘 , 𝑺𝑘 , 𝝈𝑗𝑘 , 𝒒 𝑗𝑘 , 𝜑,𝜓, 𝜒 ∈ 𝐸(𝑞, ‖·‖ )

Definición de operador hiperbólico (Ecuación de onda)

𝐻(𝜑) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝐻(𝜑) = 𝜌(𝑥𝑘 , 𝑡) ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛 ; 𝜌 ∈ 𝐿2(𝑅𝜏)
𝐻(𝜑) ≡ 𝜕2

𝑡 𝜑(𝑥𝑘 , 𝑡) − 𝑎2∇2𝜑(𝑥𝑘 , 𝑡) ; 𝑎 ∈ 𝑅+
0

Definición de operador parabólico (Ecuación de difusión)

𝐻(𝜑) : 𝐸(𝐴 ⊂ 𝑅𝑛 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ ) → 𝐸(𝑅 ⊗ [0, 𝑡), ‖∗‖ )
𝐻(𝜑) = 𝜌(𝑥𝑘 , 𝑡) ∀𝑘 = 1 . . . 𝑛 ; 𝜌 ∈ 𝐿2(𝑅𝜏)
𝐻(𝜑) ≡ 𝜕𝑡𝜑(𝑥𝑘 , 𝑡) − 𝑎2∇2𝜑(𝑥𝑘 , 𝑡) ; 𝑎 ∈ 𝑅+

0

Se escriben a continuación, diversos sistemas elastodinámicos, acoplado a campos esca-
lares y o vectoriales, los cuales se analizarán en las diferentes aproximaciones teóricas, a ser
desarrolladas en los capítulos siguientes de esta tesis

2.4 Formulación del problema elastodinámico en las diferentes representaciones

El siguiente cuadro muestra de manera análoga al de la Figura 2.2 las relaciones dinámicas
que se establecen entre las diferentes representaciones de estados tensionales.

𝜌0𝜕2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝐴 , 𝑡) − 𝑷𝑗𝐴,𝐴(𝑋𝐴 , 𝑡) = −𝒃0

𝑗

T de Piola

T de Piola

T de Piola

T de Piola

P-back P-forward P-back P-forward

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝒃 𝑗(®𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡𝑃𝐴(𝑋𝐴 , 𝑡) − 𝑲𝐴𝐵,𝐵(𝑋𝐴 , 𝑡) = −𝑩𝐴 𝜌0𝜕2
𝑡 𝑋𝐴(𝑥 𝑗 , 𝑡) − 𝒑𝐴𝑗,𝑗(𝑥 𝑗 , 𝑡) = −𝒃0

𝐴

Figura 2.3: Representaciones elastodinámicas, para diferentes estados de tensión-deformación.

Tres de estas representaciones serán estudiadas en esta tesis, a saber: la representación
elastodinámica clásica en la representación deformada, la elastodinámica en la formulación lagran-
giana en la representación material y se hará un breve recorrido teórico sobre la elastodinámica
inhomogénea en la representación no deformada en términos del tensor de Eshelby de segundo
orden expresado también en esta misma configuración, introduciendo el concepto de pseudomo-
mentum como lo hace Maugin (1993, cap. 4, pág. 88). Finalmente se debe agregar que, en los
capítulos subsiguientes actúan como fuerzas exteriores las inclusiones o defectos del material que
van a poder expresarse a través de transformaciones de Piola u operaciones pull-back push-forward
en las distintas representaciones.
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2.4.1 Formulación de los problemas: elastodinámico y viscoelastodinámico clásicos

Un problema elastodinámico y/o visco-elastodinamico lineal queda definido por la geometría
del sólido, las propiedades de dicho material, ciertas fuerzas actuantes y unas dadas condiciones
de contorno que imponen restricciones al movimiento de cuerpo. A partir de esos elementos es
posible encontrar un campo de desplazamientos y un campo de tensiones en el sólido, con los
cuales es posible describir y estimar la respuesta activa del medio ante acciones externas, para
el caso micromecánico, las fuerzas actuantes serán llamadas configuracionales o microestructura-
les, según nos situemos en la teoría de Eshelby-Mura, Mindlin-Aifantis, o Eringen-Nemat- Nasser,
respectivamente

Condiciones geométricas Leyes constitutivas o de comportamiento para el caso elástico y
viscoelástico

𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = (1/2)(𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑘,𝑗(®𝑥, 𝑡)) (2.38)

¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = (1/2)( ¤𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) + ¤𝑢𝑘,𝑗(®𝑥, 𝑡)) (2.39)

𝝈𝑒𝑗𝑘(𝑢) = 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) ; 𝝈𝑣𝑗𝑘(𝑢) = 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) (2.40)

𝝈𝑡𝑗𝑘(𝑢) = 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) (2.41)

Para el caso no lineal geométrico tendremos:

𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = (1/2)(𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑘,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑗,𝑛(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡)) (2.42)

¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = (1/2)( ¤𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) + ¤𝑢𝑘,𝑗(®𝑥, 𝑡) + ¤𝑢𝑗 ,𝑛(®𝑥, 𝑡) ¤𝑢𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡)) (2.43)

𝝈𝑡𝑗𝑘 = 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑛,𝑙(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡) ¤𝑢𝑛,𝑙(®𝑥, 𝑡)

(2.44)

A partir de la densidad de lagrangiano siguiente y del principio demínima acción (Kienzler y Herrmann,
2004; Joly, 2008) (Ver Apéndice C)

ℒ(𝑢𝑗 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗,𝑘 , ¤𝑢𝑗 ,𝑘) = (1/2)𝝆 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)−
− (1/2) ¤𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝝆𝑢𝑗 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) (2.45)

Obtenemos la ecuación de movimiento visco-elastodinámica, con condiciones de contorno de Neu-
mann, mixtas y de Robin respectivamente

𝝆𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝝆 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (2.46)

Condiciones iniciales

𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))2 (2.47)

Condiciones de Neumann

(−𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ 𝑳2(𝜕Γ1) (2.48)

(−𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ2

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ 𝑳2(𝜕Γ2) (2.49)
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Condiciones de borde mixtas

(−𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ 𝑳2(𝜕Γ1) (2.50)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢𝑏𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑢𝑏𝑗 ∈ 𝑳2(𝜕Γ2) (2.51)

Condiciones de borde de Robin

(−𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

+ 𝑘1𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

(2.52)

(−𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ2

+ 𝑘2𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝒕𝑏𝑗

���
𝜕Γ2

(2.53)

𝒕𝑏𝑗 ∈ 𝑳2(𝜕Γ2) ; 𝒕 𝑎𝑗 ∈ 𝑳2(𝜕Γ1) ; 𝑘1,2 ∈ 𝑅+
0 (2.54)

Condiciones sobre las matrices y funciones

𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚 , 𝑪
𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ∈ 𝑉3×3×3×3 ; 𝝆 𝑗𝑙 ∈ 𝑉3×3 ; 𝑓𝑘 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 (2.55)

𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝑪𝑘 𝑗𝑙𝑚 = 𝑪 𝑗𝑘𝑚𝑙 = 𝑪𝑙𝑚𝑗𝑘 ; 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝑪𝑣

𝑘 𝑗𝑙𝑚 = 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑚𝑙 = 𝑪𝑣

𝑙𝑚𝑗𝑘 (2.56)

𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣 𝑗𝑘𝑣𝑙𝑚 > 𝑎0𝑣 𝑗𝑘𝑣 𝑗𝑘 ; 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑣 𝑗𝑘 ¤𝑣𝑙𝑚 > 𝑏0 ¤𝑣 𝑗𝑘 ¤𝑣 𝑗𝑘 ; 𝑎0, 𝑏0 ∈ 𝑅+

0 (2.57)

𝑣 𝑗𝑘 ∈ 𝐹1(𝐶𝑒) ; ¤𝑣 𝑗𝑘 ∈ 𝐹2(𝐶𝑣)

2.4.2 Planteo de la solución del sistema

Si el sistema es homogéneo: 𝝆 𝑗𝑙𝜹𝑙 𝑗 = 𝜌 se obtiene la clásica ecuación de Navier-Cauchy.
Las soluciones se construyen utilizando el tercer teorema de Green y la identidad de Somigliana.
Este es el tipo de modelo formal que utilizaremos sistemáticamente, ayudados por las distintas
ecuaciones constitutivas. En la configuración no deformada y en la representación lagrangiana, la
ecuación de ondas elásticas se escribe (Maugin, 1993, 1995, 2011):

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥𝑖(𝑥𝑖(𝑋𝐴 , 𝑡), 𝑡) − 𝑷𝑖𝐴,𝐴(𝑋𝐴 , 𝑭𝑖𝐴) = 0 en 𝑅𝑘 (2.58)

Expresando el primer tensor de Piola Kirchhoff, en función del tensor de Eshelby

⇒ 𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 𝑡) − (𝐽𝝈𝑖 𝑗𝑭−𝑇

𝑗𝐴 ),𝐴 = 0 ⇒
⇒ 𝜌0𝜕

2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 𝑡) − (𝑊𝜹 𝑗𝑘𝑭−1

𝑘𝐴),𝐴 + (𝑲 𝑗𝑘𝑭−1
𝑘𝐴),𝐴 = 0

Entonces, en la representación lagrangiana, la ecuación de movimiento para perturbaciones elás-
ticas en términos de los tensores de Eshelby en las configuraciones deformada y no deformada se
escriben

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 𝑡) − (𝑊𝜹 𝑗𝑘𝑭−1

𝑘𝐴),𝐴 = − (𝑲 𝑗𝑘𝑭−1
𝑘𝐴),𝐴︸       ︷︷       ︸

Fuerza configuracional

(2.59)

Utilizando el segundo tensor de Piola-Kirchhoff obtenemos

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 𝑡) − (𝑭𝑗𝐴𝑊𝜹𝐴𝐵),𝐵 = − (𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵),𝐵︸       ︷︷       ︸

Fuerza configuracional

(2.60)

Haciendo:
(𝑊𝜹𝑖𝑘𝑭−1

𝑘𝐴),𝐴 = (𝑭𝑛𝐴𝑥 𝑗 ,𝑛),𝐴
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Donde se utilizado la identidad de Laplace-Beltrami, para construir el análogo del laplaciano clásico
isotrópico.

Tenemos, con el tensor Eshelby en la configuración deformada, el siguiente problema de
valores iniciales y de borde, donde se ha impuesto una condición de Neumann en la interface
inclusión matriz y otra del mismo tipo en la superficie limitadora de la matriz:

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 𝑡) − (𝑭𝑘𝐴𝑥 𝑗,𝑘),𝐴 = (𝑲 𝑗𝑘𝑭−1

𝑘𝐴),𝐴 en 𝑅𝑘 (2.61)

𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 0) = 𝑥0
𝑗 / 𝑥0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑥 𝑗(𝑋𝑗 , 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (2.62)

− 𝑭𝑘𝐴𝑥 𝑗,𝑘 𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑲 𝑗𝑘𝑭−1
𝑘𝐴𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

; 𝜌𝑜 ∈ 𝑅+
0 (2.63)

− 𝑭𝑘𝐴𝑥 𝑗,𝑘 𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑀

= −𝒕 𝑎𝑗
���
𝜕Γ𝑀

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ𝑀))2 (2.64)

Pre-multiplicando (2.58) por el tensor 𝑭𝐴𝑖 : (Ver Ap. 3)

𝜌0𝜕
2
𝑡𝑋𝐴 −𝑊𝜹𝐴𝐵,𝐵 + 𝑭𝐴𝑘 · (𝑭𝑘𝐶(𝐽 · 𝑭−1

𝐶𝑗 𝝈
𝑒
𝑗𝑙𝑭

−𝑇
𝑙𝐵 )),𝐵 = −𝑏 𝑖𝑛ℎ𝐴 en 𝑅𝑘 (2.65)

𝑋𝐴(®𝑥, 0) = 𝑋0
𝐴 / 𝑋0

𝐴 ∈ (𝐻1
0(𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑋𝐴(®𝑥, 0) = ¤𝑋0

𝐴 / ¤𝑋0
𝐴 ∈ (𝐿2(𝐷𝑘))3 (2.66)

𝑊𝜹𝐴𝐵𝑛̂𝐵 + 𝑭𝐴𝑘 · (𝑭𝑘𝐶(𝐽 · 𝑭−1
𝐶𝑗 𝝈

𝑒 𝑓
𝑗𝑙 𝑭

−𝑇
𝑙𝐵 ))𝑛̂𝐵

���
𝜕Γ1

= 𝑇 𝑖𝑛𝑡𝐴

���
𝜕Γ1

; 𝜌0 ∈ 𝑅+
0 (2.67)

𝑋𝐴

���
𝜕Γ2

= 0 ; 𝑇 𝑖𝑛𝑡𝐴 ∈ (𝐿2(𝜕Γ1))3 ; 𝑏 𝑖𝑛ℎ𝐴 ∈ (𝐿2(𝜕Γ1))3 (2.68)

El problema de condiciones iniciales y de borde para el caso elastodinámico general con con-
diciones de contorno mixtas utilizando el teorema de Helmholtz 𝑢𝑙 ,𝑚𝑘 → 𝑢𝑙,𝑚𝑘−𝜺𝑙𝑝𝑞(𝜺𝑘𝑞𝑟𝑢𝑚,𝑟𝑝)
nos permitirá escribir el tensor de tensiones de la siguiente forma

𝝈𝑖 𝑗 = 𝑪(𝑒)
𝑖 𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙 ,𝑘 − 𝑪(𝑒)

𝑖 𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑛𝑝(𝜺𝑘𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞)) (2.69)

De modo que la ecuación elastodinámica será

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙 ,𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑛𝑝(𝜺𝑘𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))), 𝑗 = 𝜌 𝑓𝑖(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (2.70)

Las condiciones iniciales se escriben

𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) = 𝑢0
𝑖 / 𝑢0

𝑖 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (2.71)

𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) = 𝑤0
1𝑖/ ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (2.72)

Las condiciones de borde se establecen sobre la superficie 𝜕𝑀 = 𝜕Γ1 ∪ 𝜕Γ2

− (𝑪(𝑒)
𝑖 𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙 ,𝑘 − 𝑪(𝑒)

𝑖 𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑛𝑝(𝜺𝑘𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞)))𝑛̂ 𝑗 =
= 𝒕 𝑎𝑗 − 𝜺𝑗𝑛𝑝𝑢

𝑎
𝑛,𝑝(®𝑥, 𝑡)

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 , 𝑢𝑎𝑛,𝑝 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2
(2.73)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢1
𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑢1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ2))2 (2.74)

𝑓𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ; 𝜌 ∈ 𝑅+
0
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Para el problema visco-elastodinámico tendremos

𝝈 𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑚𝑛𝑝(𝜺𝑙𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡)))+
+ 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑚𝑛𝑝(𝜺𝑙𝑛𝑞 ¤𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))) =

= 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝝋𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝝋𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)
(2.75)

𝝋𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) = 𝜺𝑘𝑛𝑝(𝜺𝑙𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡)) ; ¤𝝋𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) = 𝜺𝑚𝑛𝑝(𝜺𝑙𝑛𝑞 ¤𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))

El nuevo problema generalizado visco-elastodinámico se escribirá así:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚(𝜺𝑚𝑛𝑝(𝜺𝑙𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))),𝑘 + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚(𝜺𝑚𝑛𝑝(𝜺𝑙𝑛𝑞 ¤𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))),𝑘 =
= 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (2.76)

Las condiciones iniciales se escriben

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (2.77)

𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0
1𝑗 / 𝑤0

1𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (2.78)

Las condiciones de borde mixtas serán:

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

− 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺𝑙𝑛𝑝(𝜺𝑚𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

−
− 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺𝑙𝑛𝑝(𝜺𝑚𝑛𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

= (𝒕 𝑎𝑗 − 𝜺𝑗𝑛𝑝𝑢
𝑎
𝑛,𝑝(®𝑥, 𝑡) − 𝜺𝑗𝑛𝑝 ¤𝑢𝑎𝑛,𝑝(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ1
(2.79)

𝒕 𝑎𝑗 , 𝑢
𝑎
𝑛,𝑝 , ¤𝑢𝑎𝑛,𝑝 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢−1
𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑢−1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 ; 𝑓𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ; 𝜌 ∈ 𝑅+

0 (2.80)

El problema de Cauchy y de condiciones de borde para el problema elastodinámico asociado
a la interacción entre una inclusión embebida en una matriz, cuando suponemos que existe una
tensión configuracional aplicada en la interface inclusión-matriz será:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = (𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1
𝐵𝑘 )),𝑘−

− (𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 )),𝑘 en 𝑅𝑘

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= (𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1
𝐵𝑘 ))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

−

− (𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 ))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡)

���
𝜕Γ𝑀

= 𝒕 𝑗
���
𝜕Γ𝑀

/ 𝒕 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ𝑀))2

𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚 ∈ 𝑉3×3×3×3 ; 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝑪 𝑒
𝑘 𝑗𝑙𝑚 = 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑚𝑙 = 𝑪 𝑒
𝑙𝑚𝑗𝑘

𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑢𝑗,𝑘 > 𝑎0𝑢𝑗 ,𝑘𝑢𝑗,𝑘 ; 𝑎0 ∈ 𝑅+

0 ; 𝑢𝑗 ,𝑘 ∈ 𝐹(𝑪 𝑒)
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2.5 Prueba de unicidad

En particular consideramos un tipo de problema elastodinámico restringido, de desplaza-
miento puro, este hecho no limita los resultados que se obtendrán a continuación. Para probar
unicidad suponemos la existencia de dos campos que satisfacen idénticas condiciones iniciales y
de borde, aunque suponemos inicialmente que se trata de dos distribuciones de desplazamiento
distintas, esta contradicción solo podrá salvarse si es posible probar finalmente que:

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) (2.81)

Los campos:
𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ; 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)

satisfacen el siguiente problema de condiciones iniciales y de borde (2.39), haciendo, 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 = 0,

tenemos:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (2.82)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (2.83)

𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0
1𝑗 / 𝑤0

1𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (2.84)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (2.85)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢1
𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑢1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ2))2 ; 𝑓𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 (2.86)

Para 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)
𝜌𝜕2

𝑡 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡)(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (2.87)

𝑣 𝑗(®𝑥, 0) = 𝑣0
𝑗 / 𝑣0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘)) (2.88)

𝜕𝑡𝑣 𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0
2𝑗 / 𝑤0

2𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘)) (2.89)

− 𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (2.90)

𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑣1
𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑣1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ2))2 (2.91)

Multiplicando (2.66) por 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) y (2.72) por 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

𝜌𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) (2.92)

𝜌𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2
𝑡 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) (2.93)

Restando (2.92) de (2.93) e integrando tendremos

𝜌

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2

𝑡 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘

}}
=

= 𝜌

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2

𝑡 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))

}
+
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+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥

{
𝜺𝑘 𝑗𝑙𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑪 𝑒

𝑚𝑛𝑝𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))−

−𝜺𝑘 𝑗𝑙𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑪 𝑒
𝑚𝑛𝑝𝑞𝑣𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡)),𝑘

}}
⇒

⇒ 𝜌

∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑣 𝑗(®𝑥, 0)𝑣 𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0))+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘)

}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∯
𝜕Γ
𝑑𝑆

{
𝜺𝑘 𝑗𝑙𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑪 𝑒

𝑚𝑛𝑙𝑞𝑢𝑙,𝑞(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘−

−𝜺𝑘 𝑗𝑙𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑪 𝑒
𝑚𝑛𝑝𝑞𝑣𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

}}
Sin pérdida de generalidad, dado que no existe derivada oblicua, es decir, no puede expresarse de
la siguiente forma 𝑛̂𝑖 = 𝜺𝑖 𝑗𝑘 𝒃̂ 𝑗𝒕𝑘 , pues 𝒃̂ 𝑗 es cero.∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∯
𝜕Γ
𝑑𝑆

{
𝜺𝑘 𝑗𝑙𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑪 𝑒

𝑚𝑛𝑝𝑞𝑢𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘−

−𝜺𝑘 𝑗𝑙𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑪 𝑒
𝑚𝑛𝑝𝑞𝑣𝑝,𝑞(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

}}
= 0

Además, debido a que ambos campos satisfacen las mismas condiciones iniciales y de borde final-
mente tenemos:∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘−

−𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))
}
,𝑘

}
= 0 ⇐⇒ 𝑢𝑗 = 𝑣 𝑗

Para el caso visco-elastodinámico puro la prueba de unicidad idéntica al caso anterior, es
decir se proponen dos campos de desplazamientos, que satisfacen iguales condiciones iniciales y
de borde, aunque, ellos mismos se suponen distintos. (2.81),

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (2.94)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

1𝑗 / 𝑤0
1𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (2.95)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

− 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗 / 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (2.96)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢1
𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑢1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ2))2 (2.97)

Se escribe un problema análogo para 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) y se procede análogamente respecto del problema
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anterior, obteniéndose entonces

𝜌

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2

𝑡 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘−

−𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘
}}

=

= 𝜌

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑣 𝑗(®𝑥, 0) − 𝑣 𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘−

−𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘
}}

=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∯
𝜕Γ
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘−

−𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑣𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
}}

Nuevamente llegamos a la condición:∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘−

−𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑣𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘
}}

= 0

Que solo es cierta si y solo si 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) ∧ ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) = ¤𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) Se prueba de esta
manera la unicidad de las soluciones asociadas al problema viscoelástico sin derivada oblicua. Se
han utilizado las siguientes identidades:

−
∭

𝑉
𝑑3𝑥 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘 =
∭

𝑉
𝑑3𝑥 𝑣 𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)−

−
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

Tercera identidad de Green:

−
∭

𝑉
𝑑3𝑥 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘 =

=
∭

𝑉
𝑑3𝑥 (𝜺𝑖 𝑗𝑘(𝑪𝑘𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛)) · (𝜺𝑖 𝑗𝑘(𝑪𝑘𝑙𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛)) + 𝑢𝑖 , 𝑗𝑪𝑖 𝑗𝑘𝑙(𝑪𝑘𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛)∭

𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡))) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)))) =

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝜺𝑝 𝑗𝑛𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑛𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)) − 𝜺𝑝 𝑗𝑛𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝜺𝑛𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑝
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Para el caso del solido elástico homogéneo e isótropo tendremos las conocidas ecuacio-
nes de Navier-Lamé, y el problema siguiente de condiciones iniciales y de borde será (Chandra-
sekharaiah y Debnath; Continuum Mechanics, 1994), (Eringen y Şuhubi, Elastodynamics, 1975),
(Hetnarski y Ignaczak, The Mathematical Theory of Elasticity, 2013).

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜇𝑢𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)(𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (2.98)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (2.99)

(−𝜇𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)(𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (2.100)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢1
𝑗 / 𝑢1

𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ2))2 ; 𝜌, 𝜇,𝜆 ∈ 𝑅+
0 ; 𝑓𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 (2.101)

Para el caso del solido viscoelástico como cuerpo de Voight, homogéneo e isótropo tendre-
mos, el problema siguiente: (Chandrasekharaiah y Debnath; Continuum Mechanics, 1994), (Brown
et al., Analysis of models for viscoelastic wave propagation, 2018).

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜇𝑢𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)(𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗−
− 𝜇 ¤𝑢𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)( ¤𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘

(2.102)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (2.103)

(−𝜇𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)(𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

+
+ (−𝜇 ¤𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)( ¤𝑢𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2
(2.104)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢1
𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑢1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ2))2 ; 𝜌, 𝜇,𝜆, 𝜇,𝜆 ∈ 𝑅+

0 (2.105)

Para esta situación volvemos a utilizar la estrategia de formar con dos soluciones, que veri-
fican idénticas condiciones iniciales y de borde la siguiente identidad

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2
𝑡 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2

𝑡 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝜇(𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑣 𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡))+
+ (𝜇 + 𝜆)(𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡)), 𝑗) = 0 (2.106)

Probamos unicidad en la misma forma que en las páginas precedentes∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑣 𝑗(𝑥, 0) − 𝑢𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑣 𝑗(𝑥, 0))+

+ 𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡′)𝑢𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡′)𝑣 𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡′))

}
+

+ (𝜇 + 𝜆)
∫ 𝑡′

0

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡′)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡′)), 𝑗 − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡′)), 𝑗)

}
=

=
∭

𝑉
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑣(𝑥, 0) − 𝑢𝑗(®𝑥, 0)𝜕𝑡𝑣(𝑥, 0))+

+ 𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡′)𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡′)𝑣 𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡′))𝑛̂𝑘

}
+

+ (𝜇 + 𝜆)
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡′)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡′)) − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡′))𝑛 𝑗)

}
(2.107)
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Como 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) y 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) satisfacen iguales condiciones de borde e iniciales se tiene que:

𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡′)𝑢𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡′)𝑣 𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡′))

}
+

+ (𝜇 + 𝜆)
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡′)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡′)), 𝑗 − 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑢𝑝,𝑝(®𝑥, 𝑡′)), 𝑗)

}
= 0

Que solo se cumple si y solo si:
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

Los problemas de existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones asociadas a problemas elas-
todinámicos, han sido tratados extensamente en Andrianov et al. (2021); Bloom (1981); Hetnarski
y Ignaczak (2013) y Knops y Payne (1971). En algunos casos la prueba consiste en construir un
funcional de energía que se asume convexo, y que para 𝐸

��
𝑡=0 = 0, de donde se sigue la unicidad.

Utilizando la primera desigualdad de Körn como se expresa en Oleinik et al. (1992), se prueban
condiciones de estabilidad, local y asintótica de las soluciones.

Las soluciones 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) son funciones vectoriales coercivas que verifican la siguiente expre-
sión

𝑢𝑖(𝑥𝑖 , 𝑡)𝑥𝑖
‖𝑥𝑖‖𝐻 → +∞ si ‖𝑥𝑖‖ → ∞

El operador elastodinámicoℒ es autoadjunto y verifica〈
ℒ𝑢𝑖 , 𝑢𝑖

〉 ≥ 𝑐 ‖𝑢𝑖‖2
𝐻〈

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑖 − 𝑪𝑖 𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 𝑗 , 𝑢𝑖

〉 ≥ 𝑐 ‖𝑢𝑖‖2
𝐻〈

𝝈𝑖 𝑗𝑢𝑗,𝑘 , 𝑢𝑘,𝑖
〉 ≥ 𝑐1



𝑢𝑗 ,𝑘

2〈
𝑴 𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑖 , 𝑝𝑎,𝑗

〉 ≥ 𝑐2


𝑝𝑎,𝑖

2

𝑐, 𝑐1, 𝑐2 ∈ 𝑅+
0
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CAPÍTULO 3

Formulación del problema microelastodinámico

«...Para que su horror sea perfecto, César, acosado al pie de una estatua por
los impacientes puñales de sus amigos, descubre entre las caras y los aceros
la de Marco Junio Bruto, su protegido, acaso su hijo, y ya no se defiende y
exclama: “¡Tú también, hijo mío!”...»

La Trama, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

Se formulan modelos microelastodinámicos y se construyen las soluciones semianalíticas en la
forma de sistemas de ecuaciones integrales cuasilineales. Se describe e interpreta el problema de
Eshelby, como dispositivo de anclaje de la teoría subsecuente.

• Describir detalladamente el problema de Eshelby y sus implicancias micromecánicas.

• Formular rigurosamente el problema dinámico de Eshelby, al que definimos como Modelo
Microelastodinámico.

• Construir soluciones semianalíticas, y sus condiciones de validez, asociadas al problema
microelastodinámico.

3.1 Consideraciones previas respecto del marco teórico a desarrollar

En el marco teórico que desarrollamos asumimos la validez de la teoría de Mindlin-Aifantis,
también llamada de segundo gradiente (Coussy, 2004; Sciarra et al., 2007; Aifantis, 1994) aplicada
a un medio poroso según el modelo u-p de Biot, donde u es el campo de desplazamientos en el
esqueleto sólido y p son los campos de presiones de poro de agua y aire respectivamente, por
lo expuesto es válida también la hipótesis de existencia de un tensor efectivo que generaliza el
tensor de Cauchy. Suponemos inicialmente un sistema isotérmico, en las cercanías del equilibrio
termodinámico, es válido además el principio de mezclas enunciado por A. Eringen.

Al esqueleto solido lo suponemos elástico o en general viscoelástico, para el caso elasto-
plástico, se distinguen dos teorías que difieren conceptualmente en el enfoque que debe dársele a
las variables internas. Por una parte, en el marco de la teoría de mezclas se asume que la inelas-
ticidad está restringida al esqueleto solido (Borja y Alarcón, 1995; Borja et al., 1998; Bennett et al.,
2016), mientras que, siguiendo la teoría de medios porosos continuos de Coussy (2010), las fases
porosas experimentan también efectos irreversibles como ser cambios en la porosidad (Coussy,
2004; Mroginski, 2013). Las ecuaciones de evolución de los campos de presiones de poro se ob-
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tienen por aplicación de la ley de Darcy y el principio de conservación de la masa, lo cual termina
acoplando el campo de presiones de poro y el campo de desplazamientos.

En el esqueleto sólido se resuelve el problema de Eshelby en el sentido de determinar la
estructura de una inclusión, de modo que, desde este marco teórico, se utiliza el término inclusión
asociándolo al de microestructura y por ende definido en términos de fuerzas configuracionales
expresadas en la configuración deformada.

El sistema obtenido por aplicación de las ecuaciones de conservación balance es de carác-
ter hiperbólico-parabólico, termodinámicamente consistente, validando la desigualdad de Clausius-
Duhem.

Se formulan los problemas de: valores iniciales (Problema de Cauchy) y de contorno, en
este caso de tipo Neumann, y mixto, en este sentido el problema se dice bien puesto (Well-posed)
en el sentido de Hadamard, se prueban condiciones de existencia, unicidad y estabilidad de las
soluciones fuertes o clásicas en espacios de Hilbert, o más generalmente en espacios de Sobo-
lev adecuadamente definidos. Se persigue, por aplicación de los teoremas de representación de
Green-Lagrange la obtención de soluciones fuertes o clásicas que, en general vendrán definidas
en la forma de un sistema de ecuaciones integrales acopladas a las cuales denominamos Repre-
sentaciones Integrales de las Soluciones.

Para la construcción de las Representaciones Integrales de las soluciones, se utiliza la técni-
ca de las funciones de Green, calculando para cada clase de operador un tipo de función de Green
consistente con la naturaleza de la función sobre la que actúa el operador, así entonces habrá
una función de Green de carácter tensorial asociada al campo de desplazamiento, y, funciones
de Green escalares asociadas a los campos de presión de poro de agua y aire. Se construye la
siguiente forma asociada al problema de Neumann (Problema de Mandel en Geomecánica).∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥′ (𝑔𝑗𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝚺𝑢𝑘(®𝑥′, 𝑡′) − 𝑢𝑘(®𝑥′, 𝑡′)𝚺𝑔𝑘 𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′))

}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥′ (𝑔𝑗𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) 𝑓𝑘(®𝑥′, 𝑡′, 𝑢)−

−𝑢(®𝑥′, 𝑡′)𝜹 𝑗𝑘(𝜹(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) − 1/𝑉))
}

Donde los operadores 𝚺, son auto-adjuntos, acotados y uniformemente continuos, sus es-
pectros son completos y forman una base del espacio de Hilbert respectivo.

Utilizando el teorema de la divergencia en la expresión anterior se llega a la representación
integral mencionada precedentemente. Respecto de los operadores parabólicos de porosidades el
problema se formula de manera idéntica.

Respecto de la función de Green, esta aparece asociada a un problema Backward, y, en ese
sentido es un problema mal puesto (Ill - posed) que debe simetrizarse previamente.

Para la formulación débil se definen distribuciones 𝑣 y𝜓, 𝜑 asociadas a los campos de des-
plazamientos y porosidades respectivamente, todo lo cual conduce a la construcción de elementos
finitos mixtos.

Junto con los campos de desplazamiento se introducen formas análogas para los campos de
presión de poro de agua y aire Se construye la siguiente forma asociada al problema de Neumann
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(Problema de Mandel en Geomecánica)∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥′

(
𝑔𝛼(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝚵𝑝𝛼(®𝑥′, 𝑡′) − 𝑝𝛼(®𝑥′, 𝑡′)𝚵𝑔𝛼(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′))} =

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥′ (𝑔𝛼(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) 𝑓 (𝑡′, 𝑝𝛼)+

+(−𝜹𝛼(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) − 1/𝑉)𝑝𝛼(®𝑥′, 𝑡′))
}

El problema de Neumann, en general no tiene solución única de manera que se añade una
condición de resolubilidad quedando así rigurosamente formulado, esta básicamente consiste en
construir una solución constante que se asume como un promedio de la solución completa∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 𝐶𝑒𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘

}
= −

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥′ 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 𝒕0

𝑗 (®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘
}
= 0

Para los campos de desplazamientos y expresiones análogas para los campos de porosida-
des

3.2 Problema de Eshelby

La presencia de diferentes tipos de defectos, en los materiales, a escala micro y nano, im-
pactan fuertemente en las propiedades efectivas de estos a escala macroscópica. Respecto de
estas microestructuras, distribuidas, según múltiples escalas de longitud y energía, existen diver-
sas aproximaciones teóricas, todas ellas, en mayor o menor medida hacen uso del concepto de
auto deformación, y asociada a esta idea aparece el concepto termodinámico de transición de fase.
Así entonces, podemos pensar el problema micromecánico como proceso de transición de fase
de una configuración no deformada a otra deformada, inducida por una nueva clase de objeto físi-
co llamado fuerza configuracional, los estados meta-estables inducidos por estas, se expresan en
términos de auto deformaciones (Eshelby, 1957).

Las fuerzas configuracionales son acciones dinámicas que reconfiguran geométrica y ener-
géticamente un material, operando sobre los defectos del sólido y produciendo a escala macros-
cópica las propiedades efectivamente medidas. Este nuevo tipo de fuerza no reconoce un origen
newtoniano, en el sentido de que no se trata de un efecto inercial sino energético geométrico,
aunque participa de ecuaciones de conservación balance claramente newtonianas. Así como en
mecánica clásica la presencia de fuerzas está asociada a la variación instantánea del momentum
lineal, en micromecánica las fuerzas configuracionales están vinculadas al cambio instantáneo de
una nueva función vectorial llamada pseudo-momentum.

Por todo lo expresado, queda claro que surge aquí, una nueva mecánica denominada Me-
cánica Configuracional o Mecánica Material, esta última denominación aparece relacionada con
el hecho de que, el sistema de ecuaciones de este tipo de modelos encuentra su representación
natural en la configuración no deformada, material o lagrangiana, algunos autores, G. Maugin, M.
Gurtin, entre otros, llaman a este nuevo corpus teórico, Mecánica Eshelbiana, recordando así la
obra fundacional de J. Eshelby en este campo, al introducir el tensor de Energía impulso que lleva
su nombre y que está indisolublemente unida al cálculo de las integrales J, típicas de la teoría de
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fractura. De hecho, los primeros trabajos de Eshelby (1957, 1958, 1959) surgen al intentar explicar
los fenómenos de fractura dúctil y frágil en sólidos.

Existen, otras perspectivas teóricas, a partir de la cuales son posibles de abordar los pro-
blemas micromecánicos, por ejemplo, la teoría de la homogeneización. En esta versión, se parte
de la definición de un Elemento de Volumen Representativo o (RVE) por sus siglas en inglés, y
luego, a través de técnicas de promediación que se desarrollan sobre el sistema de ecuaciones de
gobierno, se obtienen las tensiones y deformaciones residuales como correcciones a las denomi-
nadas ecuaciones constitutivas.

Para generar estas correcciones se definen múltiples escalas que conectan el modelo micro-
mecánico (definido a partir de un RVE consistente) con el macromecánico, y es a partir de estas
que se realiza el proceso de promediación ya mencionado (Tartar, 1974; Bensoussan y Lions, 1973;
Lions, 1984)

Otra visión teórica, es la de de Souza Neto y Feijóo (2006); de Souza Neto et al. (2015),
los cuales proponen criterios variacionales microscópicos, escritos sobre los RVE, definidos ade-
cuadamente, y, a partir de técnicas variacionales clásicas, obtienen el sistema de ecuaciones de
gobierno multi-escala, lo cual conduce naturalmente a la obtención de las tensiones y deformacio-
nes no mecánicas, que, de nuevo corrigen las ecuaciones constitutivas, empleando las condiciones
de Hill-Mandel como nexo para el salto de escala.

3.3 Formulación del problema de Eshelby

Un aporte sustantivo de Eshelby (1957) destinado a la comprensión de estos es su experi-
mento pensado (Gedanken). Los cuatro pasos del experimento virtual para construir la solución de
Eshelby son los siguientes (Barnett y Cai, 2018; Meyer, 2014; Böhm, 1998):

a) Se tienen Un sólido elástico lineal con volumen 𝑽 , y superficie 𝑺 (matriz). Una inclusión 𝑽0
con superficie 𝑺0 está incrustada en la matriz;

b) Se suprime la inclusión de la matriz;

c) Se aplica la tracción superficial 𝑻 a 𝑺0 para que la inclusión vuelva a su forma original.

d) Se vuelve a incrustar la inclusión en la matriz y se quita la tracción 𝑻

𝑉 𝑉

𝑉 𝑉

𝑉0 𝑉0

𝑉0

𝑆0

𝑆

𝑉0
𝑇

𝑇

(a)

(c) (d)

(b)

Figura 3.1: Experimento de Eshelby

El problema de Eshelby con condiciones de Neumann, en términos de la secuencia experi-
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mental anterior se escribe de la forma

𝜺𝑖 𝑗 = 𝜺𝑒𝑖𝑗 + 𝜺∗𝑖 𝑗 ⇒ 𝝈𝑖 𝑗 = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺

𝑒
𝑘𝑙 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑺𝑘𝑙𝑛𝑚𝜺∗𝑚𝑛 − 𝜺∗𝑘𝑙)
𝝈𝑖 𝑗 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺
𝑒
𝑘𝑙 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑺𝑘𝑙𝑛𝑚𝜺∗𝑚𝑛 − 𝜺∗𝑘𝑙)
𝝈𝑖 𝑗 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺
𝑒
𝑘𝑙 = 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑚𝑛𝜺

∗
𝑚𝑛 − 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺
∗
𝑘𝑙 � 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑚𝑛𝜺

∗
𝑚𝑛

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥) en 𝑅𝑘 ; 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑚𝑛 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑺𝑘𝑙𝑛𝑚 (3.1)

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.2)

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳(𝜕Γ1))2 (3.3)

𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥): son las deformaciones residuales no mecánicas.
Condiciones sobre las matrices

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙 , 𝑺

𝐸𝑠
𝑖𝑗𝑘𝑙 ∈ 𝑉3×3×3×3 ; 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑪 𝑒
𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝑪 𝑒
𝑘𝑙𝑖 𝑗 ; 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑙𝑘

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑖 𝑗𝜺𝑘𝑙 > 𝑎0𝜺𝑖 𝑗𝜺𝑖 𝑗 ; 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺

∗
𝑖 𝑗𝜺

∗
𝑘𝑙 > 𝑏0𝜺

∗
𝑖 𝑗𝜺

∗
𝑖 𝑗 ; 𝑎0, 𝑏0 ∈ 𝑅+

0

𝜺𝑖 𝑗 ∈ 𝐹(𝑪 𝑒) ; 𝜺∗𝑖 𝑗 ∈ 𝐹(𝑺𝐸𝑠)

En términos de las condiciones de borde impuestas se escribe la solución de la forma:

𝑢𝑖(®𝑥) =
〈
𝑢(®𝑥)〉 −∭

𝑉
𝑑3𝑥′𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥′)+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝒕 𝑎𝑚(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

(3.4)

Donde la función de Green verifica:

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑔𝑘𝑛,𝑙 𝑗(Δ®𝑥) = −𝜹𝑖𝑛(𝜹(Δ®𝑥) − (1/𝑉)) en 𝑅𝑘 (3.5)

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑔𝑘𝑛,𝑙(Δ®𝑥)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 0 ; 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑔𝑘𝑛,𝑙(Δ®𝑥)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 0 (3.6)

La condición de resolubilidad es:∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝒕 𝑎𝑚(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

=

=
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ (𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥′) (3.7)

3.3.1 Justificación de la relación entre el segundo tensor de Eshelby y el tensor de cuarto
orden de Eshelby-Mura

Una inclusión no homogénea, Ω, con una forma arbitraria y cualquier distribución de de-
formación inelástica, incrustada dentro de un cuerpo homogéneo y sometida a cargas externas
arbitrarias, puede ser igualada al efecto que produce una inclusión homogénea que acompaña a
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Figura 3.2

Figura 3.3

una distribución de deformación propia equivalente dentro de ella. Las distribuciones de tensión y
deformación total en el sistema no cambian, es lo expresado gráficamente en las Figuras 3.2 y 3.3.

La justificación formal de lo expresado en los gráficos precedentes, puede expresarse en la
forma siguiente:

𝑪∗
𝑖 𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑘𝑙 + 𝜺𝑋𝑘𝑙 − 𝜺∗𝑘𝑙) = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑘𝑙 + 𝜺𝑋𝑘𝑙 − 𝜺0
𝑘𝑙) ∀®𝑥 ∈ Ω

𝑪∗
𝑖 𝑗𝑘𝑙 , 𝑪

𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙 : son las constantes elásticas de la inclusión y del sustrato respectivamente.

𝜺∗𝑘𝑙 : Deformación residual en la inclusión inhomogénea
𝜺𝑋𝑘𝑙 : Deformación elástica en la inclusión homogénea inducida por fuerzas exteriores conocidas,
que se denotan como 𝑋
𝜺0
𝑘𝑙 : Deformación residual en la inclusión homogénea.

Si no hay fuerzas exteriores:
𝑪∗
𝑖 𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑘𝑙 − 𝜺∗𝑘𝑙) = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑘𝑙 − 𝜺0
𝑘𝑙)∀®𝑥 ∈ Ω ⇒

𝜺𝑘𝑙 = 𝑪∗
𝑖 𝑗𝑘𝑙 : 𝜺

∗
𝑚𝑛 ⇒ 𝝈𝑘𝑙 = (𝑪 𝑒

𝑙𝑘𝑚𝑛 : 𝑪∗
𝑚𝑛𝑠𝑝) : 𝜺∗𝑠𝑝 = 𝑺𝐸𝑠𝑙𝑘𝑠𝑝𝜺

∗
𝑠𝑝

𝑺𝐸𝑠𝑙𝑘𝑠𝑝 = 𝑪 𝑒
𝑙𝑘𝑚𝑛𝑺

𝐸𝑠
𝑚𝑛𝑠𝑝 ⇒

{
𝑲𝑘𝑙 =𝑊𝛿𝑘𝑙 − (𝑺𝐸𝑠𝑘𝑚𝑠𝑝 : 𝜺∗𝑠𝑝) · 𝑢𝑚,𝑙
𝑲𝐴𝐵 =𝑊𝛿𝐴𝐵 − 𝑱(𝑭𝑇𝐴𝑗 · (𝑺𝐸𝑠𝑗𝑙𝑠𝑝 : 𝜺∗𝑠𝑝) · 𝑭−𝑇

𝑙𝐵 ) · 𝑢𝑚,𝑙
Relación entre el tensor de Eshelby de segundo orden y el tensor de Eshelby Mura de cuarto orden
en las configuraciones deformada y no deformada respectivamente

𝑺𝐸𝑠𝑘𝑚𝑠𝑝 ∈ 𝑉3×3 ; 𝑺𝐸𝑠𝑘𝑚𝑠𝑝 = 𝑺𝐸𝑠𝑚𝑘𝑠𝑝 = 𝑺𝐸𝑠𝑘𝑚𝑝𝑠 , es un tensor definido positivo.

Relación entre el tensor de cuarto orden de Eshelby–Mura y el tensor de segundo orden de
Eshelby en la configuración no deformada:

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1 − 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1

𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1
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A continuación, formulamos un conjunto de problemas de Eshelby de gran interés en micro-
mecánica, en la configuración no deformada

• Problema de Eshelby como transición de fase, de la configuración no deformada a la defor-
mada Maugin (1979)

−𝑷𝑗𝐴,𝐴 = −𝑺𝐸𝑗𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴
−𝑷𝑗𝐴𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑗𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

Donde se han definido:

𝝈𝑗𝑘(®𝑥) = 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥) ; ¤𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) (3.8)

𝝈𝑗𝑘 = 𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗 ; 𝝈𝑗𝑘 = 𝐽−1𝑭−𝑇

𝑗𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭
𝑇
𝐵𝑗 (3.9)

¤𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑡(𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗) ; ¤𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜕𝑡(𝐽−1𝑭−𝑇

𝑗𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭
𝑇
𝐵𝑗) (3.10)

Condición de equilibrio y fuerza configuracional

− 𝝈𝑗𝑘,𝑘 = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥) en 𝑅𝑘 (3.11)

𝝆 𝑓𝑗(®𝑥) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥) en 𝑅𝑘 (3.12)

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1 − 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1

𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1 (3.13)

• Problema de Eshelby en la configuración deformada

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥) en 𝑅𝑘 (3.14)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥)

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥)
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.15)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥)𝑛𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.16)

• Problema de Eshelby en función del primer tensor de Piola Kirchhoff, expresado en la confi-
guración deformada, con condición de borde sobre la interfaz inclusión-matriz 𝜕Γ𝑖𝑛 .

(−𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗), 𝑗 = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.17)

Se impone una condición de Neumann en la interfaz inclusión-matriz

(−𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵(𝑥, 𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.18)

(−𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.19)

• Problema de Eshelby en función del segundo tensor de Piola Kirchhoff, expresado en la
configuración deformada

(−𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗), 𝑗 = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.20)

(−𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵(𝑥, 𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.21)

(−𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.22)
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Condición de equilibrio viscoelástica con fuerzas configuracionales expresadas en la confi-
guración deformada

− 𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) − ¤𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥) en 𝑅𝑘 (3.23)

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝝈0
𝑗𝑘 / 𝝈0

𝑗𝑘 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 (3.24)

𝜌 𝑓𝑗(®𝑥) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥) en 𝑅𝑘 (3.25)

Condición de equilibrio viscoelástica con memoria y fuerza configuracional

− 𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝑔(𝑠) ◦ ¤𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑠)) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.26)

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝝈0
𝑗𝑘 / 𝝈0

𝑗𝑘 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 ; 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑅0

𝑘) (3.27)

𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.28)

Condición de equilibrio viscoelástica con memoria y fuerza configuracional

− 𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝑔(𝑠) ◦ 𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑠)) + (𝑔(𝑠) ◦ ¤𝝈𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑠)) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘
𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 ; 𝑔, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑅0

𝑘) (3.29)

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝝈0
𝑗𝑘 / 𝝈0

𝑗𝑘 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 (3.30)

• Problema de Eshelby viscoelástico en la configuración deformada

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.31)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.32)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥) − 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥)𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.33)

(𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.34)

• Problema de Eshelby viscoelástico no local en la configuración deformada

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝑔(𝑠) ◦ 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑠)) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.35)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.36)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥) − (𝑔(𝑠) ◦ 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑠))𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥)𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.37)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) − (𝑔(𝑠) ◦ 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑠))𝑛𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

(3.38)

𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 ; 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑅0
𝐾)

• Problema de Eshelby en función del primer tensor de Piola Kirchhoff, de tipo viscoelástico
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expresado en la configuración deformada

(𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗), 𝑗 + 𝜕𝑡(𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭

𝑇
𝐴𝑗), 𝑗 = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.39)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.40)

(−(𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗) − 𝜕𝑡(𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭

𝑇
𝐴𝑗))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵(𝑥, 𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.41)

(−(𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭
𝑇
𝐴𝑗) − 𝜕𝑡(𝐽−1𝑷𝑖𝐴𝑭

𝑇
𝐴𝑗))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Γ𝑖𝑛))2 (3.42)

• Problema de Eshelby en función del segundo tensor de Piola Kirchhoff, de tipo viscoelástico
expresado en la configuración deformada

(−𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗), 𝑗 − 𝜕𝑡(𝐽−1𝑭−𝑇

𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭
𝑇
𝐵𝑗), 𝑗 = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.43)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.44)

(−𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗) − 𝜕𝑡(𝐽−1𝑭−𝑇

𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭
𝑇
𝐵𝑗)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵(𝑥, 𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.45)

(𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.46)

• Problema de Eshelby en función del segundo tensor de Piola Kirchhoff, de tipo viscoelástico
con memoria, expresado en la configuración deformada

(−𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗), 𝑗 − (𝑔(𝑠) ◦ 𝜕𝑠(𝐽−1𝑭−𝑇

𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭
𝑇
𝐵𝑗), 𝑗) =
= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵,𝐴(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.47)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.48)

(−(𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗) − (𝑔(𝑠) ◦ 𝜕𝑡(𝐽−1𝑭−𝑇

𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭
𝑇
𝐵𝑗)))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝐴𝑘𝐵𝜺∗𝑘𝐵(𝑥, 𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.49)

(−𝐽−1𝑭−𝑇
𝑖𝐴 𝑺𝐴𝐵𝑭

𝑇
𝐵𝑗)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.50)

• Problema de Eshelby viscoelástico con fuerza configuracional asociada una inclusión viscoe-
lástica en la configuración deformada (Shahidi et al., 2014; Laws, 1980; Barthélémy et al.,
2016).

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)+
− 𝑺𝐸𝑣𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.51)

𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 0) = 𝑢0

𝑗 / 𝑢0
𝑗 ∈ (𝑯1

0 (𝐷𝑘))3 (3.52)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥) − 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

− 𝑺𝐸𝑣𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.53)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.54)
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• Problema de Eshelby viscoelástico no local con fuerza configuracional asociada una inclu-
sión viscoelástica también no local, en la configuración deformada

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝑔 ◦ 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡)) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)−
− (𝑔 ◦ 𝑺𝐸𝑣𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)) en 𝑅𝑘 ; 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑅0

𝑘) ; 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑅0
𝑘) (3.55)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.56)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥) − (𝑔 ◦ 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)))𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

− (𝑔 ◦ 𝑺𝐸𝑣𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.57)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − (𝑔 ◦ 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)))𝑛𝑘
���
𝜕Γ1

=

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.58)

• Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes asociado a la difusión de esfuerzos
(Showalter, 2015)

𝜕𝑡𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝𝜺𝑛𝑝,𝑚𝑙(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝𝜺∗𝑛𝑝,𝑚𝑙(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.59)

𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝜺0
𝑗𝑘/𝜺0

𝑗𝑘 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 (3.60)

𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝𝜺𝑛𝑝,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑙

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝𝜺∗𝑛𝑝,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑙
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.61)

𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝𝜺𝑛𝑝,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑙

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗𝑘

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗𝑘 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2×2 (3.62)

• Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes asociado a la difusión de esfuerzos

𝜕𝑡𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝(𝑢𝑝,𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑙𝑚 = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝𝜺∗𝑛𝑝,𝑚𝑙(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.63)

𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗,𝑘 / 𝑢0

𝑗,𝑘 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 (3.64)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝(𝑢𝑝,𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑚 𝑛̂𝑙

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝𝜺∗𝑛𝑝,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑙
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.65)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛𝑝(𝑢𝑝,𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑚 𝑛̂𝑙

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗𝑘

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗𝑘 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2×2 (3.66)

• Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes asociado a la difusión de despla-
zamientos

𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.67)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.68)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺
∗
𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.69)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.70)

• Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes conmemoria asociado a la difusión
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de desplazamientos (Difusión en el sentido de Showalter, 1997)

𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (𝑔 ◦ 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑠)) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.71)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.72)

− (𝑔 ◦ 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑠))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

; 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑅0
𝑘) (3.73)

− (𝑔 ◦ 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.74)

• Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes viscoelástico, asociado a la difu-
sión de desplazamientos (Showalter, 2005)

𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝑔 ◦ 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜕𝑠𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑠)) =
= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.75)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.76)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − (𝑔 ◦ 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑠)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.77)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) − (𝑔 ◦ 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

(3.78)

𝑔 ∈ 𝐿2(𝑅0
𝑘) ; 𝒕 𝑎𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2

3.4 Problema de Eshelby dinámico

Formulamos rigurosamente el problema de Eshelby dinámico univoco en la forma siguiente:
Sea 𝑩 una región regular y acotada de 𝑅3, con frontera 𝜕𝑩, y sea: 𝑛̂ la normal exterior a 𝜕𝑩. Sea
𝑩𝑖𝑛−𝑀 una región regular y acotada de 𝑅3, interior a 𝑩, con frontera 𝜕𝑩𝑖𝑛−𝑀 , y sea: 𝑛̂𝑖𝑛−𝑀 la
normal exterior a 𝜕𝑩𝑖𝑛−𝑀 . Establecemos que los siguientes datos se asignan sobre 𝑩 y 𝑩𝑖𝑛−𝑀
respectivamente.

a) El campo elástico o de Navier-Cauchy 𝝈[•](®𝑥); donde 𝝈[•] es una aplicación sobre, que
va de 𝝈 (el espacio de los tensores de segundo orden) dentro de sim𝝈[•] (el subespacio de
tensores simétricos de 𝝈).

b) El campo de tensiones residuales o de Eshelby 𝝈∗[•](®𝑥); donde 𝝈∗[•] es una aplicación
sobre, que va de 𝝈∗ (el espacio de los tensores de segundo orden) dentro de sim𝝈∗[•] (el
subespacio de tensores simétricos de 𝝈).

c) La densidad de campo 𝝆(®𝑥) > 0

d) Los campos de desplazamiento y velocidades iniciales:

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑣0

𝑗 / 𝑣0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

e) Se elige un campo de fuerzas volumétricas 𝑓𝑗 ∈ 𝑩 × 𝑅+
0 , asociado al campo de Navier-

Cauchy.
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f) Se establecen los campos de desplazamientos y tracciones sobre sendas porciones de su-
perficies de 𝜕𝑩, llamadas 𝜕𝑩1 y 𝜕𝑩2 que verifican 𝜕𝑩 = 𝜕𝑩1 ∪ 𝜕𝑩2; 𝜕𝑩1 ∩ 𝜕𝑩2 = 𝜙,
respecto del campo de Navier-Cauchy:

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ1

= 𝑢1
𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝑢1
𝑗 ∈ (𝐿2(𝜕Γ1))2 ; 𝜕Γ1 = 𝜕𝑩1 × 𝑅+

0

𝝈𝑖 𝑗 𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ2

= 𝒕 𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

/ 𝒕 𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡) ∈ (𝐿2(𝜕Γ2))2 ; 𝜕Γ2 = 𝜕𝑩2 × 𝑅+
0

g) Se establecen los campos de tracciones sobre la superficies de 𝜕𝑩𝑖𝑛−𝑀 que están asocia-
dos al problema de Eshelby

𝝈∗
𝑖 𝑗 𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 𝒕∗𝑗 (®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

/ 𝒕∗𝑗 (®𝑥, 𝑡) ∈ (𝐿2(𝜕Γ2))2 ; 𝜕Γ𝐼𝑛 = 𝜕𝑩𝐼𝑛 × 𝑅+
0

Formulación del problema de Eshelby dinámico con condiciones de borde tipo Neumann
para el sistema elastodinámico configuracional en la referencia deformada (Markenscoff, 2014;
Markenscoff y Ni, 2016; Wang et al., 2005)

𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) / 𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) = 𝜺∗𝑙𝑚ℎ(𝑡 − 𝑠2
𝑟 𝑥

2
𝑟 )

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.79)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑣0

𝑗 / 𝑣0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.80)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕1
𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.81)

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1 − 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1

𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1

Construcción de la función de Green

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡) = −𝜹𝑛𝑗(𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (1/𝑉)) (3.82)

𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 (3.83)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 0 (3.84)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 0 (3.85)

Multiplicamos el operador elastodinámico por la función de Green, y el operador asociado a
la función de Green por la amplitud del campo de desplazamiento obtenemos la forma siguiente

𝝆𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) =
= −𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) (3.86)

𝜌𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2
𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡) =
= 𝑢𝑛(®𝑥)𝜹𝑛𝑗(𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (1/𝑉)) (3.87)
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Sustrayendo convenientemente llegamos a la expresión operacional siguiente

𝜌𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜌𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2

𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)+
+ 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡) =

= −𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥) − 𝑢𝑛(®𝑥)𝜹𝑛𝑗(𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (1/𝑉)) (3.88)

Utilizando la regla de derivación de un producto de funciones, tenemos, para a primera dife-
rencia del primer miembro la expresión

𝜌𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜌𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕2

𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) =
= 𝜌𝜕𝑡(𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡))

− 𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝜕𝑡𝑢(®𝑥, 𝑡)𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) = 0 (3.89)

Procediendo análogamente para el segundo término, tendremos:

𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡) =
= (𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘

− 𝑔𝑛𝑗,𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡) = 0 (3.90)

Integrando y aplicando el teorema de la divergencia tenemos la representación de la solución∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 (𝑔𝑛𝑗(®𝑥−®𝑥′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑔𝑛𝑗(®𝑥−®𝑥′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= −
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′) − 𝑢𝑛(®𝑥) +

〈
𝑢𝑛(®𝑥)

〉
(3.91)

La representación de la solución será:

𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡) =
〈
𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)

〉 −
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ (𝑢𝑗(®𝑥′, 0)(𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)) − 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥′, 0))+

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 (𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′, 𝑡′))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

}
−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥′, 𝑡′))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

}
(3.92)
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La condición de resolubilidad del problema de Neumann será∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

}
=

= −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

} (3.93)

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

}
= 0 (3.94)

La formulación del problema mixto será:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) (3.95)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (3.96)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.97)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝑢1
𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝑢1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.98)

Construcción de la función de Green

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑛𝑗 − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡) = −𝜹𝑛𝑗𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) (3.99)

𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 (3.100)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 0 (3.101)

𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)
���
𝜕Γ1

= 0 (3.102)

Procediendo análogamente respecto del caso anterior, se obtiene la representación de la
solución siguiente:

𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡) = −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ (𝑢𝑗(®𝑥′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡) − 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥′, 0))+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑢𝑗(®𝑥′, 𝑡′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝑘)

���
𝜕Γ1

}
−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘)

���
𝜕Γ1

}
(3.103)

La formulación para el problema de Robin será:

𝝆𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) (3.104)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜆1,2 ∈ 𝑅+

0 (3.105)

𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0
𝑗 / 𝑤0

𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (3.106)
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(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘 + 𝜆1𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.107)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘 + 𝜆2𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ1

= 𝒕1
𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

/ 𝒕1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.108)

Construcción de la función de Green

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑛𝑗 − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡) = −𝜹𝑛𝑗𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) (3.109)

𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 (3.110)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑛̂𝑘 + 𝜆1𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡))

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 0 (3.111)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘 + 𝜆1𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡))

���
𝜕Γ1

= 0 (3.112)

Procediendo análogamente respecto del caso anterior, se obtiene la representación de la
solución siguiente

𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡) = −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ (𝑢𝑗(®𝑥′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡) − 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥′, 0))+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)(𝜆1𝑢𝑗(®𝑥′, 𝑡′) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘)

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)(𝜆2𝑢𝑗(®𝑥′, 𝑡′) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘)

���
𝜕Γ1

}
(3.113)

La condición de resolubilidad será para este caso escrita en la forma:∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥′, 𝑡′)
}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑢𝑗(®𝑥′, 𝑡′)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)
}

(3.114)

El problema mixto Robin-Dirichlet se escribe en la forma:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.115)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (3.116)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘 + 𝜆1𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.117)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ1

= 𝑢1
𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝑢1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 ; 𝜆1 ∈ 𝑅+

0 (3.118)
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La función de Green satisfará el sistema

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑛𝑗 − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡) = −𝜹𝑛𝑗𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) (3.119)

𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥, 0) = 0 (3.120)

(−𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)𝑛̂𝑘 + 𝜆1𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡))

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 0 (3.121)

𝑔𝑛𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)
���
𝜕Γ1

= 0 ; 𝜆1 ∈ 𝑅+
0 (3.122)

La representación de la solución será:

𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡) = −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ (𝑢𝑗(®𝑥′, 0)(𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)) − 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥′, 0))+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)(𝜆1𝑢𝑗(®𝑥′, 𝑡′) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

}
−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)(𝜆1𝑔𝑛𝑗(®𝑥′, 𝑡′)−

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝑘)

���
𝜕Γ1

}
(3.123)

La condición de resolubilidad será para este caso escrita en la forma:∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚𝑘(®𝑥′, 𝑡′)
}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑢𝑗(®𝑥′, 𝑡′)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑔𝑛𝑙,𝑚𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)
}

(3.124)

Formulación del problema no lineal con condiciones de tipo Neumann

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚(𝑢𝑝,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑝,𝑙(®𝑥, 𝑡)),𝑘 =

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) ; 𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (3.125)

𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0
𝑗 / 𝑤0

𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (3.126)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.127)

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕1
𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕1
𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.128)

De nuevo utilizando el teorema de representación de Green-Lagrange, la función de Green definida
previamente y las ecuaciones de movimiento (3.125), se construye la representación integral de la
solución, la cual en general será semi-analítica, dado que en general las fuerzas exteriores y la
propia estructura del tensor de Eshelby podrían ser cuasilineales, por ejemplo, de la forma.

𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(𝜺∗𝑚𝑛(®𝑥, 𝑡)𝑲𝑛𝑝𝜺
∗
𝑝𝑙(®𝑥, 𝑡)),𝑘

𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(𝜺∗𝑚𝐴(®𝑥, 𝑡)𝑲𝐴𝐵𝜺
∗
𝐵𝑙(®𝑥, 𝑡)),𝑘
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La representación integral de solución será

𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡) =
〈
𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)

〉 − ∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚(𝑢𝑝,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑢𝑝,𝑙(®𝑥′, 𝑡′)),𝑘
}
+

+
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ (𝑢𝑗(®𝑥′, 0)(𝜕𝑡 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)) − 𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥′, 0))+

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 (𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥′, 𝑡′))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

}
−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑔𝑛𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥′, 𝑡′))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

}
(3.129)

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚(𝑢𝑝,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑢𝑝,𝑙(®𝑥′, 𝑡′)),𝑘
}

(3.130)∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

}
= 0 (3.131)

Condición de resolubilidad del problema de Neumann∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥′, 𝑡′)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

}
= −

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
−

3.4.1 Solución semi-analítica del problema visco-elastodinámico tridimensional, no
acotado, con una inclusión

El recinto considerado en algunos de los problemas micromecánicos más usuales, es todo
𝑅3 o todo 𝑅2, lo cual significa que las dimensiones de la inclusión o del defecto que se trate, res-
pecto de los limites macroscópicos de la region de integración están separados por varios ordenes
de magnitud, con lo cual, lo que se exige a las soluciones es el cumplimiento de una condición de
contorno asintótica, de la forma

lím‖ ®𝑥‖→∞
(
𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

)
= 0

de modo que en la mayoría de los casos resolvemos un problema de Cauchy o de condiciones
iniciales.

En este trabajo de tesis suponemos que el contorno o superficie limitadora, sobre las que
estuvimos definiendo las condiciones de borde se hallan en las cercanías de la inclusión, inhomo-
geneidad o defecto considerado, a diferencia de lo dicho anteriormente.

El siguiente ejercicio, muestra el modo de abordaje de los llamados problemas sobre recintos
no acotados o semi-infinitos, la técnica matemática utilizada es el análisis microlocal (Hörmander,
1971) y se sustenta en la teoría de la transformada de Fourier a la que se llama genéricamente
teoría de Operadores de Fourier, solo como una brevísima síntesis de este otro tipo de abordaje de
problemas micromecánicos, se desarrolla la solución siguiente. Suponemos válidas las ecuaciones
de elastodinámica para un sólido elástico isótropo y homogéneo con una inclusión
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Ecuaciones de Navier-Lame (Hetnarski y Ignaczak, 2013):

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜇∇̂2𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)∇̂(∇̂𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))−

− 𝜇∇̂2 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)∇̂(∇̂ ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) = −𝑺(𝐸)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.132)

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (3.133)

lím‖ ®𝑥‖→∞
(𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) = 0 ; 𝜇,𝜆, 𝜇,𝜆 ∈ 𝑅+

0 (3.134)

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴𝑲𝐴𝐵𝑭−1
𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1 − 𝐽−1(𝑭𝑗𝐴(𝑊𝜹𝐴𝐵)𝑭−1

𝐵𝑘 )(𝜺∗𝑙𝑚)−1

Transformando por Fourier tenemos:

¥𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡) + 𝜌−1𝜇𝑘2
𝑗 𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡) + 𝜌−1𝜇(𝑘 𝑗)2 ¤𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡) + 𝜌−1(𝜇 + 𝜆)®𝑘 · (®𝑘 · 𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡))+

+ 𝜌−1(𝜇 + 𝜆)®𝑘 · (®𝑘 · ¤𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡)) = −𝜌−1𝑺(𝐸)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑘, 𝑡) (3.135)

La solución operacional, en la forma de una representación integral, será:

𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡) = 𝑲 𝑗(𝑡 , 𝑢0
𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ) −

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′ 𝑔(𝑡 − 𝑡′, ®𝑘){𝑲̃ 𝑗(𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′), 𝜕𝑡′𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′))+

+ 𝑺(𝐸)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑘, 𝑡′)

}
(3.136)

𝑔(𝑡 − 𝑡′, ®𝑘) = 𝑒−𝜌−1𝜇®𝑘2(𝑡−𝑡′)

𝑘2
𝑗 𝑞(𝜇, 𝜇)

sen(𝑘2
𝑗 𝑞(𝜇, 𝜇) · (𝑡 − 𝑡′)) ∀𝑡 > 𝑡′

Donde se han definido, las siguientes funciones y parámetros:

𝑞(𝜇, 𝜇) = 𝜌−1/2
√
𝜇2 − 𝜇 ; 𝑞(𝜇) = 𝜌−1/2𝜇

𝑲 𝑗(𝑡 , 𝑢0
𝑗 , 𝑤

0
𝑗 ) = 𝑒−𝜌−1𝜇®𝑘2𝑡

{
𝑢0
𝑗 (®𝑘) cos(®𝑘2𝑞(𝜇, 𝜇) · 𝑡)+

+ 1
𝑘2
𝑗 𝑞(𝜇, 𝜇)

(𝑤0
𝑗 (®𝑘) + 𝑞(𝜇)𝑢0

𝑗 (®𝑘)) sen(𝑘2
𝑗 𝑞(𝜇, 𝜇) · 𝑡)

}
𝑲̃ 𝑗(𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′), 𝜕𝑡′𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′)) = 𝑘 𝑗(𝜇 + 𝜆)(®𝑘) · 𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′)) + (𝜇 + 𝜆)(®𝑘) · (𝜕𝑡′𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′))

Los aproximantes de Picard son:

𝑢0
𝑗 (®𝑘, 𝑡) � 𝑲 𝑗(𝑡 , 𝑢0

𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ) −

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′ 𝑔(𝑡 − 𝑡 , ®𝑘)𝑺(𝐸)

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺
∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑘, 𝑡′) (3.137)

La aproximación de orden 𝑛 será:

𝑢(𝑛+1)
𝑗 (®𝑘, 𝑡) � 𝑢0

𝑗 (®𝑘, 𝑡) −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′ 𝑔(𝑡 − 𝑡′, ®𝑘)𝑲̃ 𝑗(𝑢(𝑛)𝑗 (®𝑘, 𝑡′), (𝜕𝑡′𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′))(𝑛)) (3.138)

𝑔(𝑡 − 𝑡 , 𝑘 𝑗) =
𝑒−𝝆−1𝜇®𝑘2(𝑡−𝑡′)

®𝑘2𝑞(𝜇, 𝜇)
sen(®𝑘2𝑞(𝜇, 𝜇) · (𝑡 − 𝑡′)) ∀𝑡 > 𝑡′
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Finalmente, anti-transformando por Fourier

𝑢0
𝑗 (𝑥 𝑗 , 𝑡) �

∭
𝑉
𝑑3𝑘 𝑒 𝑖𝑘 𝑗𝑥 𝑗

{
𝑲 𝑗(𝑡 , 𝑢0

𝑗 , 𝑤
0
𝑗 ) −

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′ 𝑔(𝑡 − 𝑡 , ®𝑘)𝑺(𝐸)

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺
∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑘, 𝑡)

}
(3.139)

𝑔(𝑡 − 𝑡 , ®𝑘) = 𝑒−𝜌−1𝜇®𝑘2(𝑡−𝑡′)

®𝑘2𝑞(𝜇, 𝜇)
sen(®𝑘2

𝑗 𝑞(𝜇, 𝜇) · (𝑡 − 𝑡′)) ∀𝑡 > 𝑡′

Y para la aproximación de orden n tendremos:

𝑢(𝑛+1)
𝑗 (®𝑥, 𝑡) �

∭
𝑉
𝑑3®𝑘 𝑒 𝑖 ®𝑘 ®𝑥𝑢(0)𝑗 (®𝑘, 𝑡)−

−
∭

𝑉
𝑑3®𝑘 𝑒 𝑖 ®𝑘 ®𝑥

{∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′ 𝑔(𝑡 − 𝑡′, ®𝑘)𝑲̃ 𝑗(𝑢(𝑛)𝑗 (®𝑘, 𝑡′), (𝜕𝑡′𝑢𝑗(®𝑘, 𝑡′))(𝑛))

}
(3.140)

Que es la representación integral de la solución semi-analítica del problema planteado

3.5 Formulación del problema dinámico de Eshelby en la configuración no deformada

El siguiente desarrollo vuelve a situar el problema de Eshelby en una región finita, es decir
acotada y compacta, pero en la configuración no deformada, según la escritura de Maugin (2011).

Campo de desplazamiento lagrangiano o material, con inclusiones mixtas, en función del
primer tensor de Piola-Kirchhoff (Maugin, Material Inhomogeneities in Elasticity, 1993)

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) − 𝑷𝑗𝐴,𝐴( ®𝑋, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑗𝐴𝑛𝐵(𝜺∗𝑛,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 (3.141)

𝑥 𝑗( ®𝑋, 0) = 𝑥0
𝑗 / 𝑥0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝐾))3 ; 𝜕𝑡𝑥 𝑗( ®𝑋, 0) = 𝑣0

𝑗 / 𝑣0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (3.142)

− 𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑗𝐴𝑛𝐵(𝜺∗𝑛,𝐵( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.143)

− 𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 (3.144)

𝑺𝐸𝑠𝑗𝐴𝑘𝐵 = 𝐽−1(𝑭𝑗𝐶𝑲𝐶𝐷𝑭−1
𝐷𝑘)(𝚪∗𝑘𝐵,𝐴)−1 − 𝐽−1(𝑭𝑗𝐶(𝑊𝜹𝐶𝐷)𝑭−1

𝐷𝑘)(𝚪∗𝑘𝐵,𝐴)−1 (3.145)

𝜺∗𝑙𝑚 → 𝚪∗𝑙𝐵 ; 𝑙 → 𝑙 𝑚 → 𝐵 ; 𝚪∗𝑘𝐵 : eigenstrain mixto (3.146)

Se define la función de Green en la forma

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − 𝑔𝑗𝑘,𝐴𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡) = 𝜹 𝑗𝑘(𝜹(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (1/𝑉)) (3.147)

𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋, 0) = 0 𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋, 0) = 0 (3.148)

− 𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 0 ; −𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

= 0 (3.149)

Y encontramos la representación integral siguiente

𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0) − 𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0)

}
+

+
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝑥𝑘( ®𝑋′, 𝑡)𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′))𝑛̂𝐴 − (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛𝐴 =
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= −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺∗𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)

}
−

− 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) + 〈𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)〉 (3.150)

Donde hemos impuesto la condición∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘,𝐴𝑷𝑘𝐴( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡−𝑡′)−𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡),𝐴 𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡−𝑡′)}} = 0 (3.151)

Finalmente obtenemos la representación del campo lagrangiano 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)

𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) = −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺∗𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)

}
+

+ 𝝆0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)

}
+

+
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛𝐴−

− 𝑥𝑘( ®𝑋′, 𝑡)𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴) (3.152)

Esta representación está referida al problema mixto, para el caso del problema de Neumann
que es el que corresponde a la situación estudiada tendremos, con la definición de la función de
Green dada precedentemente

𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) = 〈𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)〉 −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺∗𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)

}
+

+ 𝝆0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)

}
+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛𝐴+

+
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛𝐴 (3.153)

Y se añade la condición de resolubilidad siguiente∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 =
∭

𝑉
𝑑𝑉 𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺

∗
𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) (3.154)∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 = 0 (3.155)
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Para el caso del segundo Piola Kirchhoff tendremos:

𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) = 〈𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)〉 −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺∗𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)

}
+

+ 𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)

}
+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑭𝑘𝐵𝑺𝐵𝐴( ®𝑋′, 𝑡)𝑛𝐴+

+
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑭𝑘𝐵𝑺𝐵𝐴( ®𝑋′, 𝑡)𝑛𝐴 (3.156)

De manera análoga al caso anterior para obtener la representación integral de la solución
se impone∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘,𝐴𝑭𝑘𝐵𝑺𝐵𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′) − 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡),𝐴 𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)}} = 0

Y se añade la condición de resolubilidad siguiente∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑭𝑘𝐵𝑺𝐵𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 =
∭

𝑉
𝑑𝑉 𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑗𝐵𝜺

∗
𝑗𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑭𝑘𝐵𝑺𝐵𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 = 0

3.6 Problema micro-elastodinámico en la formulación de segundo gradiente

Las teorías de elasticidad denominadas, en general, de segundo gradiente de deformación
surgen en la literatura, junto con las teorías llamadas no locales, de las cuales solo difieren en su
forma de escritura; son dispositivos analíticos capaces de explicar las fuerzas de interacción de lar-
go alcance dentro de la microestructura de los materiales, y para capturar fenómenos detectados
experimentalmente tales como efectos de escala, dispersión de ondas, localización de deforma-
ciones, etc.; los cuales eran ignorados por la teoría clásica, (Kröner, 1967; Krumhansl y Matthew,
1968; Mindlin, 1965; Mindlin y Eshel, 1968), más recientemente (Ma et al., 2018)

Dentro de este marco, de particular interés, es en el artículo fundamental de Mindlin (1965),
que, este autor, formula la primera teoría de gradientes de tensión tanto para el caso estático como
para el caso dinámico introduciendo, un término inercial idéntico al definido en mecánica clásica.
La idea fundamental de Mindlin es que, los efectos de escala pueden ser estudiados si asumimos
la existencia de un desarrollo perturbativo (desarrollo en serie de Taylor) de la energía elástica,
alrededor de las micro-defomaciones del material. A pesar del número excesivo de constantes
materiales requeridas en ella (1560), surgidas de las posibles combinaciones de se producen al
construir tal desarrollo, esta teoría sigue siendo un prototipo por sus fundamentos conceptuales y
su capacidad para capturar efectos de escalas de longitud. Toupin (1964), Ostoja-Starzewski (2011,
2017) mediante un estudio sobre modelos de redes mono y poliatómicas, (elasticidad de segundo
gradiente sobre lattices fractales) señalaron la capacidad de una generalización de la teoría de
gradientes de deformación para interpretar la estructura atómica de la materia.

Aifantis y colaboradores proponen una teoría de elasticidad isotrópica basada en el primer
gradiente de deformación, que requiere solo de tres constantes materiales (es decir, las dos cons-
tantes de Lamé clásicas y un parámetro de escala de longitud), (Aifantis, 1992; Altan y Aifantis,
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1992; Ru y Aifantis, 1993). Esta teoría se extendió luego dinámicamente, al introducirse términos
de inercia de orden superior al segundo (Askes y Aifantis, 2006, 2011) para los cuales solo se requie-
re un parámetro adicional de escala de longitud. Es también cierto que, con estas modificaciones
teóricas, el problema de Cauchy, asociado al operador hiperbólico de segundo orden (operador
elastodinamico de segundo gradiente); se modifica sustancialmente debido a que son necesarias
cuatro condiciones iniciales, dos en el interior del volumen de integración y dos sobre ciertas su-
perficies iniciales que deben conocerse previamente, (no son las superficies limitadoras típicas de
la teoría macroscópica), para determinar existencia , unicidad y estabilidad de las soluciones.

Este modelo de elasticidad (aquí conocido como el modelo de Aifantis) se ha empleado para
abordar una variedad de problemas estructurales que muestran que no surgen singularidades de
deformación en las indentaciones y núcleos de dislocación, y que se pueden capturar los efectos
de dispersión de ondas (Askes y Aifantis, 2011). Sin embargo, como muestran Lazar et al. (2005),
las singularidades de doble tensión (ambigüedad en la divergencia del tensor de tensiones, en los
extremos de la deformación) no pueden eliminarse con el mencionado modelo de Aifantis. Para el
caso de teorías de segundo gradiente, partimos de la forma general para la densidad de energía de
deformación, escrita según Mindlin (1964, 1965), Polizzotto (2012), Sadd (2019), Aifantis (2003),
Askes y Aifantis (2011) en la forma

𝑤(𝜺𝑖 𝑗(®𝑥), 𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)) = (1/2)𝜆𝜺𝑖𝑖(®𝑥)𝜺𝑗 𝑗(®𝑥) + 𝜇𝜺𝑖 𝑗(®𝑥)𝜺𝑖 𝑗(®𝑥) + 𝑐1𝜺𝑖 𝑗 , 𝑗(®𝑥)𝜺𝑖𝑘,𝑘(®𝑥)+
+ 𝑐2𝜺𝑖𝑖 ,𝑘(®𝑥)𝜺𝑘 𝑗, 𝑗(®𝑥) + 𝑐3𝜺𝑖𝑖 ,𝑘(®𝑥)𝜺𝑗 𝑗 ,𝑘(®𝑥) + 𝑐4𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)+

+ 𝑐5𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)𝜺𝑘 𝑗,𝑖(®𝑥) (3.157)

Los números 𝑐1, 𝑐5, son constantes estructurales del material llamadas coeficientes de gra-
dientes de deformación. Se eligen las constantes siguientes:

𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐5 = 0 ; 𝑐3 = (1/2)𝑐𝜆 ; 𝑐4 = 𝑐𝜇

La constante 𝑐 tiene dimensiones de una longitud al cuadrado, ahora la expresión para la
densidad de energía de deformación será:

𝑤(𝜺𝑖 𝑗(®𝑥)), 𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)) = (1/2)𝜆𝜺𝑖𝑖(®𝑥)𝜺𝑗 𝑗(®𝑥) + 𝜇𝜺𝑖 𝑗(®𝑥)𝜺𝑖 𝑗(®𝑥)+
+ (1/2)𝑐(𝜆𝜺𝑖𝑖 ,𝑘(®𝑥)𝜺𝑗 𝑗 ,𝑘(®𝑥) + 𝜇𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)) (3.158)

La expresión anterior puede a su vez escribirse en forma

𝑤(𝜺𝑖 𝑗(®𝑥)), 𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥)) = (1/2)(𝝈𝑖 𝑗(𝑥)𝜺𝑖 𝑗(®𝑥) + 𝝁𝑖 𝑗𝑘(®𝑥)𝜿𝑖 𝑗𝑘(®𝑥)) (3.159)

Donde 𝜺𝑖 𝑗(®𝑥) es el tensor conjugado de 𝝈𝑖 𝑗(𝑥) y 𝝁𝑖 𝑗𝑘(®𝑥) lo es de 𝜿𝑖 𝑗𝑘(®𝑥). Finalmente
definiendo:

𝝈𝑖 𝑗(𝑥) = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙(®𝑥) ; 𝝁𝑖 𝑗𝑘(®𝑥) = 𝑙2𝑀𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑚𝑛𝜺𝑚𝑛𝑘(®𝑥) (3.160)

𝜺𝑖 𝑗(®𝑥) = (1/2)(𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥) + 𝑢𝑗 ,𝑖(®𝑥)) (3.161)

𝜿𝑖 𝑗𝑘(®𝑥) = 𝜺𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥) = (1/2)(𝑢𝑖 , 𝑗𝑘(®𝑥) + 𝑢𝑗 ,𝑖𝑘(®𝑥)) (3.162)
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El problema de Eshelby en la formulación de segundo gradiente se escribe (Ma et al., 2018)

𝝈 𝑖 𝑗 , 𝑗(𝑥) + 𝑓𝑖 = 0 =⇒ 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥) − 𝝁𝑖 𝑗𝑘,𝑘 𝑗(®𝑥) = − 𝑓𝑗(®𝑥) =⇒

=⇒ 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥) − 𝑙2𝑀𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑢𝑘,𝑛𝑛(®𝑥)),𝑙 𝑗 = 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(®𝑥)𝜺𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥)−
− 𝑙2𝑀𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(®𝑥)(𝜺𝑘𝑙,𝑛𝑛(®𝑥)), 𝑗 (3.163)

Una generalización del problema de Eshelby en la formulación de segundo gradiente se
escribe (Bonfoh y Sabar, 2023)

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥) − 𝑙2𝑀𝑪 𝑠

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚(𝑢𝑘,𝑛𝑚(®𝑥)),𝑙 𝑗 =
= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥) + 𝑙2𝑀𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚(𝜺∗𝑘𝑙,𝑛𝑚(®𝑥)), 𝑗 en 𝑅𝑘 (3.164)

Las condiciones de contorno de Neumann son

(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗 − 𝑙2𝑀𝑪 𝑠

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚(𝑢𝑘,𝑛𝑚(®𝑥)),𝑙 𝑛̂ 𝑗)
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+

+ 𝑙2𝜇𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚(𝜺∗𝑘𝑙,𝑛𝑚(®𝑥))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

; 𝑙𝑀 ∈ 𝑅+
0 (3.165)

(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗 − 𝑙2𝑀𝑪𝑆

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚(𝑢𝑘,𝑛𝑚(®𝑥)),𝑙 𝑛̂ 𝑗)
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳(𝜕Γ1))2 (3.166)

Si el tensor de segundo gradiente es isótropo respecto de dos de sus índices coincide con
el tensor elástico y el problema anterior puede escribirse de la forma siguiente

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥) − 𝑙2𝑀𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(∇̂2𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥)) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥)+
+ 𝑙2𝑀𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(∇̂2𝜺∗𝑘𝑙,𝑛𝑚(®𝑥)), 𝑗 en 𝑅𝑘 (3.167)

(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗 − 𝑙2𝑀𝑪 𝑠

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚(∇̂2𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)),𝑙 𝑛̂ 𝑗)
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+

+ 𝑙2𝑀𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(∇̂2𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.168)

(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)𝑛̂ 𝑗 − 𝑙2𝑀𝑪 𝑠

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚(∇̂2𝑢𝑘,𝑙(®𝑥)),𝑙 𝑛̂ 𝑗)
���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑎𝑖 ∈ (𝑳(𝜕Γ1))2 (3.169)

La representación de la solución es:

𝑢𝑖(®𝑥) =
〈
𝑢(®𝑥)〉 +∭

𝑉
𝑑3𝑥′(𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥′)−

−
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑚∇̂′2)𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

−

−
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑚𝑖(®𝑥 − ®𝑥′)𝒕 𝑎𝑚(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

(3.170)

Para el cálculo de la función de Green tenemos:

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑘𝑛,𝑙 𝑗(Δ®𝑥) = 𝜹𝑖𝑛(𝜹(Δ®𝑥) − (1/𝑉)) en 𝑅𝑘 (3.171)

𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑘𝑛,𝑙(Δ®𝑥)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

= 0 ; 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑘𝑛,𝑙(Δ®𝑥)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 0

(3.172)
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Las condiciones de resolubilidad son:∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔𝑖𝑚(®𝑥−®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙(1−𝑙2𝑀∇̂′2)𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑖𝑚(®𝑥−®𝑥′)𝒕 𝑎𝑚(®𝑥′)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

=

=
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ (𝑔𝑖𝑚(®𝑥 − ®𝑥′)𝑺𝐸𝑠𝑚𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥′)) (3.173)

Para la formulación del problema dinámico se utiliza la formulación clásica deMindlin-Aifantis
que se escribe, para la conservación del momentum lineal en la forma siguiente:

(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − (1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝝈𝑖 𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) = −(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡) (3.174)

𝝈𝑖 𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) (3.175)

En la ecuación (3.174) aparecen términos de microinercia que corrigen en términos de una
dimensión característica 𝑙𝑀 el término de inercia clásico. Esto impacta directamente en una nueva
formulación del problema de Cauchy que podríamos denominar, en general, problema de Cauchy
multiescala, si bien formalmente podemos demostrar existencia y unicidad para la ecuación (3.174),
podrían existir inconsistencias respecto de si es posible la determinación simultánea de las proyec-
ciones de las condiciones iniciales clásicas sobre cierto conjunto de superficies que caractericen la
aparición de los fenómenos micro y nanomecánicos (Okatev y Zubko, 2020).

Resulta simple, a partir del mecanismo descripto previamente, la incorporación de otros cam-
pos como los de temperaturas, vacíos, micro temperaturas, difusión, y en general múltiples porosi-
dades, también son posibles, aproximaciones gradientales de orden superior al segundo.

3.6.1 Problema de Cauchy micromecánico

La otra cuestión, que se tratara previamente, y que surge al intentar la representación de
las soluciones elastodinámicas, utilizando la técnica de funciones de Green y el tercer teorema
de representación de Green-Lagrange, conduce a un nuevo tipo de problema de Cauchy, en el
que además de las condiciones clásicas se agrega un nuevo par de condiciones iniciales definidas
sobre ciertas superficies iniciales, que caracterizan los ámbitos micro y nanomecánicos de modo
que, la novedad residiría en el hecho de que el conjunto de condiciones iniciales se amplía a cuatro,
esto surge debido a la situación de no localidad de la teoría. Las nuevas condiciones iniciales se
escribirán en la forma:

− 𝜌𝑙2𝑀(𝑢𝑖(®𝑥, 0)),𝑘 𝑛̂𝑘
���
𝜕Π

= 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

∈ (𝑯1
0 (𝜕Π))2 (3.176)

− 𝜌𝑙2𝑀(𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 0)),𝑘 𝑛̂𝑘
���
𝜕Π

= 𝑤0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑤0
𝑖

���
𝜕Π

∈ (𝑳2(𝜕Π))2 (3.177)

Si tuviéramos en cuenta una corrección de orden cuarto, tendríamos otro par de condiciones
iniciales que se escribiría de la siguiente forma:

𝜌𝑙4𝑁 (∇̂2𝑢𝑖(®𝑥, 0)),𝑘 𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑢2
𝑖

���
𝜕Γ

/ 𝑢2
𝑖

���
𝜕Γ

∈ (𝑯1
0 (𝜕Γ))2 (3.178)

𝜌𝑙4𝑁 (∇̂2(𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 0))),𝑘 𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑤2
𝑖

���
𝜕Γ

/ 𝑤2
𝑖

���
𝜕Γ

∈ (𝑳2(𝜕Γ))2 (3.179)

Donde 𝜕Γ y 𝜕Π caracterizan las superficies nano y micromecánicas respectivamente. Sus
longitudes características son 𝑙𝑀 � 𝑙𝑁
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Las ecuaciones de movimiento de la teoría junto con las condiciones iniciales y de borde,
serán:

Campos de desplazamiento

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑏2

𝑀(𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 𝑗 − 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝑙2𝑀𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙2𝑀𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2 ¤𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡)+

Condiciones iniciales

𝑢𝑖(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑖 / 𝑢0

𝑖 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 0) = 𝑣0

𝑖 /𝑣0
𝑖 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (3.180)

𝑢𝑖(®𝑥, 0)
���
𝜕Π

= 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

∈ (𝑯1
0 (𝜕Π))2 (3.181)

(𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 0)),𝐴𝑛̂𝐴
���
𝜕Π

= 𝑣0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑣0
𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Π))2 (3.182)

Condiciones de borde entre: inclusión-matriz y superficie limitadora exterior, se denominan
condiciones de Gurtin-Murdoch

(−𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+

+ 𝑙2𝜇𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+ (𝑙2𝜇𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘∇̂2 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

=

= −𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

+ 𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

(3.183)

Sobre la superficie limitadora externa

(−𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

+
+ 𝑙2𝜇𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

+ (𝑙2𝑀𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘∇̂2 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

(3.184)

𝒕 𝑎𝑖 ∈ 𝐿2(𝜕Γ1)

Cálculo de las funciones de Green, para el campo de desplazamientos

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑖𝑛(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑏2(𝜕2

𝑡 𝑔𝑖𝑛(Δ®𝑥,Δ𝑡)), 𝑗 𝑗 − 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)−

− 𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑙2𝜇𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2 ¤𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) =

= 𝜹𝑖𝑛(𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 1/𝑉) (3.185)

Utilizando el tercer teorema de representación de Green-Lagrange, se obtienen las represen-
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taciones integrales de las soluciones las cuales se escribirán en este caso de la siguiente forma:

𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) =
〈
𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡)

〉 +
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑔𝑖𝑛(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)

{
𝑺𝐸𝑠𝑛𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥′, 𝑡′)+

+𝑺̃𝐸𝑠𝑛𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2 ¤𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡))
}}

+

+
∯

𝑆𝑖𝑛𝑖
𝑑𝑆

{
𝑢𝑛(®𝑥, 0)(𝜕𝑡 𝑔𝑖𝑛(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)), 𝑗 𝑛̂ 𝑗

���
𝑆𝑖𝑛𝑖

− 𝑔𝑖𝑛(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)(𝜕𝑡𝑢𝑛(®𝑥, 0)), 𝑗 𝑛̂ 𝑗
���
𝑆𝑖𝑛𝑖

}
+

+
∭

𝑉
𝑑3𝑥′ 𝑢𝑘(®𝑥′, 0)

{
𝑢𝑛(®𝑥′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑖𝑛(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡) − 𝑔𝑖𝑛(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑘(®𝑥′, 0)

} −
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆

{
𝑔𝑖𝑛(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑺𝐸𝑠𝑛𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)

���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

−

−𝑺̃𝐸𝑠𝑛𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2 ¤𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛−𝑀

}
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆

{
𝑔𝑖𝑛(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑛

���
𝜕Γ1

}
(3.186)

Las condiciones de resolubilidad para el problema de Neumann son las siguientes∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2)𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) + 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2) ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) =∭
𝑉
𝑑3𝑥′

{
𝑺𝐸𝑠𝑛𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2)𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥′, 𝑡) + 𝑺̃𝐸𝑠𝑛𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂′2 ¤𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥′, 𝑡))

}
(3.187)

3.7 Generalizaciones de la teoría de gradientes de alto orden

A continuación se fundamenta lo establecido en la subsección 3.6.1 para lo cual hacemos
uso del concepto de operador de Mindlin-Aifantis (Askes et al., 2007, 2019; De Domenico y Askes,
2016a; Engelbrecht y Berezovski, 2015)

3.7.1 Operadores de tipo Mindlin-Aifantis

Se define el siguiente operador de múltiples escalas en términos de un desarrollo de gra-
dientes tipo virial, a todo orden:

℘ ≡ 1 − 𝑙21∇̂2 + 𝑙42∇̂4 − 𝑙63∇̂6 + · · · = 1 +
𝑚∑
𝑠=1

=𝑠 𝑙2𝑠𝑠 ∇̂2𝑠 ; 𝑙𝑠 ∈ 𝑅+
0 ; ∀𝑠 ∈ 𝑁 (3.188)

𝑙1 > 𝑙2 > 𝑙3 > · · · � 𝑙𝑛 ; =𝑠 = −1, 𝑠 = 2𝑘 − 1 ; =𝑠 = 1, 𝑠 = 2𝑘 ∀𝑘 ∈ 𝑁 (3.189)

Puede probarse, que este operador es acotado, compacto y por eso mismo, uniformemente con-
tinuo, utilizando para ello análisis microlocal (Hörmander, 1971), al polinomio diferencial anterior
puede aplicársele la K-teoría algebraica clásica, y el álgebra cohomológica de De Rham (De Leon
et al., 2021) a fin de caracterizar una secuencia de haces de homología que vinculan de modo
causal las diferentes longitudes (Segev y Epstein, 2020). La utilización de operadores de Mindlin-
Aifantis corrige el término de inercia clásico introduciendo los llamados términos de micro-inercia

𝜌

{
1 +

𝑚∑
𝑠=1

=𝑠 𝑙2𝑠𝑠 ∇̂2𝑠
}
(𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) = 𝜌𝜕2

𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜌𝑙21∇̂2(𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))+

+ 𝜌𝑙42∇̂4(𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) − 𝜌𝑙63∇̂6(𝜕2

𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) + · · · + 𝜌𝑙2𝑠2𝑠 ∇̂2𝑠(𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) (3.190)
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Por otra parte el tensor de Cauchy, que para este caso lo asumimos viscoelástico y cuasi-lineal
tiene la siguiente forma

𝝉𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = ℘𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙(℘𝑢𝑙 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) + ℘(𝑢𝑙,𝑝(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑝,𝑘(®𝑥, 𝑡)))+

+ 𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙(℘(𝜕𝑡𝑢𝑙(®𝑥, 𝑡)),𝑘) (3.191)

Para el caso poroelástico el tensor de Cauchy efectivo corregido será

𝝉
𝑒 𝑓
𝑗𝑘 (®𝑥, 𝑡) = ℘𝝈

𝑒 𝑓
𝑖 𝑗 (®𝑥, 𝑡) = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(℘𝑢𝑙 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)) + 𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙(℘𝑢𝑙 ,𝑘(®𝑥, 𝑡))−

− 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘℘𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝑘℘𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) ; 𝛼1,2 ∈ 𝑅+

0 (3.192)

Todas las matrices asociadas a los tensores de cuarto orden y segundo orden son simétricas y
definidas positivas.

La ecuación de movimiento multi-escala será, en la representación deformada:

𝜌℘(𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)) − (𝝉𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)),𝑘 = −℘𝐽𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (3.193)

3.7.2 Teorema de la divergencia sobre múltiples escalas

El teorema de la divergencia podría expresarse ahora utilizando los operadores de Mindlin-
Aifantis de la siguiente forma (Angoshtari y Yavari, 2015)∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥(℘𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡)),𝑘 =

∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥

{{
1 +

𝑚∑
𝑠=1

=𝑠 𝑙2𝑠𝑠
}
𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡)

}
,𝑘

=

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘 +

𝑚∑
𝑠=1

=𝑠 𝑙2𝑠𝑠

{∯
𝜕Γ𝑙𝑠

𝑑𝑆𝑙𝑠 (∇̂2𝑠𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑠𝑘
}

(3.194)

3.7.3 Tercer teorema de Green-Lagrange multi-escala

El tercer teorema de representación de Green Lagrange para dos campos vectoriales 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗
se escribe∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)(℘𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)(℘𝑣 𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)),𝑘

}
=

=
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)

{{
1 +

𝑚∑
𝑠=1

=𝑠 𝑙2𝑠𝑠 ∇̂2𝑠

}
𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)

}
,𝑘

−

− 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
{{

1 +
𝑚∑
𝑠=1

=𝑠 𝑙2𝑠𝑠 ∇̂2𝑠

}
𝑣 𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)

}
,𝑘

}
=

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑣 𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)

}
𝑛̂𝑘+

+
𝑚∑
𝑠=1

=2𝑙2𝑠𝑠

{∯
𝜕Γ𝑙𝑠

𝑑𝑆𝑙𝑠
{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)∇̂2𝑠𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)∇̂2𝑠𝑣 𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)

}
𝑛̂𝑠𝑘

}
(3.195)
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CAPÍTULO 4

Formulación del problema micro-poroelastodinámico

«...Distraídos en razonar la inmortalidad, habíamos dejado que anocheciera
sin encender la lámpara. No nos veíamos las caras. Con una indiferencia y
una dulzura más convincentes que el fervor, la voz de Macedonio Fernández
repetía que el alma es inmortal...»

Diálogo sobre un diálogo, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

Se describe y formula el entorno de trabajo que nos permita el abordaje de problemas micro-
poroelastodinámicos.

• Formulación del problema de condiciones iniciales y de borde, y demás condiciones de va-
lidez, vinculadas al problema micro-poroelastodinámico.

• Obtener soluciones semianalíticas en la configuración deformada y no deformada asociadas
al problema micro-poroelastodinámico.

4.1 Descripción del problema y modelización

Los medios porosos constituyen un tipo de material en extremo versátil, con un gran número
de aplicaciones en Ciencia de Materiales y consecuentemente de particular interés como elemento
estructural en Ciencias de la Ingeniería, desde esta perspectiva, el capítulo que se desarrolla a
continuación aspira a mostrar, las diferentes formas de abordaje que admiten modelización mate-
mática, asumiendo que, la teoría de Biot de la poroelasticidad y la de mezclas de componentes,
refieren de manera simple y elegante al conjunto de fenómenos que tienen lugar en este tipo de
medios, de los cuales el suelo es un ejemplo.

En este trabajo se considera el medio poroso como un sistema trifásico, compuesto por un
esqueleto sólido, con poros de agua y aire, e interacciones poro-mecánicas entre las distribuciones
de poro de agua y aire (Straughan, 2017), (Biot, 1956a,b; Biot y Temple, 1972), (Svanadze, 2019),
(Bažant, 1971), (Rudnicki, 2000).

El conocimiento de las interacciones existentes entre las tres fases del sistema constituye
el punto básico para el entendimiento del comportamiento del suelo no saturado. A continuación,
serán comentados brevemente algunos aspectos básicos referentes a cada una de las fases cons-
tituyentes, a partir de las cuales se inicia el proceso de modelado de los fenómenos que tiene lugar
en este tipo de medios:
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• Fase sólida: Está integrada básicamente por un esqueleto solido

• Fases intersticiales: Representada por campos de presiones denominados presiones de
poro de agua, aire, poluentes etc.

Biot (1955) propone una profunda revisión del modelo de Terzaghi de la consolidación, para
lo cual formula su teoría poro-elástica de materiales, en ella el principal supuesto es que se trata
de una teoría de campos definida sobre la tripleta de objetos siguiente:

Π
(
𝑢𝑗 , 𝜙𝑎 , 𝜙𝑤

)
Donde se tienen los campos de desplazamiento, y los campos escalares de ciertas variables

descriptoras llamadas porosidades, en este caso llamadas poro de agua y poro de aire. En rigor las
porosidades son campos de presiones que responden a la ley de Darcy. De modo que todo medio
poroso queda descripto en lo sucesivo por grupos de campos de la forma:

Π
(
𝑢𝑗 , 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 , 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛 , 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 , 𝑇

)
Donde de nuevo tenemos campos de desplazamientos, porosidades concentraciones de

poluentes, temperatura, distribuciones de vacíos, también podríamos supones la existencia de ca-
tegorías de desplazamientos como por ejemplo en la teoría micromórfica donde se introduce un
campo microscópico de naturales geométrica o micro rotación.

Biot postula la existencia de dos dinámicas acopladas que describen: desplazamientos a
través de la Ecuación de Navier-Cauchy, solo que los coeficientes de Lamé se sustituyen por coefi-
cientes poroelásticos, cuyos valores pueden calcularse experimentalmente, o estimarse a través
de métodos variacionales como los de Hashin y Shtrikman (1963), y una dinámica de tipo difusiva
asociada a las porosidades, y a los demás campos ya mencionados, de manera que en este caso la
ley de Darcy, la ley de Fourier y la de Fick junto con sus respectivas generalizaciones son utilizadas
para describir las acciones del sector de campos escalares:

𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 , 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛 , 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 , 𝑇

En definitiva, tendremos en todos los casos, salvo los completamente degenerados (diná-
mica viscosa), un sistema hiperbólico parabólico, cuya formulación en términos del problema de
Cauchy y de borde ha sido extensamente estudiada probándose existencia unicidad y estabilidad
de las soluciones fuertes, además también está probada la existencia y unicidad de los problemas
débiles (Svanadze, 2019).

4.2 Caso poroelástico

En un medio poroso con dos porosidades, el tensor efectivo, suponiendo isotropía y homo-
geneidad, se expresa en la forma siguiente (Mroginski et al., 2011; Mroginski y Etse, 2014)

𝝈
𝑒 𝑓 𝑓
𝑖 𝑗 (®𝑥, 𝑡) = 𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) (4.1)

𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) ; 𝑪(𝑒)

𝑖 𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝜹𝑖 𝑗𝜹𝑘𝑙 + 𝜇(𝜹𝑖𝑘𝜹 𝑗𝑙 + 𝜹𝑖𝑙𝜹 𝑗𝑘) (4.2)

𝛼𝑖 > 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁 ; 𝜆, 𝜇 : Lame poroelásticos

Si existe una inclusión, el tensor efectivo deberá incluir un término de la forma:

𝝈 𝐼𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑺(𝐸𝑠)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) (4.3)
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Donde el tensor de Eshelby de cuarto orden es:

𝑺(𝐸𝑠)
𝑗𝑘𝑙𝑚

El cual debe calcularse en términos de la geometría de la inclusión que se considere con los
procedimientos desarrollados por Mura (1987).

𝜺∗𝑙𝑚(𝑞, 𝑞): Son las deformaciones producidas por campos no mecánicos como, por ejemplo:
dislocaciones, disclinaciones, vacíos, y en general defectos de material incluido. El nuevo tensor
efectivo será

𝝈
𝑒 𝑓 𝑓
𝑖 𝑗 (®𝑥, 𝑡) = 𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − 𝑺(𝐸𝑠)

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺
∗
𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) (4.4)

𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) ; 𝑪(𝑒)

𝑖 𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝜹𝑖 𝑗𝜹𝑘𝑙 + 𝜇(𝜹𝑖𝑘𝜹 𝑗𝑙 + 𝜹𝑖𝑙𝜹 𝑗𝑘) (4.5)

𝛼𝑖 > 0 ∀𝑖 ∈ 𝑁 ; 𝜆, 𝜇 : Lame poroelásticos

Escribimos a continuación algunas relaciones útiles entre el tensor efectivo poroelástico y
los tensores de Piola Kirchhoff, Mandel y Biot

𝑷𝑖𝐴 = 𝐽(𝑪𝑖 𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙) · 𝑭𝑇𝑗𝐴 + 𝐽𝑝𝑎𝜹𝑖 𝑗𝑭𝑇𝑗𝐴 + 𝐽𝑝𝑏𝜹𝑖 𝑗𝑭𝑇𝑗𝐴 (4.6)

𝑺𝐴𝐵 = 𝐽𝑭−1
𝐴𝑖 (𝑪𝑖 𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙) · 𝑭−𝑇

𝑗𝐵 + 𝐽𝑭−1
𝐴𝑖 𝑝𝑎𝜹𝑖 𝑗𝑭

−𝑇
𝑗𝐵 + 𝐽𝑭−1

𝐴𝑖 𝑝𝑏𝜹𝑖 𝑗𝑭
−𝑇
𝑗𝐵 (4.7)

𝑻𝐴𝐵 = 𝑹𝑇
𝐴𝑖𝑷𝑖𝐵 = 𝐽𝑹𝑇

𝐴𝑖(𝑪𝑖 𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙) · 𝑭𝑇𝑗𝐵 + 𝐽𝑹𝑇
𝐴𝑖𝑝𝑎𝜹𝑖 𝑗𝑭

𝑇
𝑗𝐵 + 𝐽𝑹𝑇

𝐴𝑖𝑝𝑏𝜹𝑖 𝑗𝑭
𝑇
𝑗𝐵 (4.8)

𝑪𝐴𝐵 = 𝑭𝑇𝐴𝑗𝑭𝑗𝐵 = 𝑼2
𝐴𝐵 ; 𝐽−1 = det(𝑭−1

𝑖𝐵 ) (4.9)

𝑴𝐴𝐵 = 𝑪𝐴𝐿(𝐽𝑭−1
𝐿𝑖 (𝑪𝑖 𝑗𝑘𝑙𝜺𝑘𝑙) · 𝑭−𝑇

𝑗𝐵 + 𝐽𝑭−1
𝐿𝑖 𝑝𝑎𝜹𝑖 𝑗𝑭

−𝑇
𝑗𝐵 + 𝐽𝑭−1

𝐿𝑖 𝑝𝑏𝜹𝑖 𝑗𝑭
−𝑇
𝑗𝐵 ) (4.10)

Se escriben a continuación las leyes de conservación para la distribución de presiones de
poro de aire y agua respectivamente, en donde se incluyen ciertas funciones 𝑉1 y 𝑉2 representa-
tivas de ciertos comportamientos histeréticos que enmarcan las interacciones entre las presiones
de poro y el esqueleto elástico del medio. Se supone válida la ley de Darcy asociada al flujo de
presiones de poro.

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + (𝑱𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗 + 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑉1(𝑡 , 𝑝𝑤 , 𝑝𝑎) = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.11)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) + (𝑱𝑤𝑗 (®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼2𝑴
𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗 + 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑉2(𝑡 , 𝑝𝑤 , 𝑝𝑎) = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.12)

𝑉1, 𝑉2 — Lipschitz ; 𝜃𝑖 , 𝜃𝑖 , 𝛼𝑖 ∈ 𝑅+
0 ∀𝑖 = 1, 2 ; ℎ, ℎ ∈ 𝐿2(𝑅𝑘)

Las leyes de Darcy se escriben de la siguiente forma

𝑱𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑎
𝑖𝑗(𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑖 en 𝑅𝑘 (4.13)

𝑱𝑤𝑗 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑤
𝑖𝑗 (𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑖 en 𝑅𝑘 (4.14)

Las derivadas de las funciones𝑉1, 𝑉2, se expresan en la forma siguiente:

𝜕𝑡𝑉1(𝑡 , 𝑝𝑤 , 𝑝𝑎) = 𝜃2𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) ; 𝜕𝑡𝑉2(𝑡 , 𝑝𝑤 , 𝑝𝑎) = 𝜃2𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) (4.15)
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Finalmente, las leyes de conservación se escribirán:

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + (𝑱𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗 − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤 = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.16)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) + (𝑱𝑤𝑗 (®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼2𝑴
𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖 , 𝑗 + 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎) = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.17)

Sustituyendo en ellas las expresiones de Darcy obtenemos:

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑖𝑗(𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑖), 𝑗 + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗 − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤 = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.18)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑖𝑗 (𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑖), 𝑗 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖 , 𝑗 + 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎) = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.19)

La ley de conservación del momentum lineal para el medio poroelástico será:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝝈

𝑒 𝑓 𝑓
𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑖(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.20)

En términos del tensor efectivo tendremos:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝝈𝑒𝑗𝑘,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑘𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) =
= −𝑺(𝐸𝑠)

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺
∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)) en 𝑅𝑘 (4.21)

Finalmente sustituyendo la expresión del tensor elástico tendremos:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪(𝑒)

𝑗𝑘𝑚𝑙𝑢𝑚,𝑙𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑘𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) =

= −𝑺(𝐸𝑠)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)) en 𝑅𝑘 ; 𝑓𝑗 = 0 (4.22)

El sistema de ecuaciones de gobierno junto con las condiciones iniciales y de borde se escri-
ben para el medio poroelástico no saturado, con dos porosidades, y una inclusión en el esqueleto
sólido como se indica a continuación

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪(𝑒)

𝑗𝑘𝑚𝑙𝑢𝑚,𝑙𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑘𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) =

= −𝑺(𝐸𝑠)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)) en 𝑅𝑘 ; 𝜌 > 0 (4.23)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑘 𝑗(𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑘), 𝑗 + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑘 𝑗 ¤𝑢𝑘,𝑗 + 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(𝑥, 𝑡) = ℎ(𝑥, 𝑡) (4.24)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑖𝑗 (𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑖), 𝑗 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖 , 𝑗 − 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎) = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.25)

ℎ, ℎ ∈ 𝐿2(𝑅𝑘) ; 𝑲𝑎
𝑖𝑗 ,𝑲

𝑤
𝑖𝑗 ,𝑴

𝑎
𝑖𝑗 ,𝑴

𝑤
𝑖𝑗 ∈ 𝑉3×3 ; 𝛼1, 𝛼2, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑅+

0

Condiciones iniciales y de borde

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝜏))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝜏))3 (4.26)

𝑝𝑎(®𝑥, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝑯1
0 (𝐷𝜏) ; 𝑝𝑤(®𝑥, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝑯1

0 (𝐷𝜏) (4.27)
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Condiciones de borde mixtas

(−𝑪(𝑒)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝑘𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

; 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ1

= 𝑢 𝑗

���
𝜕Γ1

; 𝑢 𝑗(®𝑥, 𝑡) ∈ (𝐿2(𝜕Γ1))2 (4.28)

− 𝑲𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝑘 ¤𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑛 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 𝑞
���
𝜕Γ𝑖𝑛

; 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ1

= 0 (4.29)

(−𝑲𝑤
𝑗𝑘𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝑘 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝑞 ; 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 0 (4.30)

𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ1) ; 𝑞𝑚 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑖𝑛)

4.3 Caso poro-visco-elástico

Para el caso poro-viscoelástico (Mroginski, 2013), se introduce un tensor viscoelástico,
que es construido analógicamente, teniendo en mente la estructura del tensor elástico ya discutido
anteriormente

𝝈(𝑣)
𝑖 𝑗 (®𝑥, 𝑡) = 𝑪(𝑣)

𝑖 𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) ; 𝐶(𝑣)
𝑖 𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝜹𝑖 𝑗𝜹𝑘𝑙 + 𝜇(𝜹𝑖𝑘𝜹 𝑗𝑙 + 𝜹𝑖𝑙𝜹 𝑗𝑘)

𝜆, 𝜇 : Lame poro-viscoelásticos

Luego las ecuaciones constitutivas para este caso serán:

𝝈
𝑒 𝑓 𝑓
𝑖 𝑗 (®𝑥, 𝑡) = 𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝝈𝑣𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) (4.31)

𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪(𝑒)
𝑖 𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) ; 𝐶(𝑒)

𝑖 𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝜹𝑖 𝑗𝜹𝑘𝑙 + 𝜇(𝜹𝑖𝑘𝜹 𝑗𝑙 + 𝜹𝑖𝑙𝜹 𝑗𝑘) (4.32)

𝝈𝑣𝑖𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪(𝑣)
𝑖 𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) ; 𝑪(𝑣)

𝑖 𝑗𝑘𝑙 = 𝜆𝜹𝑖 𝑗𝜹𝑘𝑙 + 𝜇(𝜹𝑖𝑘𝜹 𝑗𝑙 + 𝜹𝑖𝑙𝜹 𝑗𝑘) (4.33)

𝜆, 𝜇 : Lame poro-elásticos ; 𝜆, 𝜇 : Lame poro-viscoelásticos

De manera simétrica se pueden introducir en la ley de Darcy, términos de viscosidad en la
forma:

𝑱𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡),𝑖 − 𝑲̃𝑎

𝑖𝑗 ¤𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡),𝑖 en 𝑅𝑘 (4.34)

𝑱𝑤𝑗 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑤
𝑖𝑗 (𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑖 − 𝑲̃𝑤

𝑖𝑗 ¤𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡),𝑖 en 𝑅𝑘 (4.35)

𝑲𝑎
𝑖𝑗 ,𝑲𝑖 𝑗

𝑎
,𝑲𝑤

𝑖𝑗 ,𝑲
𝑤
𝑖𝑗 ∈ 𝑉3×3

𝑲𝑎
𝑖𝑗 ,𝑲𝑖 𝑗

𝑎
,𝑲𝑤

𝑖𝑗 ,𝑲
𝑤
𝑖𝑗 son matrices simétricas, definidas positivas con normas pertenecientes

a algún espacio de Banach convenientemente definido.

Las ecuaciones de conservación para las porosidades son ahora:

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑗𝑘(𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑘), 𝑗 − (𝑲̃𝑎

𝑗𝑘 ¤𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑘+
+ 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝑘 ¤𝑢𝑗 ,𝑘 + 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤 = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.36)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑗𝑘(𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑖), 𝑗 − (𝑲̃𝑤

𝑗𝑘 ¤𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑘+
+ 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗 − 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎) = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.37)

Juan Carlos Barreto [83]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

De acuerdo con Dormieux et al. (2006), ℎ(𝑥, 𝑡) y ℎ(𝑥, 𝑡) expresan fuerzas impulsoras ge-
neralizadas que provienen de las inhomogeneidades existentes

ℎ(𝑥, 𝑡) = −(𝑺(𝐸𝑠)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 ; ℎ(𝑥, 𝑡) = −(𝑺(𝐸𝑠)

𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺
∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 (4.38)

De manera que el nuevo modelo poroviscoelástico es:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪(𝑒)

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑚,𝑙𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑪(𝑣)
𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑚,𝑙𝑘(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝑘𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.39)

Sistema de ecuaciones para las presiones de poro

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑗𝑘(𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑘), 𝑗 − (𝑲̃𝑎

𝑗𝑘( ¤𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑘),𝐽+
+ 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝑘 ¤𝑢𝑗 ,𝑘 − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤 = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.40)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑘𝑗(𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑖), 𝑗 − (𝑲̃𝑤

𝑘𝑗( ¤𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑘), 𝑗+
+ 𝛼2𝑴

𝑤
𝑘𝑗 ¤𝑢𝑗,𝑘 − 𝜃2𝜕𝑡𝑝𝑎 = ℎ(𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (4.41)

ℎ, ℎ ∈ 𝐿2(𝑅𝑘) ; 𝑲𝑎
𝑖𝑗 ,𝑲

𝑤
𝑖𝑗 , 𝑲̃

𝑎
𝑖𝑗 , 𝑲̃

𝑤
𝑖𝑗 ,𝑴

𝑎
𝑖𝑗 ,𝑴

𝑤
𝑖𝑗 ∈ 𝑉3×3

𝛼1, 𝛼2, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑅+
0 ; 𝑓𝑗 ∈ (𝐿2(𝑅𝑘))3

Las matrices son simétricas y definidas positivas

𝑲𝑎
𝑖𝑗 = 𝑲𝑎

𝑗𝑖 ,𝑲
𝑤
𝑖𝑗 = 𝑲𝑤

𝑗𝑖 , 𝑲̃
𝑎
𝑖𝑗 = 𝑲̃𝑎

𝑗𝑖 , 𝑲̃
𝑤
𝑖𝑗 = 𝑲̃𝑤

𝑗𝑖 ,𝑴
𝑎
𝑖𝑗 = 𝑴 𝑎

𝑗𝑖 ,𝑴
𝑤
𝑖𝑗 = 𝑴𝑤

𝑗𝑖

𝑲𝑎
𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 > 𝑎0𝜉𝑖𝜉𝑖 ; 𝑲̃𝑎

𝑖𝑗
¤𝜉𝑖 ¤𝜉𝑗 > 𝑏0

¤𝜉𝑖 ¤𝜉𝑖 ; 𝑲𝑤
𝑖𝑗𝜂𝑖𝜂 𝑗 > 𝑐0𝜂𝑖𝜂𝑖 ; 𝑲̃𝑤

𝑖𝑗 ¤𝜂𝑖 ¤𝜂 𝑗 > 𝑑0 ¤𝜂𝑖 ¤𝜂𝑖
𝑴 𝑎
𝑖𝑗𝜒𝑖𝜒𝑗 > 𝑒0𝜒𝑖𝜒𝑖 ; 𝑴𝑤

𝑖𝑗 𝜒𝑖𝜒 𝑗 > 𝑞0𝜒𝑖𝜒𝑖

𝑎0, 𝑏0, 𝑐0, 𝑑0, 𝑒0, 𝑞0 ∈ 𝑅+
0

𝜉𝑖 ∈ 𝐹(𝑲𝑎
𝑖𝑗), ¤𝜉𝑖 ∈ 𝐹(𝑲̃𝑎

𝑖𝑗), 𝜂𝑖 ∈ 𝐹(𝑲𝑤
𝑖𝑗 ), ¤𝜂𝑖 ∈ 𝐹(𝑲̃𝑤

𝑖𝑗 ), 𝜒𝑖 ∈ 𝐹(𝑴 𝑎
𝑖𝑗), 𝜒𝑖 ∈ 𝐹(𝑴𝑤

𝑖𝑗 )

Condiciones iniciales

𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝜏))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝜏))3 (4.42)

𝑝𝑎(®𝑥, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝜏) ; 𝑝𝑤(®𝑥, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝜏) (4.43)

Condiciones de borde de mixtas para los campos de desplazamientos y los de porosidad
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respectivos

(−𝑪(𝑒)
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑪(𝑣)

𝑗𝑘𝑙𝑚 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎 + 𝛼2𝑴

𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑤)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑗

���
𝜕Γ1

(4.44)

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑢 𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑢 𝑗 ∈ (𝐿2(𝜕Γ1))2 ; 𝒕 𝑗 ∈ (𝐿2(𝜕Γ1))2 (4.45)

(−𝑲𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘 ¤𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝑞
���
𝜕Γ1

(4.46)

(−𝑲𝑤
𝑗𝑘𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴
𝑤
𝑗𝑘 ¤𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛 𝑗

���
𝜕Γ1

= 𝑞
���
𝜕Γ1

(4.47)

𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ1) ; 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ1) ; 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 0 ; 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 0 (4.48)

𝛼1, 𝛼2, 𝛼1, 𝛼
′
2 ∈ 𝑅+

0 ; 𝑓𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ; 𝒕 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))3 ; ℎ, ℎ ∈ 𝐿2(𝑅𝑘)

4.4 Problema poroelastodinámico en la representación lagrangiana con fuerzas
configuracionales

Además de las fuerzas newtonianas estándar de la mecánica del continuo clásica, (Gur-
tin, 2000) se ocupa de un nuevo tipo de fuerzas de distancia y contacto, que él denomina “con-
figuracionales”; otros nombres propuestos para este último son “material” (Maugin, 1993) y, más
recientemente, “Eshelbiana”, de modo que se pueden, formar los pares coherentes: estándar/con-
figuracional (o estándar/material) y newtoniano/eshelbiano.

Las fuerzas estándar están relacionadas con la posición espacial y la forma de un cuerpo
en el momento actual; son observables en el sentido de que realizan trabajo cuando cambia la
posición y/o la forma del sólido. Para estudiar los efectos de las fuerzas estándar sobre los sólidos,
los observadores actuales encuentran conveniente comparar la posición y la forma actuales de un
cuerpo, con alguna referencia fija. Una forma de derivar la ley de equilibrio que las fuerzas estándar
deben obedecer es establecer el requisito de que su acción, en cualquier parte del cuerpo, sea
invariante bajo traslaciones de los observadores actuales.

Las fuerzas configuracionales se consideran como acciones que alteran la geometría del
defecto, más precisamente, están relacionadas con las estructuras materiales de un cuerpo (Gur-
tin, 2000). Las estructuras materiales pueden ser: una textura cristalina dada (una disposición de
átomos en una red); frentes de solidificación, inclusiones, vacancias, dislocaciones y grietas. Estas
estructuras pueden evolucionar por acreción, o transferencia de material. (Podio-Guidugli, 2002)

Las fuerzas configuracionales son observables en el sentido de que realizan trabajo cuan-
do cualquiera de estas estructuras materiales evoluciona en el tiempo. Para estudiar las fuerzas
configuracionales, los observadores referenciales comparan las formas de los materiales, indepen-
dientemente de la deformación y el movimiento, en la configuración no deformada. A continuación,
y en términos del trabajo de Maugin y Trimarco (1992), escribimos un conjunto de problemas poro-
micromecánicos utilizando el formalismo configuracional o material (Mariano, 2020)

Ecuaciones de movimiento

Campo de desplazamiento lagrangiano configuracional, en función del primer tensor de Piola-
Kirchhoff

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) − 𝑷𝑗𝐴,𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎,𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤,𝐴( ®𝑋, 𝑡) =
− 𝑺𝐸𝑗𝐴𝑘𝐵(𝜺∗𝑘,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 (4.49)
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Condición de hiperbolicidad fuerte

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) − 𝑷𝑗𝐴,𝐴 > 0

Campo de porosidades en la formulación lagrangiana en la configuración no deformada

Poro de aire:

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝛼1𝑴 𝑎

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗,𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) = 0 (4.50)

Condición de parabolicidad fuerte

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 > 0

Poro de agua

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝛼1𝑴𝑤

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗,𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) = 0 (4.51)

Condición de parabolicidad fuerte

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 > 0

Condiciones iniciales

𝑥 𝑗( ®𝑋, 0) = 𝑥0
𝑗 / 𝑥0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑥 𝑗( ®𝑋, 0) = 𝑣0

𝑗 / 𝑣0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (4.52)

𝑝𝑎( ®𝑋, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑤( ®𝑋, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘) (4.53)

Condición de consistencia termodinámica

𝜌0(𝜕𝜼𝑒(𝑭 , 𝜼) − 𝑝𝑎(𝑋, 𝑡)) ¤𝜼 + 𝜌0(𝜕𝜼𝑒(𝑭 , 𝜼) − 𝑝𝑤(𝑋, 𝑡)) ¤𝜼+
+ (𝑱𝑎𝐵(𝑋, 𝑡)/𝑝𝑎)(𝑲𝑎

𝐵𝐴𝑝𝑎,𝐴) + (𝑱𝑤𝐵 (𝑋, 𝑡)/𝑝𝑤)(𝑲𝑤
𝐵𝐴𝑝𝑤,𝐴)+

+ (𝜌0𝜕𝜼𝑒(𝑭 , 𝜼 − 𝐽−1𝑷𝑗𝐴) : ¤𝑭𝐴𝑗 ≥ 0 (4.54)

Condiciones de contorno en la interface inclusión micromecánica-matriz

(−𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+ 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

=

= −𝑺𝐸𝑗𝐴𝑘𝐵(𝜺∗𝑘,𝐵( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

(4.55)

(−𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡) + 𝑴 𝑎
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡))𝑛̂𝑎

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (4.56)

(−𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡) + 𝑴𝑤
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡))𝑛̂𝑎

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (4.57)
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Condiciones de contorno sobre la superficie exterior de la matriz

(−𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼2𝑴𝑤

𝑖𝐴𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

(4.58)

(−𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡) + 𝑴 𝑎
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡))𝑛̂𝑎

���
𝜕Γ1

= 0 (4.59)

(−𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡) + 𝑴𝑤
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡))𝑛̂𝑎

���
𝜕Γ1

= 0 (4.60)

Definimos la función de Green de la forma
𝜌0𝜕

2
𝑡 𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − 𝑔𝑗𝑘,𝐴𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡) = 𝜹 𝑗𝑘(𝜹(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (1/𝑉)) (4.61)

𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋, 0) = 0 (4.62)

− 𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 ; −𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

= 0 (4.63)

Y encontramos la representación integral siguiente

𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0) − 𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0)}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′){𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)}}}+

+
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝑥𝑘( ®𝑋′, 𝑡)𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′))𝑛̂𝐴 − (

𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡′)
)
𝑛𝐴 =

= −
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺∗𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)

}
−

− 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) +
〈
𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)

〉
(4.64)

Donde hemos impuesto la condición∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘,𝐴𝑷𝑘𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′) − 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡),𝐴𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)}} (4.65)

La representación anterior está referida al problema de Neumann, tendremos, con la defini-
ción de la función de Green dada precedentemente

𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) =
〈
𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)

〉 − ∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺∗𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋, 𝑡)

}
−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′){𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)}}}+

+ 𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)

}+
+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡−𝑡′)(𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)+𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛𝐴+

+
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+

+ 𝛼2𝑴
𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛𝐴 (4.66)
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Y se añade la condición de resolubilidad siguiente∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 (𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 =

=
∭

𝑉
𝑑𝑉 𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺

∗
𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) (4.67)∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 = 0 (4.68)

Se propone ahora una técnica análoga a la desarrollada precedentemente, a efectos de ob-
tener representaciones analíticas se las soluciones asociadas ahora, a los campos de porosidades.
Definimos las funciones de Green de la forma siguiente

Para el poro de aire

− 𝜃𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑎(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴 =

= 𝜹(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (1/𝑉) ; 𝑔(Δ ®𝑋,−𝑇) = 0 (4.69)

− (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (4.70)

− (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

= 0 (4.71)

Para el poro de agua

− 𝜃𝑤𝜕𝑡 𝑔𝑤(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴 =

= 𝜹(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (1/𝑉) ; 𝑔(Δ ®𝑋,−𝑇) = 0 (4.72)

− (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (4.73)

− (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

= 0 (4.74)

Utilizando de nuevo, el segundo teorema de Green, obtenemos la representación integral
siguiente para ambas porosidades

𝜃𝑎

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑝𝑎( ®𝑋′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑝𝑎( ®𝑋′, 𝑡′)𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑔,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑝𝑎( ®𝑋′, 𝑡′)𝑲𝑎
𝐴𝐵 ¤𝑔,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑲𝑎
𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴 =

= −𝛼1

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑴 𝑎

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗,𝐴( ®𝑋, 𝑡)+

+ 𝜃𝑎

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝜕𝑡′𝑝𝑎( ®𝑋′, 𝑡′) − 𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) (4.75)
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𝜃𝑤

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑝𝑤( ®𝑋′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑝𝑤( ®𝑋′, 𝑡′)𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑔𝑤,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑝𝑤( ®𝑋′, 𝑡′)𝑲𝑤
𝐴𝐵 ¤𝑔𝑤,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑲𝑤
𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑛̂𝐴 =

= −𝛼2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑴𝑤

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗 ,𝐴( ®𝑋, 𝑡)+

+ 𝜃𝑤

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝜕𝑡′𝑝𝑤( ®𝑋′, 𝑡′) − 𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) (4.76)

Para el problema de Neumann tendremos

𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) =
〈
𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)

〉 − 𝛼1

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑴 𝑎

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗 ,𝐴( ®𝑋, 𝑡)+

+ 𝜃𝑎

∭
𝑉
𝑑𝑉𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝜕𝑡′𝑝𝑎( ®𝑋′, 𝑡′) − 𝜃𝑎

∭
𝑉
𝑑𝑉𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑝𝑎( ®𝑋′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)) 𝑛̂𝐴+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)) 𝑛̂𝐴 (4.77)

𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) =
〈
𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)

〉 − 𝛼2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑴𝑤

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗,𝐴( ®𝑋, 𝑡)+

+𝜃𝑎
∭

𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡− 𝑡′)𝜕𝑡′𝑝𝑤( ®𝑋′, 𝑡′)−𝜃𝑤

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡− 𝑡′)𝑝𝑤( ®𝑋′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)) 𝑛̂𝐴+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)) 𝑛̂𝐴 (4.78)

Finalmente, el sistema de ecuaciones integrales representativa de las soluciones, a las que
denominamos semi-analíticas es el siguiente:

Representación integral de la solución asociada al campo de desplazamiento lagran-
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giano 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡):

𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) =
〈
𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)

〉 − ∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑺𝐸𝑠𝑘𝐴𝑛𝐵𝜺∗𝑛𝐵,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)

}
−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′){𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)}}} +

+ 𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)

}
+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡−𝑡′)(𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)+𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛𝐴+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡−𝑡′)(𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)+𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛𝐴

(4.79)

Representación integral de la solución asociada al campo de presiones de poro de
aire 𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)

𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) =
〈
𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)

〉 − 𝛼1

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑴 𝑎

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗,𝐴( ®𝑋, 𝑡)+

+ 𝜃𝑎

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝜕𝑡′𝑝𝑎( ®𝑋′, 𝑡′) − 𝜃𝑎

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑝𝑎( ®𝑋′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛̂𝐴+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑎( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛̂𝐴 (4.80)

Representación integral de la solución asociada al campo de presiones de poro de
agua 𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)

𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) =
〈
𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)

〉 − 𝛼2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑴𝑤

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗 ,𝐴( ®𝑋, 𝑡)+

+𝜃𝑎
∭

𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡− 𝑡′)𝜕𝑡′𝑝𝑤( ®𝑋′, 𝑡′)−𝜃𝑤

∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡− 𝑡′)𝑝𝑤( ®𝑋′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛̂𝐴+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 𝑔𝑤( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′)𝑛̂𝐴 + 𝑲𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛̂𝐴 (4.81)

Condiciones de resolubilidad del problema de Neumann∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)𝑛̂𝐴 = 0 (4.82)∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)𝑛̂𝐴 = 0 (4.83)
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𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆 (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)𝑛̂𝐴 = 0 (4.84)∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆 (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)𝑛̂𝐴 = 0 (4.85)

Condiciones de integrabilidad∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑎,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑲𝑎

𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′) =

=
∭

𝑉
𝑑𝑉 𝑝,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)𝑲𝑎

𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑤,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑲𝑎

𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋′, 𝑡′) =∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑝𝑤,𝐴( ®𝑋′, 𝑡′)𝑲𝑤

𝐴𝐵𝑔𝑤,𝐵( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)

El sistema de ecuaciones para el análisis del fenómeno de consolidación se escribirá de la
siguiente forma

− ¤𝑷𝑗𝐴,𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝐴 ¤𝑝𝑎,𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝐴 ¤𝑝𝑤,𝐴( ®𝑋, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑗𝐴𝑘𝐵(𝜺∗𝑘,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 (4.86)

Campo de porosidades

Poro de aire:

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝛼1𝑴 𝑎

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗,𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) = 0 (4.87)

Poro de agua

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝛼1𝑴𝑤

𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗,𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) = 0 (4.88)

Condiciones iniciales

𝑥 𝑗( ®𝑋, 0) = 𝑥0
𝑗 / 𝑥0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 (4.89)

𝑝𝑎( ®𝑋, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑤( ®𝑋, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘) (4.90)

Condiciones de contorno

(− ¤𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴( ¤𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼2𝑴𝑤

𝑖𝐴 ¤𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

(4.91)

(−𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡) + 𝑴 𝑎
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡))𝑛̂𝑎

���
𝜕Γ1

= 0 (4.92)

(−𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡) + 𝑴𝑤
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡))𝑛̂𝑎

���
𝜕Γ1

= 0 (4.93)

Estos operadores se denominan tasa-independientes, y son un ejemplo de operadores parabólicos
completamente degenerados (Showalter, 1997, 2005)
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CAPÍTULO 5

Micromecánica configuracional Aplicada al sistema de Biot en la
Formulación de Segundo Gradiente

«...Fluctuat nec mergitur...»
Lema de Lutetia

Resumen y objetivos:

Se formula el problema micromecánico configuracional aplicado al sistema (𝑢𝑖 , 𝑝𝑤 , 𝑝𝑎) de Biot,
concretándose así lo declarado en el título de esta tesis.

• Formular consistentemente el problema dinámico micro-poroelástico, en la formulación de
Biot, en la configuración no deformada, es decir, conteniendo fuerzas configuracionales con
la notación de Maugin y Trimarco (1992); Maugin (1992).

5.1 Consideraciones previas respecto del marco teórico a desarrollar

Se desarrolla un modelo micromecánico configuracional de Biot, con dos porosidades en el
referencial no deformado , en términos de del primer tensor de Piola-Kirchoff (Maugin, 2011), con
condiciones de borde tipo Neumann y consistencia termodinámica (Mindlin y Eshel, 1968), (Mindlin
y Tiersten, 1962), (Polizzotto, 2012).

Ecuaciones de movimiento

Campo de desplazamiento microelástico configuracional, en función del primer tensor de Piola-
Kirchhoff (Maugin, 1993, 1995), (Askes y Aifantis, 2011)

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑥𝑖( ®𝑋, 𝑡) − 𝑏2

𝜇(𝜕2
𝑡 𝑥𝑖( ®𝑋, 𝑡)),𝐴𝐴 − 𝑷𝑗𝐴,𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜕𝑡𝑷𝑗𝐴,𝐴( ®𝑋, 𝑡)+

+ 𝑙2𝜇(𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 + 𝑙2𝜇𝜕𝑡(𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑃𝑎( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+

+ 𝛼2𝑴
𝑤
𝑖𝐴(𝑃𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − 𝑙2𝜇𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝐴(𝑃𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴−

− 𝑙2𝜇𝛼2𝑴
𝑤
𝑖𝐴(𝑃𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 = −𝑺𝐸𝑖𝐴𝑗𝐵(𝜺∗𝑗,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 + 𝑺𝐸𝑖𝐴𝑗𝐵((𝜺∗𝑗,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐵),𝐴 (5.1)

Campo de porosidades en la formulación de segundo gradiente en la configuración no deformada

Poro de aire

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑎,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝑙2𝑎(𝑲𝑎

𝐴𝐵(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐵),𝐴 + 𝑙2𝑎(𝑲̃𝑎
𝐴( ¤𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐵),𝐴 + 𝑴 𝑎

𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐴−
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− 𝑙2𝑎𝑴 𝑎
𝑖𝐴( ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐾𝐾),𝐴 − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝑎𝜃𝑎(𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)),𝐴𝐴 = 0 (5.2)

Poro de agua

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑝𝑤,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝑙2𝑤(𝑲𝑤

𝐴𝐵(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐵),𝐴 + 𝑙2𝑤(𝑲̃𝑤
𝐴𝐵( ¤𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖),𝐴 + 𝑴𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐴−
− 𝑙2𝑤𝑴𝑤

𝐴𝐵( ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐾𝐾),𝐴 − 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝑤𝜃𝑤(𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)),𝐴𝐴 = 0 (5.3)

Condición de consistencia termodinámica

𝜌0
(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)

) ¤𝜂 + 𝜌0
(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)

) ¤𝜂+
+ (𝑱𝑎𝐴(®𝑥, 𝑡)/𝑝𝑎)(𝑴 𝑎

𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐵 − 𝑙2𝑎(𝑴 𝑎
𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐾𝐾),𝐵)+

+ (𝑱𝑤𝐴 (®𝑥, 𝑡)/𝑝𝑤)(𝑴𝑤
𝐴𝐵𝑝𝑤,𝐵 − 𝑙2𝑤(𝑴𝑤

𝐴𝐵𝑝𝑎,𝐾𝐾),𝐵)+
+ (𝜌0𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝐽−1𝑷𝑖𝐴) : ¤𝑭𝐴𝑖 ≥ 0 (5.4)

Condiciones iniciales

𝑥𝑖( ®𝑋, 0) = 𝑥0
𝑖 / ∈ (𝑯1

0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑥𝑖( ®𝑋, 0) = 𝑣0
𝑖 / 𝑣0

𝑖 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))2 (5.5)

𝑥𝑖( ®𝑋, 0)
���
𝜕Π

= 𝑥0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑥0
𝑖

���
𝜕Π

∈ (𝑯1
0 (𝜕Π))2 (5.6)

(𝜕𝑡𝑥𝑖( ®𝑋, 0)),𝐴𝑛̂𝐴
���
𝜕Π

= 𝑣0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑣0
𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Π))2 (5.7)

𝑝𝑎( ®𝑋, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑤( ®𝑋, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘)) (5.8)

Condiciones de contorno en la interface inclusión micromecánica-matriz

(−𝑷𝑖𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜕𝑡𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝜇(𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (𝑙2𝜇𝜕𝑡(𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (−𝑙2𝜇𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 − 𝑙2𝜇𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

=

= −𝑺𝐸𝑖𝐴𝑗𝐵(𝜺∗𝑗,𝐵( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+ 𝑺𝐸𝑖𝐴𝑗𝐵((𝜺∗𝑗 ,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐵)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

(5.9)

(−𝑲𝑎
𝑖𝐴𝑝𝑎,𝑖( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑖𝐴 ¤𝑝𝑎,𝑖( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝑎𝑲𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖)𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (𝑙2𝑎(𝑲̃𝑎
𝑖𝐴( ¤𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖) + 𝑴 𝑎

𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡) − 𝑙2𝑎𝑴 𝑎
𝑖𝐴( ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐾𝐾))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝑙2𝑎𝜃𝑎(𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)),𝐴𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (5.10)

(−𝑲𝑤
𝑖𝐴𝑝𝑤,𝑖( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑖𝐴 ¤𝑝𝑤,𝑖( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝑤𝑲𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖)𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (𝑙2𝑤(𝑲̃𝑤
𝑖𝐴( ¤𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖) + 𝑴𝑤

𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡) − 𝑙2𝑤𝑴𝑤
𝑖𝐴( ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐾𝐾))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝑙2𝑤𝜃𝑤(𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)),𝐴𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (5.11)
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Condiciones de contorno sobre la superficie exterior de la matriz

− 𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜕𝑡𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝜇(𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (𝑙2𝜇𝜕𝑡(𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (−𝑙2𝜇𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 − 𝑙2𝜇𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑖

���
𝜕Γ1

(5.12)

(−𝑲𝑎
𝑖𝐴𝑝𝑎,𝑖( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑖𝐴 ¤𝑝𝑎,𝑖( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝑎𝑲𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖)𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

+
+ (𝑙2𝑎(𝑲̃𝑎

𝑖𝐴( ¤𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖) + 𝑴 𝑎
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡) − 𝑙2𝑎𝑴 𝑎

𝑖𝐴( ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐾𝐾))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

+
+ 𝑙2𝑎𝜃𝑎(𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)),𝐴𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

= 0 (5.13)

(−𝑲𝑤
𝑖𝐴𝑝𝑤,𝑖( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑖𝐴 ¤𝑝𝑤,𝑖( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝑤𝑲𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖)𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

+
+ (𝑙2𝑤(𝑲̃𝑤

𝑖𝐴( ¤𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝑖) + 𝑴𝑤
𝑖𝐴 ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡) − 𝑙2𝑤𝑴𝑤

𝑖𝐴( ¤𝑥𝑖(𝑋, 𝑡),𝐾𝐾))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

+
+ 𝑙2𝑤𝜃𝑤(𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)),𝐴𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

= 0 (5.14)

Definimos la función de Green micromecánica en la forma siguiente:

𝜌0𝜕
2
𝑡 𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − 𝑏2

𝜇(𝜕2
𝑡 𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴𝐴 − 𝑔𝑗𝑘,𝐴𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡)−

− ¤𝑔𝑗𝑘,𝐴𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡) + 𝑙2𝜇((𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝐾𝐾),𝐴+
+ 𝑙2𝜇((𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝐾𝐾),𝐴 = 𝜹 𝑗𝑘(𝜹(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (1/𝑉)) (5.15)

Y utilizando el tercer teorema de Green tenemos la representación integral siguiente:

𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0) − 𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0)}+

+𝑏2
𝜇

∯
𝜕Π
𝑑𝑆(𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡))𝑛̂𝐴−𝑏2

𝜇

∯
𝜕Π
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡)(𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)),𝐴+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡)𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋, 𝑡)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡) ¤𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋, 𝑡) ¤𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+

+ 𝑙2𝜇
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘(𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡)),𝐾𝐾 − 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡)(𝑔𝑗𝑘,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴)𝑛̂𝐴+

+ 𝑙2𝜇
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ¤𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡)),𝐾𝐾 − 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡)( ¤𝑔𝑗𝑘,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴)𝑛̂𝐴 =

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑘( ®𝑋′, 𝑡)

}
− 𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) +

〈
𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)

〉
(5.16)
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Donde

𝐽𝑗 = −𝑔𝑗𝑘𝑺𝐸𝑘𝐴𝑛𝐵(𝜺∗𝑛,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 + 𝑔𝑗𝑘𝑺
𝐸
𝑘𝐴𝑛𝐵((𝜺∗𝑛,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐵),𝐴−

− 𝛼1𝑔𝑗𝑘𝑴
𝑎
𝑘𝐴(𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 + 𝛼2𝑔𝑗𝑘𝑴

𝑤
𝑘𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+

+ 𝑙2𝜇𝛼1𝑔𝑗𝑘𝑴
𝑎
𝑘𝐴(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 + 𝑙2𝜇𝛼2𝑔𝑗𝑘𝑴

𝑤
𝑘𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 (5.17)

Donde hemos impuesto las condiciones de integrabilidad siguientes∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘,𝐴𝑷𝑘𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)−

− 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡),𝐴𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)}} = 0 (5.18)∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘,𝐴 ¤𝑷𝑘𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)−

− 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡),𝐴 ¤𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)}} = 0 (5.19)∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘,𝐴𝑷𝑘𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)−

− 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡),𝐴(𝑔𝑗𝑘,𝐾𝐾( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)),𝐴
}}

= 0 (5.20)∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑔𝑗𝑘,𝐴 ¤𝑷𝑘𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)−

− 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡),𝐴( ¤𝑔𝑗𝑘,𝐾𝐾( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)),𝐴
}}

= 0 (5.21)

La representación semi-analítica de la solución, asociada a los campos lagrangianos, para
el problema mixto se escribirá:

𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑘( ®𝑋′, 𝑡′)

}
+

+ 𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)

}
−

− 𝑏2
𝜇

∯
𝜕Π
𝑑𝑆(𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝑏2

𝜇

∯
𝜕Π
𝑑𝑆 (𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)),𝐴+

+
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛𝐴 − 𝑥𝑘( ®𝑋′, 𝑡)𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′))𝑛̂𝐴−

−
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆(𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡)𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋, 𝑡)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴−

−
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆(𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡) ¤𝑔𝑗𝑘,𝐴(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋, 𝑡) ¤𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴−

− 𝑙2𝜇
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘(𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡)),𝐾𝐾 − 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡)(𝑔𝑗𝑘,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴)𝑛̂𝐴−

− 𝑙2𝜇
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘( ¤𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡)),𝐾𝐾 − 𝑥𝑘( ®𝑋, 𝑡)( ¤𝑔𝑗𝑘,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴)𝑛̂𝐴 (5.22)
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Para el problema de Neumann tendremos:

𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡) =
〈
𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)

〉 + ∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉
𝑑𝑉 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑘( ®𝑋′, 𝑡′)

}
+

+ 𝜌0

∭
𝑉
𝑑𝑉

{
𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 0) − 𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡)𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋, 0)

}
−

−𝑏2
𝜇

∯
𝜕Π
𝑑𝑆(𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)𝑔𝑗𝑘,𝐴( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡))𝑛̂𝐴+𝑏2

𝜇

∯
𝜕Π
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘( ®𝑋− ®𝑋′, 𝑡)(𝜕𝑡𝑥𝑘( ®𝑋′, 0)),𝐴)𝑛̂𝐴+

+
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘( ®𝑋 − ®𝑋′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋′, 𝑡′))𝑛𝐴 +

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘( ®𝑋, 𝑡)𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡))𝑛𝐴+

+
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘(Δ ®𝑋,Δ𝑡) ¤𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 − 𝑙2𝜇

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘(𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡)),𝐾𝐾)𝑛̂𝐴−

− 𝑙2𝜇
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆(𝑔𝑗𝑘( ¤𝑷𝑘𝐴( ®𝑋, 𝑡)),𝐾𝐾)𝑛̂𝐴 (5.23)

Las condiciones de resolubilidad serán:∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆(−𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) − ¤𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+

+ 𝑙2𝜇
∯

𝜕Γ1

𝑑𝑆( ¤𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝐴𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+

+ 𝛼2𝑙
2
𝜇

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆𝑴𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 − 𝑙2𝜇𝛼1

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆𝑴 𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴−

− 𝑙2𝜇𝛼2

∯
𝜕Γ1

𝑑𝑆𝑴𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 = 0 (5.24)∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆(−𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) − ¤𝑷𝑗𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+

+ 𝑙2𝜇
∯

𝜕Γ𝑖𝑛
𝑑𝑆( ¤𝑷𝑗𝐴,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝐴𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴+

+ 𝛼2𝑙
2
𝜇

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆𝑴𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 − 𝑙2𝜇𝛼1

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆𝑴 𝑎
𝑖𝐴(𝑝𝑎,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴−

− 𝑙2𝜇𝛼2

∯
𝜕Γ𝑖𝑛

𝑑𝑆𝑴𝑤
𝑖𝐴(𝑝𝑤,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴 = −

∭
𝑉
𝑑𝑉𝑺𝐸𝑖𝐴𝑗𝐵(𝜺∗𝑗,𝐵( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+

+ −𝑙2𝜇
∭

𝑉
𝑑𝑉𝑺𝐸𝑖𝐴𝑗𝐵((𝜺∗𝑗 ,𝐾𝐾( ®𝑋, 𝑡)),𝐵),𝐴 (5.25)

Para el poro de aire se plantea una función de Green que deberá satisfacer el siguiente
problema de condiciones iniciales y de borde

− 𝜃𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑎(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴+
+ 𝑙2𝑎𝑲𝑎

𝐴𝐵(𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵),𝐴 + 𝑙2𝑎 𝑲̃𝑎
𝐴𝐵( ¤𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵),𝐴 =

= 𝜹(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (1/𝑉) ; 𝑔𝑎(Δ ®𝑋,−𝑇) = 0 (5.26)

(−𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝑙2𝑎(𝑲𝑎
𝐴𝐵(𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵 + 𝑙2𝑎(𝑲̃𝑎

𝐴𝐵( ¤𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (5.27)
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(−𝑲𝑎
𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑎

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

+
+ 𝑙2𝑎(𝑲𝑎

𝐴𝐵(𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵 + 𝑙2𝑎(𝑲̃𝑎
𝐴𝐵( ¤𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵)𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

= 0 (5.28)

Análogamente para el poro de agua

− 𝜃𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑤(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴 − (𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐴+
+ 𝑙2𝑤𝑲𝑤

𝐴𝐵(𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵),𝐴 + 𝑙2𝑎 𝑲̃𝑤
𝐴𝐵( ¤𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵),𝐴 =

= 𝜹(Δ ®𝑋,Δ𝑡) − (1/𝑉) ; 𝑔𝑤(Δ ®𝑋,−𝑇) = 0 (5.29)

(−𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝑙2𝑎(𝑲𝑤
𝐴𝐵(𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵 + 𝑙2𝑎(𝑲̃𝑤

𝐴𝐵( ¤𝑔𝑤,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵)𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (5.30)

(−𝑲𝑤
𝐴𝐵𝑔𝑎,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡)) − 𝑲̃𝑤

𝐴𝐵 ¤𝑔𝑤,𝐵(Δ ®𝑋,Δ𝑡))𝑛̂𝐴
���
𝜕Γ1

+
+ 𝑙2𝑎(𝑲𝑤

𝐴𝐵(𝑔𝑎,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵 + 𝑙2𝑤(𝑲̃𝑤
𝐴𝐵( ¤𝑔𝑤,𝐾𝐾(Δ ®𝑋,Δ𝑡)),𝐵)𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

= 0 (5.31)

5.2 Sistema de Biot Micro-poromecánico configuracional en la formulación de segundo
gradiente

Sistema de Biot Microporomecánico configuracional en la formulación de segundo gradiente
con dos porosidades, vacíos y consistencia termodinámica en el referencial deformado (Dormieux
et al., 2006).

La densidad de lagrangiano para el problema poro-visco-elastodinámico en la formulación
de segundo gradiente en un medio con microestructuras (Ver Apéndice C)

ℒ(𝑢𝑗 , 𝑢𝑗,𝑘 , 𝜕𝑡𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ,𝑘 , ®𝑥, 𝑡) =
=
{(1/2)𝜌(𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))2 − (1/2)𝜌𝑙21((𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))2),𝑘𝑘 − (1/2)𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)+
+ (1/2)𝑙21{∇̂2𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚∇̂2𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)} + (1/2)𝑣 𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)−

− (1/2)𝑙21{∇̂2 ¤𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚∇̂2 ¤𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)} − 𝑎1𝑴

𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙21∇̂2)𝑝𝑎,𝑘𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)−

− 𝑎2𝑴
𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙21∇̂2)𝑝𝑤,𝑘𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘)𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

}+
+ {

𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)−
− (1/2)𝑲𝑎

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝑲𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡)−

− (1/2)𝑲̃𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) ¤𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝑲̃𝑤

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) ¤𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝑎1𝑴

𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑢𝑗 ,𝑘𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑎2𝑴

𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑘𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − 𝜏𝐻(𝑝𝑎 , 𝑝𝑤)

}
(5.32)

La acción asociada a la densidad de lagrangiano anterior es

𝑆 =
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{(1/2)𝜌(𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))2 − (1/2)𝜌𝑙21((𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡))2),𝑘𝑘−
− (1/2)𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)+
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+ (1/2)𝑙21{∇̂2𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚∇̂2𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)} + (1/2)𝑣 𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑣𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)−
− (1/2)𝑙21{∇̂2 ¤𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚∇̂2 ¤𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)} − 𝑎1𝑴
𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙21∇̂2)𝑝𝑎,𝑘𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)−

− 𝑎2𝑴
𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙21∇̂2)𝑝𝑤,𝑘𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘)𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

}}+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{
𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)−

− (1/2)𝑲𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝑲𝑤

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡)−
− (1/2)𝑲̃𝑎

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡) ¤𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝑲̃𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) ¤𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝑎1𝑴
𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑘𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑎2𝑴

𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑢𝑗 ,𝑘𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − 𝜏𝐻(𝑝𝑎 , 𝑝𝑤)

}}
(5.33)

Utilizando el principio de mínima acción se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento

Ecuaciones de movimiento

Campos de desplazamiento

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑏2(𝜕2

𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 𝑗 − 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑩𝑖 𝑗𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝑙𝑉𝜇 𝑩𝑖 𝑗∇̂2𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2 ¤𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑎1𝑴

𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝑎2𝑴
𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑙21𝜇𝑴 𝑎

𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙22𝜇𝑴𝑤
𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 ; 𝑎1,2, 𝑙
𝑉
𝜇 , 𝑙

2
𝜇, 𝑙

2
1𝜇, 𝑙

2
2𝜇, 𝜌 ∈ 𝑅+

0 (5.34)

Vacíos

𝜌𝑘𝜕2
𝑡 𝜑(®𝑥, 𝑡) − 𝑨𝑉𝑗𝑘𝜑,𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡) − (𝑫𝑉

𝑖𝑗𝑘𝑢𝑘,𝑖(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝑩𝑖 𝑗𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡)−
− 𝑏 𝑗𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝜉1𝜑(®𝑥, 𝑡) + 𝜉1𝜕𝑡𝜑(®𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓 𝑉(®𝑥, 𝑡) (5.35)

Porosidades de aire y agua

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑱𝑎𝑗, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑴 𝑎
𝑖𝑗( ¤𝑢𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2 ¤𝑢𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡))−

− 𝑩𝑉𝑖𝑗 (𝜑𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2𝜑𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡)) − 𝜕𝑡𝑉𝑎
(®𝑥, 𝑡, 

𝑝𝑎 − 𝑝𝑤

 , 𝜑) = 0 (5.36)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) + 𝑱𝑤𝑗,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑴𝑤
𝑖𝑗 ( ¤𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2 ¤𝑢𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡))−

− 𝑩𝑉𝑖𝑗 (𝜑𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2𝜑𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡)) − 𝜕𝑡𝑉𝑤
(®𝑥, 𝑡, 

𝑝𝑤 − 𝑝𝑎



 , 𝜑) = 0 (5.37)

Flujos y desigualdad de Clausius Duhem
𝑱𝑎𝑖 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑎

𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑲𝑎
𝑖𝑗 ¤𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙21𝜇𝑴 𝑎

𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) (5.38)

𝑱𝑤𝑖 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑲𝑤

𝑖𝑗 ¤𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙22𝜇𝑴𝑤
𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡) (5.39)

𝜌
(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)

) ¤𝜂 + 𝜌
(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)

) ¤𝜂+
+ 𝜌

(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝜑(®𝑥, 𝑡)) ¤𝜂 + 𝜌

(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − (1 − ∇̂2)𝝈𝑖 𝑗𝑭−𝑇

𝑗𝐴

)
: ¤𝑭𝐴𝑖+

+ (𝑱𝑎𝑖 (®𝑥, 𝑡)/𝑝𝑎)
(
𝑴 𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗 − 𝑙21𝜇𝑴 𝑎

𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡)
)+

+ (𝑱𝑤𝑖 (®𝑥, 𝑡)/𝑝𝑤)
(
𝑴𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑎,𝑗 − 𝑙21𝜇𝑴𝑤

𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡)
)+

+ (𝑱𝑉𝑖 (®𝑥, 𝑡)/𝜑)
(
𝑴𝑉
𝑖𝑗 𝜑, 𝑗 − 𝑙𝑉𝜇 𝑴𝑉

𝑖𝑗 ∇̂2𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡)
) ≥ 0 (5.40)

Juan Carlos Barreto [99]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

Condiciones iniciales

𝑢𝑖(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑖 / 𝑢0

𝑖 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 0) = 𝑣0

𝑖 / 𝑣0
𝑖 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))2 (5.41)

𝑢𝑖(®𝑥, 0)
���
𝜕Π

= 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

∈ (𝑯1
0 (𝜕Π))2 (5.42)

(𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 0)),𝐴𝑛̂𝐴
���
𝜕Π

= 𝑣0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑣0
𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Π))2 (5.43)

𝑝𝑎(®𝑥, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑤( ®𝑋, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (5.44)

𝜑(®𝑥, 0) = 𝜑0 / 𝜑0 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝜑(®𝑥, 0) = 𝜑0

1 / 𝜑0
1 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (5.45)

Condiciones de borde entre: inclusión-matriz y superficie limitadora exterior

(−𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (−𝑩𝑖 𝑗𝜑(®𝑥, 𝑡) + 𝑙𝑉𝜇 𝑩𝑖∇̂2𝜑(®𝑥, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (𝑙2𝜇𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘∇̂2 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) + 𝑎1𝑴

𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑎2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ (𝑙21𝜇𝑴 𝑎
𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑙22𝜇𝑴𝑤

𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= −𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛

en 𝑅𝑘 ; 𝑎1,2, 𝑙
𝑉
𝜇 , 𝑙

2
𝜇, 𝑙

2
1𝜇, 𝑙

2
2𝜇, 𝜌 ∈ 𝑅+

0 (5.46)

Sobre la superficie limitadora externa

(−𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

+
+ (−𝑩𝑖 𝑗𝜑(®𝑥, 𝑡) + 𝑙𝑉𝜇 𝑩𝑖∇̂2𝜑(®𝑥, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

+
+ (𝑙2𝜇𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘∇̂2 ¤𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) + 𝑎1𝑴
𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑎2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

+
+ (𝑙21𝜇𝑴 𝑎

𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑙22𝜇𝑴𝑤
𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= −𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

+

+ 𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

en 𝑅𝑘 ; 𝑎1,2, 𝑙
𝑉
𝜇 , 𝑙

2
𝜇, 𝑙

2
1𝜇, 𝑙

2
2𝜇, 𝜌 ∈ 𝑅+

0 (5.47)

Para el campo de vacíos y la inclusión y sobre la superficie limitadora externa

(−𝑨𝑉𝑗𝑘𝜑,𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝑫𝑉
𝑖𝑗𝑘𝑢𝑘,𝑖(®𝑥, 𝑡)) + 𝑩𝑖 𝑗𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑔𝑗𝜑(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (5.48)

(−𝑨𝑉𝑗𝑘𝜑,𝑘(®𝑥, 𝑡) − (𝑫𝑉
𝑖𝑗𝑘𝑢𝑘,𝑖(®𝑥, 𝑡)) + 𝑩𝑖 𝑗𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑔𝑗𝜑(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 0 (5.49)

(𝑱𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡) + 𝑴 𝑎
𝑖𝑗( ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2 ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑖𝑛

− 𝑩𝑉𝑖𝑗 (𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− 𝑙2𝑎 ∇̂2𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (5.50)

(𝑱𝑤𝑗 (®𝑥, 𝑡) + 𝑴𝑤
𝑖𝑗 ( ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2 ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑖𝑛

− 𝑩𝑉𝑖𝑗 (𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− 𝑙2𝑤∇̂2𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0 (5.51)
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(𝑱𝑎𝑗 (®𝑥, 𝑡) + 𝑴 𝑎
𝑖𝑗( ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2 ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ1

− 𝑩𝑉𝑖𝑗 (𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ1

−
− 𝑙2𝑎 ∇̂2𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 0 (5.52)

(𝑱𝑤𝑗 (®𝑥, 𝑡) + 𝑴𝑤
𝑖𝑗 ( ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2 ¤𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡))

���
𝜕Γ1

− 𝑩𝑉𝑖𝑗 (𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ1

−
− 𝑙2𝑤∇̂2𝜑,𝑖(®𝑥, 𝑡))𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ1

= 0 (5.53)

Cálculo de las funciones de Green, para el campo de desplazamientos

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑖𝑛(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑏2(𝜕2

𝑡 𝑔𝑖𝑛(Δ®𝑥,Δ𝑡)), 𝑗 𝑗 − 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡)−
− 𝑙2𝜇𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪𝑣
𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2 ¤𝑔𝑛𝑘,𝑙 𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) = 𝜹𝑖𝑛(𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 1/𝑉) (5.54)

Para el campo de vacíos

𝜌𝑘𝜕2
𝑡 𝑔𝑉(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (𝑨𝑉𝑗𝑘 𝑔𝑉,𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡)), 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑏 𝑗𝑔𝑉,𝑗(Δ®𝑥,Δ𝑡) =

= 𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (1/𝑉) (5.55)

Para el campo de porosidades

− 𝜃𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑲𝑎
𝑖𝑗(𝑔𝑎,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2𝑔𝑎,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡)), 𝑗−
− 𝑲𝑎

𝑖𝑗( ¤𝑔𝑎,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2 ¤𝑔𝑎,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡)), 𝑗 = 𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) (5.56)

− 𝜃𝑤𝜕𝑡 𝑔𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑲𝑤
𝑖𝑗 (𝑔𝑤,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2𝑔𝑤,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡)), 𝑗−
− 𝑲𝑎

𝑖𝑗( ¤𝑔𝑤,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2 ¤𝑔𝑤,𝑖(Δ®𝑥,Δ𝑡)), 𝑗 = 𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) (5.57)

Representación integral de las soluciones idénticas a las obtenidas para el primer caso solo se
incorpora el términos de vacíos

5.3 Sistema de Biot Micro-poromecánico configuracional en la formulación de segundo
gradiente con pre-stressed

Sistema de Biot Microporomecánico configuracional en la formulación de segundo gradiente
con pre-stressed (Bažant, 1971), (Biot, 1965), (Biot y Temple, 1972), (Singh et al., 2010) en la formu-
lación de segundo gradiente con dos porosidades, vacíos (Cowin y Nunziato, 1983) y consistencia
termodinámica en el referencial deformado

Ecuaciones de movimiento

Campos de desplazamiento

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑏2(𝜕2

𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 𝑗 − 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙 ¤𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) − ((𝝈0
𝑖𝑘𝑢𝑘,𝑗(𝑥, 𝑡)), 𝑗−

− 𝑩𝑖 𝑗𝜑, 𝑗(𝑥, 𝑡) + 𝑙𝑉𝜇 𝑩𝑖 𝑗∇̂2𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙2𝜇𝑪𝑣

𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2 ¤𝑢𝑘,𝑙 𝑗(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝝈0

𝑖𝑘(∇̂2𝑢𝑘,𝑗(𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝑎1𝑴
𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑎2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑙21𝜇𝑴 𝑎

𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝑙22𝜇𝑴𝑤

𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙∇̂2𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡) (5.58)

Vacíos

𝜌𝑘𝜕2
𝑡 𝜑(𝑥, 𝑡) − 𝑨𝑉𝑗𝑘𝜑,𝑘 𝑗(𝑥, 𝑡) − (𝑫𝑉

𝑖𝑗𝑘𝑢𝑘,𝑖(𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝑩𝑖 𝑗𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡)−
− 𝑔𝑗𝜑, 𝑗(𝑥, 𝑡) + 𝜉1𝜑(®𝑥, 𝑡) + 𝜉1𝜕𝑡𝜑(𝑥, 𝑡) = 𝜌 𝑓 𝑉(®𝑥, 𝑡) (5.59)
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Porosidades

𝑱𝑎𝑖 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑲𝑎

𝑖𝑗 ¤𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙21𝜇𝑴 𝑎
𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) (5.60)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝑱𝑎𝑗, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑴 𝑎
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑩𝑉𝑖𝑗𝜑𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡)−

− 𝜕𝑡𝑉𝑎
(®𝑥, 𝑡, 

𝑝𝑎 − 𝑝𝑤

 , 𝜑) = 0 (5.61)

𝑱𝑤𝑖 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑲𝑤

𝑖𝑗 ¤𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑙22𝜇𝑴𝑤
𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) + 𝑱𝑤𝑗,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑴𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑩𝑉𝑖𝑗𝜑𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡)−

− 𝜕𝑡𝑉𝑤
(®𝑥, 𝑡, 

𝑝𝑤 − 𝑝𝑎



 , 𝜑) = 0 (5.62)

Desigualdad de Clausius Duhem

𝜌
(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)

) ¤𝜂 + 𝜌
(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)

) ¤𝜂+
+ 𝜌

(
𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − 𝜑(®𝑥, 𝑡)) ¤𝜂 + (

𝜌𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − (1 − ∇̂2)𝝈𝑖 𝑗𝑭−𝑇
𝑗𝐴

)
: ¤𝑭𝐴𝑖+

+ (
𝜌𝜕𝜂𝑒(𝑭 , 𝜂) − (1 − ∇̂2)𝝈0

𝑖𝑘𝑢𝑘,𝑗𝑭
−𝑇
𝑗𝐴

)
: ¤𝑭𝐴𝑖+

+ (𝑱𝑎𝑖 (®𝑥, 𝑡)/𝑝𝑎)
(
𝑴 𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗 − 𝑙21𝜇𝑴 𝑎

𝑖𝑗∇̂2𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡)
)+

+ (𝑱𝑤𝑖 (®𝑥, 𝑡)/𝑝𝑤)
(
𝑴𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑎,𝑗 − 𝑙21𝜇𝑴𝑤

𝑖𝑗 ∇̂2𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡)
)+

(𝑱𝑉𝑖 (®𝑥, 𝑡)/𝜑)
(
𝑴𝑉
𝑖𝑗 𝜑, 𝑗 − 𝑙𝑉𝜇 𝑴𝑉

𝑖𝑗 ∇̂2𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡)
) ≥ 0 (5.63)

Condiciones iniciales

𝑢𝑖(®𝑥, 0) = 𝑢0
𝑖 / 𝑢0

𝑖 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑖( ®𝑋, 0) = 𝑣0

𝑖 / 𝑣0
𝑖 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 (5.64)

𝑢𝑖(®𝑥, 0)
���
𝜕Π

= 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑢0
𝑖

���
𝜕Π

∈ (𝑯1
0 (𝜕Π))2 (5.65)

(𝜕𝑡𝑢𝑖(®𝑥, 0)),𝐴𝑛̂𝐴
���
𝜕Π

= 𝑣0
𝑖

���
𝜕Π

/ 𝑣0
𝑖 ∈ (𝑳2(𝜕Π))2 (5.66)

𝑝𝑎(®𝑥, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑤( ®𝑋, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘)) (5.67)

Se escribe a continuación el modelo poroelastodinámico de Biot en la configuración no deformada
con fuerzas configuracionales y de inhomogeneidad, este sistema tiene solución única y es equiva-
lente al problema de Biot en función del primer Piola Kirchhoff (Maugin, 1992). Multiplicando la (5.1)
sin los términos de segundo gradiente por 𝑭>

𝐵𝑗 y utilizando la definición del tensor de Eshelby en
la configuración material, y recordando que 𝐽𝑴𝑖 𝑗𝑭

−>
𝑗𝐴 = 𝑴𝑖𝐴 obtenemos la siguiente estructura

formal (Coussy et al., 1998; Martinec, 2019; Steinmann, 2022)

𝜕𝑡(𝜌0𝑭
>
𝐵𝑗(𝜕𝑡𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡))) + 𝑲𝐵𝐴,𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝑭>

𝐵𝑗(𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+

+ 𝑭>
𝐵𝑗(𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤),𝐴 = 𝑏 𝑖𝑛ℎ𝐴 ( ®𝑋, 𝑡) − 𝜹𝐵𝐴𝑾,𝐴( ®𝑋, 𝑡) en 𝑅𝑘 (5.68)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎,𝑗( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲𝑣

𝑗𝐴 ¤𝑝𝑎,𝑗( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗 ,𝐴( ®𝑋, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑽1

(
𝑡 , 𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡)

)
= 0 (5.69)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤( ®𝑋, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤,𝑗( ®𝑋, 𝑡)),𝐴 − (𝑲𝑣

𝑗𝐴 ¤𝑝𝑤,𝑗( ®𝑋, 𝑡)),𝐴+
+ 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝐴 ¤𝑥 𝑗 ,𝐴( ®𝑋, 𝑡) + 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑽2

(
𝑡 , 𝑝𝑎( ®𝑋, 𝑡)) = 0 (5.70)
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𝜌0𝑭
>
𝐵𝑗(𝜕𝑡𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡)) = 𝑃𝐴: Pseudomomentum; −𝜹𝐵𝐴𝑾,𝐴( ®𝑋, 𝑡): fuerza configuracional.
Condiciones iniciales y de borde

𝑭>
𝐵𝑗𝑥 𝑗( ®𝑋, 0) = 𝑭>

𝐵𝑗𝑥
0
𝑗 / 𝑭>

𝐵𝑗𝑥
0
𝑗 ∈ (𝑯1

0 (𝐷𝜏))3 (5.71)

𝜕𝑡
(
𝑭>
𝐵𝑗𝑥 𝑗( ®𝑋, 0)

)
= 𝑭>

𝐵𝑗𝑤
0
𝑗 / 𝑭>

𝐵𝑗𝑤
0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝜏))3 (5.72)

(−𝑾𝜹𝐴𝐵 + 𝑲𝐵𝐴 − 𝛼1𝑭
>
𝐵𝑗𝑴

𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎 − 𝛼2𝑭

>
𝐵𝑗𝑴

𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤)𝑛̂𝐴

���
𝜕Ω

= 𝒕𝐵

���
𝜕Ω

(5.73)

𝒕𝐵 ∈ (𝑳2(𝜕Ω))2 ; 𝑭>
𝐵𝑗𝑥 𝑗(®𝑥, 𝑡)

���
𝜕Ω

= 𝑭>
𝐵𝑗𝑥

���
𝜕Ω

/ 𝑭>
𝐵𝑗𝑥 ∈ (𝑳2(𝜕Ω))2 (5.74)

(−𝑲𝑎
𝑗𝐴𝑝𝑎,𝑗( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑗𝐴 ¤𝑝𝑎,𝑗( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝐴𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

= 𝑞
���
𝜕Γ1

(5.75)

(−𝑲𝑤
𝑗𝐴𝑝𝑤,𝑗( ®𝑋, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑗𝐴 ¤𝑝𝑤,𝑗( ®𝑋, 𝑡) + 𝛼1𝑴
𝑤
𝑗𝐴𝑥 𝑗( ®𝑋, 𝑡))𝑛̂𝐴

���
𝜕Γ1

= 𝑞
���
𝜕Γ1

(5.76)

𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ1) ; 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ1) ; 𝒕 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))2 𝜌0 > 0

𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 0 ; 𝑏 𝑖𝑛𝐴 ∈ (𝑳2(Ω))3 (5.77)

𝑥 𝑗(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ2

= 𝑥 𝑗

���
𝜕Γ2

/ 𝑥 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))3 ; 𝑉1, 𝑉2 — Lipschitz (5.78)

Las matrices y constantes han sido definidas previamente. Nuevamente utilizando el tercer teore-
ma de representación de Green-Lagrange, encontramos la representación semi-analítica, también
denominada representación integral de la solución, la cual se obtiene multiplicando (5.22), (5.23),
(5.25) por 𝑭>

𝐵𝑗 e introduciendo la relación entre el primer tensor de Piola-Kirchhoff y el tensor de
Eshelby. En términos de una generalización para teorías de gradientes de alto orden se introducen
el operador de Mindlin-Aifantis.
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CAPÍTULO 6

Problemas de aplicación

«...No puede haber sino borradores. El concepto de texto definitivo no
corresponde sino a la religión o al cansancio...»

Prefacio al cementerio marino de Valéry, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

Se formulan problemas de aplicación micro-poroelastodinámicos en 2+1 dimensiones, obteniéndo-
se la representación integral de las soluciones, las aproximaciones utilizando el teorema de Picard
y, en algunos casos, se construyen las formas cerradas de las soluciones a partir de la utiliza-
ción de funciones de Green conocidas. Se realiza un experimento computacional que nos permite
observar la distribución de tensiones y deformaciones en un material, en la aproximación microme-
cánica, asumiendo que las fuerzas configuracionales (fuerzas de Peach-Koehler) están asociadas
a defectos de todo tipo en un dado espécimen. (Lubarda, 2019)

• Formular y construir modelosmicro-poroelastodinámicos en 2 dimensiones, y sus soluciones
semianalíticas.

• Analizar críticamente la estructura de las soluciones cuando se imponen condiciones inicia-
les no locales.

• Construir soluciones cerradas a partir del uso sistemático de funciones de Green definidas
según el tipo de condiciones de borde impuestas.

6.1 Dinámica de un medio poroso en la formulación micromecánico-configuracional, en la
representación deformada

En este capitulo se formulan algunos problemas de aplicación del modelado teórico desa-
rrollado en los capítulos precedentes en la configuración deformada teniendo en cuenta diversas
acciones de naturaleza configuracional. En general, las fuerzas configuracionales no sólo están re-
presentadas por inclusiones o inhomogeneidades tales como las que describen Eshelby (1958), o
Mura (1987) (Qu y Cherkaoui, 2006), (Nemat-Nasser y Hori, 1993), (Coussy, 2004), (Cheng, 2016).
Los defectos (dislocaciones, disclinaciones, etc.), desde un punto de vista macroscópico producen
un efecto similar al de las inclusiones citadas anteriormente, la diferencia radica en que estas es-
tructuras son esencialmente dinámicas, aunque su formulación matemática no siempre incluye la
dependencia respecto del tiempo. Se asume que el flujo de defectos satisface el modelo siguiente
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(Mura, 1963, 1968), (Maurel et al., 2004), (Sitiro, 1985).

𝜕𝑡 𝐽𝑖(®𝑥, 𝑡) + 𝜺𝑖 𝑗𝑘(𝑣𝐷𝑘 𝐽𝑗(®𝑥, 𝑡)) − 𝜺𝑖 𝑗𝑘(𝜺𝑘𝑚𝑛 𝐽𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 = 0 en 𝑅𝑘 (6.1)

𝐽𝑖(®𝑥, 0) = 𝐽0𝑖 / 𝐽0𝑖 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝜏))3 ; 𝑣𝐷𝑘 ∈ (𝑳2(𝑅+

𝑘 ))3 (6.2)

Condiciones de borde:

− 𝜺𝑖 𝑗𝑘(𝜺𝑘𝑚𝑛 𝐽𝑚,𝑛)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ1

= 0 (6.3)

− 𝜺𝑖 𝑗𝑘(𝜺𝑘𝑚𝑛 𝐽𝑚,𝑛)𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ2

= 0 (6.4)

Donde la superficies limitadoras se definen 𝜕𝑀 = 𝜕Γ1 ∪ 𝜕Γ2. También es posible acoplar el
campo de desplazamiento micromecánico y el flujo de defectos tal como lo hacen Dascalu et al.
(2008).

Las fuentes del flujo de defectos pueden modelarse suponiendo una estructura discreta de
la forma

𝑓𝑖(®𝑥, 𝑡) =


 𝑓𝑖

 𝑒𝑖𝜹(®𝑥 − ®𝑥0)𝒢(𝑡 − 𝑡0)

Donde


 𝑓𝑖

 es el modulo de la fuerza aplicada en ®𝑥0 al tiempo 𝑡0. 𝑒𝑖 es la dirección de la fuerza

𝑓𝑖 , 𝜹(®𝑥 − ®𝑥0) es la función de Dirac y𝒢(𝑡 − 𝑡0) una función arbitraria describiendo la variación
de la fuerza, respecto de la escala temporal. En forma continua se escribe de la siguiente forma

𝑓𝑖(®𝑥, 𝑡) = (𝑴𝑖 𝑗(𝑡)𝜹(®𝑥 − ®𝑥0)), 𝑗
Donde 𝑴𝑖 𝑗 es un tensor simétrico que admite la siguiente representación 𝑴𝑖 𝑗 = 𝑴0

𝑖 𝑗𝒢(𝑡 − 𝑡0).
𝑴0
𝑖 𝑗 es equivalente al tensor de tensiones. En los problemas subsiguientes analizamos problemas

bidimensionales referidos a la siguiente geometría

𝑧

𝑥

−𝑧

−𝑥

−ℎ

𝑎
𝑡𝑎𝑧

𝑡𝑏𝑧

𝑢𝑥 = 0
𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡) = 0
𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡) = 0

𝑢𝑥 = 0
𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0
𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0

Medio
poroso

𝐽𝑥

𝐽𝑧

0

Figura 6.1: Recinto de integración
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Donde los flujos de defectos

𝐽𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
𝑛∑
𝑖
𝑝𝑖(𝑡)𝜹(𝑥 − 𝑣1𝑡)𝜹(𝑧 + 𝑧1)𝟙(𝑎,𝑏)

𝐽𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
𝑛∑
𝑖
𝑝 𝑖(𝑡)𝜹(𝑧 − 𝑣2𝑡)𝜹(𝑥 + 𝑥1)𝟙(𝑐,𝑑)

𝑣1, 𝑣2, 𝑥1, 𝑧1 ∈ 𝑅+
0 ; 𝑝𝑖(𝑡), 𝑝 𝑖 ∈ 𝐿2(𝑅+

𝑘 ). 𝟙(𝑎,𝑏) es llamada función indicatriz o función carac-
terística, puede escribirse así 𝟙(𝑎,𝑏)(𝑥) = [𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)] (corchete de Iverson). Las corrientes de
defectos satisfacen las condiciones de clausura siguientes

lím
𝑛→∞

{ 𝑛∑
𝑖

∫ ∞

0
𝑑𝑡 𝑝𝑖(𝑡)

{∫ ∞

−∞
𝑑𝑥 𝜹(𝑥 − 𝑣1𝑡)

{∫ ∞

−∞
𝑑𝑧 𝜹(𝑧 + 𝑧1)

}}}
= 1

lím
𝑛→∞

{ 𝑛∑
𝑖

∫ ∞

0
𝑑𝑡 𝑝 𝑖(𝑡)

{∫ ∞

−∞
𝑑𝑧 𝜹(𝑧 − 𝑣2𝑡)

{∫ ∞

−∞
𝑑𝑥 𝜹(𝑥 + 𝑥1)

}}}
= 1

Siguiendo a Cheng y Detournay (1998) el tensor efectivo corregido por segundo gradiente y fuerzas
configuracionales (inclusiones) (Sciarra et al., 2007), (dell’Isola y Gavrilyuk, 2012), (dell’Isola et al.,
2009), (Andreaus et al., 2016)

𝝈
𝑒 𝑓 𝑓
𝑖 𝑗 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑘,𝑙 − 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝑗(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑎 − 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 (1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑤−

− 𝑺𝐸𝑖𝑗𝑘𝑙(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡) (6.5)

6.1.1 Primer modelo: Medio microporomecánico configuracional con dos porosidades en
la representación deformada

Se propone el sistema de Biot en la aproximación de segundo gradiente tanto para los cam-
pos de desplazamiento como para las distribuciones de presiones de poro de agua y aire respecti-
vamente (Mroginski et al., 2015; Smyrlis et al., 2016).

Ecuaciones de gobierno

Recordando la (5.31) hasta la (5.42) se escriben los campos de desplazamientos en 2 + 1-
dimensiones con componentes 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)
𝜌𝜕2

𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑏2
𝑀∇̂2(𝜕2

𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)) − 𝜇∇̂2𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝑙2𝑀∇̂4𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
= 𝑓𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.6)

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑏2

𝑀∇̂2(𝜕2
𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)) − 𝜇∇̂2𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝑙2𝑀∇̂4𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

= 𝑓𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.7)

Flujos de fuerzas micromecánico-configuracionales

𝑓𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −(𝑺𝐸𝑠𝑥 𝑗𝑘𝑙(𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)))+
+ (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥(∇̂(𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)))−
− 𝛼1𝑴

𝑎
𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝛼1𝑴
𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝜇∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝛼2𝑴
𝑤
𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝛼2𝑴
𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡)) (6.8)
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𝑓𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −(𝑺𝐸𝑠𝑧 𝑗𝑘𝑙(𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝜺∗𝑘𝑙, 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)))+
+ (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧(∇̂(𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)))−
− 𝛼1𝑴

𝑎
𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝛼1𝑴
𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝛼2𝑴
𝑤
𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝛼2𝑴
𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑀∇̂2𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡)) (6.9)

Campo de porosidades

Poro de aire

𝜌𝑎𝑠𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜕𝑥(𝑲𝑎
𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)))−

− 𝜕𝑧(𝑲𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡))) − 𝜕𝑡𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

= 𝑞𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 ; 𝜌𝑎 , 𝑠𝑎 ∈ 𝑅+
0 (6.10)

Flujo microporo-mecánico del poro de aire

𝑞𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝛼1𝑴
𝑎
𝑥𝑥(𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑎𝜕𝑥(∇̂2 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)))−

− 𝛼1𝑴
𝑎
𝑧𝑧(𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)) (6.11)

Poro de agua

𝜌𝑤𝑠𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜕𝑥(𝑲𝑤
𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡)))−

− 𝜕𝑧(𝑲𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡))) − 𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

= 𝑞𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 ; 𝜌𝑤 , 𝑠𝑤 ∈ 𝑅+
0 (6.12)

Flujo microporo-mecánico del poro de agua

𝑞𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝛼2𝑴
𝑤
𝑥𝑥(𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑤𝜕𝑥(∇̂2 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)))−

− 𝛼2𝑴
𝑤
𝑧𝑧(𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)) en 𝑅𝑘 (6.13)

𝑴 𝑎
𝑥𝑥 ,𝑴

𝑎
𝑧𝑧 ,𝑴

𝑤
𝑥𝑥 ,𝑴

𝑤
𝑧𝑧 > 0 ; 𝑲𝑎

𝑥𝑥 ,𝑲
𝑎
𝑧𝑧 ,𝑲

𝑤
𝑥𝑥 ,𝑲

𝑤
𝑧𝑧 > 0

Condiciones iniciales

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑥 / 𝑢0

𝑥 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑥 / 𝑤0
𝑥 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.14)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0)
���
𝜕𝐷𝑘

= 𝑢0
𝑥

���
𝜕𝐷𝑘

/ 𝑢0
𝑥

���
𝜕𝐷𝑘

∈ 𝐻1
0(𝜕𝐷𝑘) (6.15)

𝑛̂𝑥 · 𝜕𝑥(𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0))
���
𝜕𝐷𝑘

= 𝑤0
𝑥

���
𝜕𝐷𝑘

/ 𝑤0
𝑥

���
𝜕𝐷𝑘

∈ 𝐿2(𝜕𝐷𝑘) (6.16)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑧 / 𝑢0

𝑧 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑧 / 𝑤0
𝑧 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.17)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0)
���
𝜕𝐷𝑘

= 𝑢0
𝑧

���
𝜕𝐷𝑘

/ 𝑢0
𝑧

���
𝜕𝐷𝑘

∈ 𝐻1
0(𝜕𝐷𝑘) (6.18)

𝑛̂𝑧 · 𝜕𝑧(𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0))
���
𝜕𝐷𝑘

= 𝑤0
𝑧

���
𝜕𝐷𝑘

/ 𝑤0
𝑧

���
𝜕𝐷𝑘

∈ 𝐿2(𝜕𝐷𝑘) (6.19)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘) (6.20)
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Condiciones de frontera

Sobre la superficie 𝑧 = 0

− 𝜇𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

+ 𝑙2𝜇𝜕𝑧∇̂2𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

=

= 𝒕 𝑎𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝒕 𝑎𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.21)

(−(𝑲𝑎
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) − 𝑙2𝑀𝜕𝑧(∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.22)

(−(𝑲𝑤
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡) − 𝑙2𝑀𝜕𝑧(∇̂2𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.23)

𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.24)

Sobre la superficie 𝑧 = −ℎ

− 𝜇𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

+ 𝑙2𝜇𝜕𝑧∇̂2𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

=

= 𝒕𝑏𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

/ 𝒕𝑏𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ) (6.25)

(−(𝑲𝑎
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡) − 𝑙2𝜇𝜕𝑧(∇̂2𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

+

(−(𝑲𝑤
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡) − 𝑙2𝜇𝜕𝑧(∇̂2𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.26)

Sobre las superficies 𝑥 = 0 ; 𝑥 = 𝑎

𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.27)

𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.28)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 0 (6.29)

𝛼1, 𝛼2, 𝜇,𝜆, 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑅+
0

Funciones de Green para las componentes del campo de desplazamientos

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝑏2

𝜇∇̂2(𝜕2
𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) − 𝜇∇̂2𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)+

+ 𝑙2𝜇∇̂4𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝜹(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − (1/𝑉) en 𝑅𝑘 (6.30)

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝑏2

𝜇∇̂2(𝜕2
𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) − 𝜇∇̂2𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)+

+ 𝑙2𝜇∇̂4𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝜹(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − (1/𝑉) en 𝑅𝑘 (6.31)

Condiciones iniciales

𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 (6.32)

𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0)
���
𝜕𝐷𝑘

= 0 ; 𝑛̂𝑥 · 𝜕𝑥(𝜕𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0))
���
𝜕𝐷𝑘

= 0 (6.33)

𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 (6.34)

𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0)
���
𝜕𝐷𝑘

= 0 ; 𝑛̂𝑧 · 𝜕𝑧(𝜕𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0))
���
𝜕𝐷𝑘

= 0 (6.35)
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Condiciones de borde

− 𝜇𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥, 0,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

+ 𝑙2𝑀𝜕𝑧∇̂2𝑔𝑧(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.36)

− 𝜇𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

+ 𝑙2𝜇𝜕𝑧∇̂2𝑔𝑧(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.37)

𝑔𝑧(0,Δ𝑥,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=0

= 𝑔𝑧(𝑎,Δ𝑥,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=𝑎

= 0 (6.38)

𝑔𝑥(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=0

= 𝑔𝑥(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=𝑎

= 0 (6.39)

𝑔𝑥(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑧=0

= 𝑔𝑥(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑧=−ℎ

= 0 (6.40)

Funciones de Green para las porosidades

− 𝜌𝑎𝑠𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−
− 𝜕𝑥(𝑲𝑎

𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)))−
− 𝜕𝑧(𝑲𝑎

𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂2𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡))) =
= 𝜹(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − (1/𝑉) en 𝑅𝑘 (6.41)

− 𝜌𝑤𝑠𝑤𝜕𝑡 𝑔𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−
− 𝜕𝑥(𝑲𝑤

𝑥𝑥𝜕𝑥(𝑔𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2𝑔𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)))−
− 𝜕𝑧(𝑲𝑤

𝑧𝑧𝜕𝑧(𝑔𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂2𝑔𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡))) =
= 𝜹(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − (1/𝑉) en 𝑅𝑘 (6.42)

Condiciones iniciales

𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,−𝑇) = 0 ; 𝑔𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,−𝑇) = 0 (6.43)

Condiciones de borde

(−(𝑲𝑎
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑔𝑎(Δ𝑥, 0, 𝑡) − 𝑙2𝑀𝜕𝑧(∇̂2𝑔𝑎(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.44)

(−(𝑲𝑤
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑔𝑤(Δ𝑥, 0, 𝑡) − 𝑙2𝑀𝜕𝑧(∇̂2𝑔𝑤(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.45)

(−(𝑲𝑎
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑔𝑎(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡) − 𝑙2𝑀𝜕𝑧(∇̂2𝑔𝑎(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.46)

(−(𝑲𝑤
𝑧𝑧(𝜕𝑧𝑔𝑤(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡) − 𝑙2𝑀𝜕𝑧(∇̂2𝑔𝑤(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)))𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.47)

Sobre las superficies 𝑥 = 0 ; 𝑥 = 𝑎

𝑔𝑎(0,Δ𝑧,Δ𝑡) = 0 ; 𝑔𝑤(0,Δ𝑧,Δ𝑡) = 0 (6.48)

𝑔𝑎(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡) = 0 ; 𝑔𝑤(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡) = 0 (6.49)

Utilizando el segundo teorema de Green obtenemos:
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Representación de los campos de desplazamientos

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}+

+ 𝑏2
𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)(𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+ 𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝑢𝑥(𝑥′, 𝑡′)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑡′)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)
}}+

+ 𝑙2𝑀
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝜕2

𝑥𝑢𝑥(𝑥′, 𝑡′)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑡′)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝜕2
𝑥𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

}}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

− 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) +
〈
𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)

〉
(6.50)

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0) − 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)

}+
+ 𝑏2

𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)(𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+ 𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)
}}+

+ 𝑙2𝜇
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕2

𝑧𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)−

− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕2
𝑧 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

}}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

− 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) +
〈
𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)

〉
(6.51)

Representación de los campos de porosidades
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Poro de aire

𝜌𝑎𝑠𝑎

∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑝𝑎(𝑥′, 𝑡′)𝑲𝑎

𝑥𝑥 𝑛̂𝑥′𝜕𝑥′
{
𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑎 ∇̂′2𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

}−
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡)𝑲𝑎

𝑥𝑥 𝑛̂𝑥′𝜕𝑥′
{
𝑝𝑎(𝑥′, 𝑡′) − 𝑙2𝑎 ∇̂′2𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

}+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′ 𝑝𝑎(𝑧′, 𝑡′)𝑲𝑎

𝑧𝑧 𝑛̂𝑧′𝜕𝑧′
{
𝑔𝑎(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) − 𝑙2𝑎 ∇̂′2𝑔𝑎(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

}−
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′ 𝑔𝑎(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑲𝑎

𝑧𝑧 𝑛̂𝑧′𝜕𝑧′
{
𝑝𝑎(𝑧′, 𝑡′) − 𝑙2𝑎 ∇̂′2𝑔𝑎(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

− 𝑝𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
〈
𝑝𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑡)

〉
(6.52)

Poro de agua

𝜌𝑤𝑠𝑤

∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑤(𝑥′, 𝑧′, 0)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑝𝑤(𝑥′, 𝑡′)𝑲𝑤

𝑥𝑥 𝑛̂𝑥′𝜕𝑥′
{
𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡) − 𝑙2𝑤∇̂′2𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

}−
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡)𝑲𝑤

𝑥𝑥 𝑛̂𝑥′𝜕𝑥′
{
𝑝𝑎(𝑥′, 𝑡′) − 𝑙2𝑤∇̂′2𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

}+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′ 𝑝𝑎(𝑧′, 𝑡′)𝑲𝑤

𝑧𝑧 𝑛̂𝑧′𝜕𝑧′
{
𝑔𝑤(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) − 𝑙2𝑎 ∇̂′2𝑔𝑤(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

}−
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′ 𝑔𝑤(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑲𝑤

𝑧𝑧 𝑛̂𝑧′𝜕𝑧′
{
𝑝𝑤(𝑧′, 𝑡′) − 𝑙2𝑤∇̂′2𝑔𝑤(𝑥, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

− 𝑝𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) +
〈
𝑝𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

〉
(6.53)

Para el problema de mixto planteado tendremos las amplitudes de las componentes del campo de
desplazamiento, expresadas en la forma:∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0) − 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)

}+
+ 𝑏2

𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)(𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
− 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)

(6.54)
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𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0) − 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)

}+
+ 𝑏2

𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)(𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+
(6.55)

+ 𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑥′

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)−

− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)
}}+

+ 𝑙2𝜇
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑥′

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕2

𝑧𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)−

− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕2
𝑧 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

}}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
− 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) (6.56)

𝜌𝑎𝑠𝑎

∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′) =

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
− 𝑝𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑡) (6.57)

𝜌𝑤𝑠𝑤

∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑤(𝑥′, 𝑧′) =

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
− 𝑝𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) (6.58)

Finalmente, el sistema de soluciones semi-analíticas (sistema de ecuaciones integrales acopladas)
será:

Componente del campo de desplazamiento 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

−
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0) − 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)

}−
− 𝑏2

𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)(𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}

(6.59)

Componente del campo de desplazamientos 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

−
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−
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− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}−

− 𝑏2
𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)(𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{
𝜇𝑔𝑧(𝑥−𝑥′, 𝑧, 𝑡− 𝑡′)

{(𝑛𝑧 ·𝜕𝑧)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)− 𝑙2𝜇(𝑛𝑧 ·𝜕𝑧)𝜕2
𝑧𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)

}���
𝑧=0

+

+ 𝜇𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)
{(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′) − 𝑙2𝜇(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕2

𝑧𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)
}���
𝑧=−ℎ

}}
(6.60)

Poro de aire

𝑝𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

− 𝜌𝑎𝑠𝑎

∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0) (6.61)

Poro de agua

𝑝𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
−

− 𝜌𝑤𝑠𝑤

∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑤(𝑥′, 𝑧′) (6.62)

Una alternativa al sistema de condiciones iniciales usuales es introducir el concepto de no localidad,
se escribe a continuación un conjunto de condiciones iniciales no locales, que se transforman en
las usuales cuando 𝑞 𝑗 , 𝑞 𝑗 , 𝑠 𝑗 , 𝑠 𝑗 se anulan

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) +
𝑚∑
𝑗=1

𝑞 𝑗𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡 𝑗) = 𝑢0
𝑥 / 𝑢0

𝑥 ∈ (𝐻1
0(𝐷𝑘))3 ; ∀𝑞 𝑗 , 𝑡 𝑗 ∈ 𝑅+

0

𝑚∑
𝑗=1

𝑞 𝑗𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡 𝑗) =
𝑚∑
𝑗=1

𝑞 𝑗𝜑𝑥(𝑥, 𝑧)(𝜹(𝑡 − 𝑡𝑎𝑗 ) − 𝜹(𝑡 − 𝑡𝑏𝑗 )) ∀𝑡𝑎𝑗 , 𝑡𝑏𝑗 ∈ 𝑅+
0

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) +
𝑚∑
𝑗=1

𝑞̄ 𝑗𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡 𝑗) = 𝑢0
𝑧 / 𝑢0

𝑧 ∈ (𝐻1
0(𝐷𝑘))3 ; ∀𝑞̄ 𝑗 , 𝑡 𝑗 ∈ 𝑅+

0

𝑚∑
𝑗=1

𝑞̄ 𝑗𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡 𝑗) =
𝑚∑
𝑗=1

𝑞̄ 𝑗𝜑𝑧(𝑥, 𝑧)(𝜹(𝑡 − 𝑡𝑐𝑗 ) − 𝜹(𝑡 − 𝑡𝑑𝑗 )) ∀𝑡𝑐𝑗 , 𝑡𝑑𝑗 ∈ 𝑅+
0

𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0
𝑥 / 𝑤0

𝑥 ∈ (𝐿2(𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0
𝑧 / 𝑤0

𝑧 ∈ (𝐿2(𝐷𝑘))3

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 0) +
𝑚∑
𝑗=1

𝑠 𝑗𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡 𝑗) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑠 𝑗 , 𝑡 𝑗 ∈ 𝑅+

0

𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 0) +
𝑚∑
𝑗=1

𝑠 𝑗𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡 𝑗) = 𝑝0
𝑤 / 𝑝0

𝑤 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑠 𝑗 , 𝑡 𝑗 ∈ 𝑅+

0

𝜑𝑧 , 𝜑𝑥 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘)
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El sistema de condiciones de borde para el problema de Mandel, por ejemplo, también podría
modificarse imponiendo condiciones de borde no locales sobre las superficies 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎, en
la forma siguiente (Dormieux et al., 2006), (Maugin, 2011), (Pride y Berryman, 2003)

(𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) +
𝑚∑
𝑗=1

𝑟𝑎𝑗 𝑢𝑥(𝑥 𝑗 , 𝑧, 𝑡))
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 ; 𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0

(𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡) +
𝑚∑
𝑗=1

𝑟𝑏𝑗 𝑢𝑥(𝑥 𝑗 , 𝑧, 𝑡))
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 ; 𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0

𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 ; 𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0

Permaneciendo el resto de las condiciones sin cambios, otros modos de expresar situaciones de
no localidad podrían escribirse en la forma siguiente:∫ 𝑎

0
𝑑𝑥′ 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡) = 0

𝑚∑
𝑗=1

𝑞 𝑗

{∫ 𝑥 𝑗

0
𝑑𝑥′ 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡)

}
= 0 ∀𝑥 𝑗 / 0 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑞 = 𝑎

Este sistema de ecuaciones integrales representativas de las soluciones, puede resolverse por
aproximaciones sucesivas (aproximantes de Picard), se procede de la siguiente manera, recorde-
mos que los flujos definidos oportunamente dependían de las funciones de desplazamiento, de
sus correcciones micromecánicas, de las fuerzas configuracionales, y de las porosidades y sus de-
rivadas corregidas por términos de segundo gradiente, de manera que, primero desacoplamos las
porosidades, quedando estas en función de los campos de desplazamiento y de sus correcciones
micromecánicas, posteriormente sustituimos esta sucesión de aproximaciones en las ecuaciones
de las amplitudes de los campos de desplazamiento, con lo cual llegamos a un sistema de dos
ecuaciones integrales para los campos de desplazamiento que se escribirán, ya desacopladas en
la forma siguiente (Ciarlet, 1988), (Germain y Nayroles, 1976), (Ito y Kappel, 2002).

𝑢(𝑛+1)
𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � −𝐾0

𝑋(𝑥, 𝑧, 𝑡)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑥

{
𝑥′, 𝑧′, 𝑡′, 𝑢(𝑛)𝑧 − 𝑙2𝜇𝑀𝑢(𝑛)𝑧 ,

, 𝑢(𝑛)𝑧 −𝑀𝑢(𝑛)𝑥 , 𝑝(𝑛)𝑎 −𝑀𝑝(𝑛)𝑎 , 𝑝(𝑛)𝑤 −𝑀𝑝(𝑛)𝑤
}}

(6.63)

𝑝(𝑛+1)
𝑎 (𝑥, 𝑦, 𝑡) � −𝐾0

𝑝𝑎 (𝑥, 𝑦, 𝑡)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎

{
𝑥′, 𝑧′, 𝑡′, 𝑝(𝑛)𝑎 − 𝐻𝑝(𝑛)𝑎 ,

, 𝑝(𝑛)𝑤 − 𝐻𝑝(𝑛)𝑤 , ¤𝑢𝑥 − 𝑙2𝑀𝐻 ¤𝑢𝑥 , ¤𝑢𝑧 − 𝑙2𝑀𝐻 ¤𝑢𝑧
}}

(6.64)

𝑝(𝑛+1)
𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡) � −𝐾0

𝑝𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑤

{
𝑥′, 𝑧′, 𝑡′, 𝑝(𝑛)𝑎 − 𝐻𝑝(𝑛)𝑎 ,

, 𝑝(𝑛)𝑤 − 𝐻𝑝(𝑛)𝑤 , ¤𝑢𝑥 − 𝑙2𝜇𝐻 ¤𝑢𝑥 , ¤𝑢𝑧 − 𝑙2𝜇𝐻 ¤𝑢𝑧
}}

(6.65)
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Donde hemos definido las aproximaciones de orden cero en la forma

𝐾0
𝑝𝑎 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝜌𝑎𝑠𝑎

∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0) (6.66)

𝐾0
𝑝𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = −𝜌𝑤𝑠𝑤

∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑤(𝑥′, 𝑧′) (6.67)

𝐾0
𝑍 = −

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}−

− 𝑏2
𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)(𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{
𝜇𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)

{(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)−
− 𝑙2𝜇(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕2

𝑧𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)
}���
𝑧=0

+
+ 𝜇𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)

{(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)−
− 𝑙2𝜇(𝑛𝑧 · 𝜕𝑧)𝜕2

𝑧𝑢𝑧(𝑥′, 𝑡′)
}���
𝑧=−ℎ

}}
(6.68)

𝐾0
𝑋(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}−

− 𝑏2
𝜇

∯
𝑆𝑖𝑛
𝑑𝑆𝑖𝑛

{
𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)(𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡))−

− 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)(𝑛𝑥 · 𝜕𝑥)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}

(6.69)

Las funciones de Green para el problema mixto serán calculadas por media del sistema de ecua-
ciones integrales siguiente

𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝑔0
𝑎 (Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−

− 𝑙2𝑎
∫ Δ𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝐺0

𝑎(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)
{
𝑲𝑎
𝑥𝑥𝜕𝑥′(∇̂′2𝑔𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))+

+ 𝑲𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧′(∇̂′2𝑔𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))

}}
(6.70)

Sujeta a las condiciones inicial y de borde, nulas, especificadas anteriormente

𝑔𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝑔0
𝑤(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−

− 𝑙2𝑤
∫ Δ𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝐺0

𝑤(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)
{
𝑲𝑤
𝑥𝑥𝜕𝑥′(∇̂′2𝑔𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))+

+ 𝑲𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧′(∇̂′2𝑔𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))

}}
(6.71)

Sujeta a las condiciones inicial y de borde nulas, especificadas anteriormente.
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Los propagadores de Green para los campos de desplazamiento son:

𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝑔0
𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)+

+ 𝑏2
𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝐺𝑥(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)(∇̂2(𝜕2

𝑡 𝑔𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))
}
−

− 𝑙2𝑀
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝐺𝑥(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)(∇̂′4𝑔𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))

}
(6.72)

𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝑔0
𝑧 (Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)+

+ 𝑏2
𝜇

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝐺𝑧(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)(∇̂2(𝜕2

𝑡 𝑔𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))
}
−

− 𝑙2𝑀
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝐺𝑧(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)(∇̂′4𝑔𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))

}
(6.73)

Sujeta a las condiciones inicial y de borde nulas, especificadas anteriormente.

Los segundos propagadores de Green satisfarán:

𝐺𝑎(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′), 𝐺𝑤(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)

Se tiene el siguiente sistema

− 𝜕𝑡𝐺𝑎(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − 𝑲𝑎
𝑥𝑥𝜕

2
Δ𝑥𝐺𝑎(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)−

− (𝑲𝑎
𝑧𝑧𝜕

2
Δ𝑧(𝐺𝑎(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′))) =

= 𝜹(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − (1/𝑉) en 𝑅𝑘 (6.74)

− 𝜕𝑡𝐺𝑤(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − 𝑲𝑤
𝑥𝑥𝜕

2
Δ𝑥𝐺𝑎(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′)−

− (𝑲𝑤
𝑧𝑧𝜕

2
Δ𝑧(𝐺𝑤(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′))) =

= 𝜹(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − (1/𝑉) en 𝑅𝑘 (6.75)

Con condiciones iniciales y de borde nulas.

Los segundos propagadores de Green satisfacen las ecuaciones de onda clásicas

𝜌𝜕2
𝑡𝐺𝑥(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − 𝜇∇̂2𝐺𝑥(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) =

= 𝜹((Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − (1/𝑉)) en 𝑅𝑘 (6.76)

𝜌𝜕2
𝑡𝐺𝑧(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − 𝜇∇̂2𝐺𝑧(Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) =

= 𝜹((Δ𝑥 − 𝑥′,Δ𝑧 − 𝑧′,Δ𝑡 − 𝑡′) − (1/𝑉)) en 𝑅𝑘 (6.77)

Con condiciones iniciales y de borde nulas.

6.2 Modelado del fenómeno dinámico de consolidación de un medio poroso viscoelástico
no saturado, con una inclusión en el esqueleto solido considerando diversas
condiciones de borde

Sistema de Biot (𝑢𝑖 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑤) (Beneyto et al., 2015).
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Ecuaciones de gobierno

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜇∇̂2𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝜇∇̂2 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥(∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡))+
+ 𝛼1𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑥𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑥𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑘𝑙,𝑚(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.78)

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜇∇̂2𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝜇∇̂2 ¤𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧(∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡))+
+ 𝛼1𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑧𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑘𝑙,𝑚(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.79)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(𝑥, 𝑧, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼1 ¤𝑢𝑘,𝑘(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

+ 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ℎ en 𝑅𝑘 (6.80)

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑗𝑘𝑝𝑤,𝑖(𝑥, 𝑧, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼2 ¤𝑢𝑘,𝑘(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

+ 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ℎ en 𝑅𝑘 (6.81)

𝑲𝑎
𝑗𝑘 ,𝑲

𝑤
𝑗𝑘 ∈ 𝑉3×3

𝜃𝑎 , 𝜃𝑎 , 𝜃𝑤 , 𝜃𝑤 ∈ 𝑅+
0 ; ℎ, ℎ ∈ 𝐿2(𝑅𝑘)

𝜇,𝜆, 𝜇,𝜆, 𝛼 𝑗 , 𝛼 𝑗 ∈ 𝑅+
0 ∀𝑗 = 1, 2

Condiciones iniciales

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑥 / 𝑢0

𝑥 ∈ (𝐻1
0(𝐷𝑘))2 (6.82)

𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0
𝑥 / 𝑤0

𝑥 ∈ (𝐿2(𝐷𝑘))2 (6.83)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑧 / 𝑢0

𝑧 ∈ (𝐿2(𝐷𝑘))2 (6.84)

𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0
𝑧 / 𝑤0

𝑧 ∈ (𝐿2(𝐷𝑘))2 (6.85)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝𝑎 / 𝑝𝑎 ∈ (𝐻1
0(𝐷𝑘))2 (6.86)

𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝𝑤 / 𝑝𝑤 ∈ (𝐻1
0(𝐷𝑘))2 (6.87)

Primer grupo de condiciones de contorno de tipo mixto:(−𝜇𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − 𝜇̄𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)
) ���

𝜕Γ𝑧=0
−

− ((𝜇̄ + 𝜆̄)𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼1𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)
) ���

𝜕Γ𝑧=0
= 𝒕𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

(6.88)(−𝑘𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼1𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝
���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.89)(−𝑘𝑤𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝̄
���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝̄ ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.90)

𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 ; 𝒕𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.91)

𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝜕𝑥𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡) = 𝜕𝑥𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.92)

𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 𝜕𝑥𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.93)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.94)

𝜇,𝜆, 𝜇̄, 𝜆̄, 𝛼 𝑗 , 𝑘𝑎𝑧𝑧 , 𝑘
𝑤
𝑧𝑧 , 𝑘

𝑎
𝑥𝑥 , 𝑘

𝑤
𝑥𝑥 ∈ 𝑅+

0
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Segundo grupo de condiciones de borde, de tipo Neumann:

(−𝜇𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − 𝜇̄𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

+
+ ((−(𝜇̄ + 𝜆̄)𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) + 𝛼1𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)) ���

𝜕Γ𝑧=0
= 𝒕𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

(6.95)(−𝑘𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼1𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝
���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.96)(−𝑘𝑤𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝̄
���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝̄ ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.97)

𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 ; 𝒕𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.98)(−𝜇𝜕𝑥𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) − 𝜇̄𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑥=0

+
+ ((−(𝜇̄ + 𝜆̄)𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)) + 𝛼1𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡) + 𝛼2𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡)) ���

𝜕Γ𝑥=0
= 𝒕𝑥

���
𝜕Γ𝑥=0

(6.99)(−𝑘𝑎𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡) + 𝛼1𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑝̄1

���
𝜕Γ𝑥=0

/ 𝑝1 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑥=0) (6.100)(−𝑘𝑤𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑝̄1

���
𝜕Γ𝑥=0

/ 𝑝̄1 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.101)

𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) ; 𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝒕𝑥 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑥=0) (6.102)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.103)

Condiciones de borde para el problema de Mandel:

(−𝜇𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − 𝜇̄𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

−
− ((𝜇̄ + 𝜆̄)𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼1𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)) ���

𝜕Γ𝑧=0
= 𝒕𝑏𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

(6.104)(−𝑘𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼1𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝1

���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝1 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.105)(−𝑘𝑤𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)
) ���

𝜕Γ𝑧=0
= 𝑝̄1

���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝̄1 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.106)(−𝜇𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡) − 𝜇̄𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)
) ���

𝜕Γ𝑧=−ℎ
−(−(𝜇̄ + 𝜆̄)𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡) + 𝛼1𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡) + 𝛼2𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡)) ���

𝜕Γ𝑧=−ℎ
= −𝒕 𝑎𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

(6.107)(−𝑘𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡) + 𝛼1𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 𝑝̄2

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

/ 𝑝2 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ) (6.108)(−𝑘𝑤𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 𝑝̄2

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

/ 𝑝̄2 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ) (6.109)

𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡) = 𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.110)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 0 (6.111)

𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.112)

𝒕𝑏𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) ; 𝒕 𝑎𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ)
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Condiciones de borde para el problema del talud (Derivada oblicua):(−𝜇𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − 𝜇̄𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)
) ���

𝜕Γ𝑧=0
−

− ((𝜇̄ + 𝜆̄)𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼1𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)
) ���

𝜕Γ𝑧=0
= 𝒕𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

(6.113)(−𝑘𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼1𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝
���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.114)(−𝑘𝑤𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝̄
���
𝜕Γ𝑧=0

/ 𝑝̄ ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.115)

𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 ; 𝒕𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.116)(−𝜇𝜕𝑥𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜇̄𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− (𝜇̄ + 𝜆̄)𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼1𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼2𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡)

) ���
𝜕Γ𝑥=𝑥(𝑧)

= 𝒕𝑥
���
𝜕Γ𝑥=𝑥(𝑧)

(6.117)(−𝑘𝑎𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼1𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑥=𝑥(𝑧)

= 𝑝
���
𝜕Γ𝑥=𝑥(𝑧)

/ 𝑝 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ) (6.118)(−𝑘𝑤𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼2𝜕𝑥 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)) ���
𝜕Γ𝑥=𝑥(𝑧)

= 𝑝̄
���
𝜕Γ𝑥=𝑥(𝑧)

/ 𝑝̄ ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑥=𝑥(𝑧)) (6.119)

𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡) = 0 ; 𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡) = 𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.120)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.121)

Problema poroelastodinámico en un medio con vacíos (Voids) en 2+1-diemensiones

En este problema se trata el acoplamiento de un medio poro-elástico con vacíos para lo cual
se hace uso de la teoría de Cowin y Nunziato (1983). Esta teoría es una linealización de otra, descri-
ta anteriormente Nunziato y Cowin (1979) que consideraba un material elástico constitutivamente
no lineal con vacíos, capaz de desarrollar deformaciones finitas.

Se considera un material sólido con vacíos pequeños y distribuidos, que podrían asimilarse
a defectos micromecánicos y que se alojan en el esqueleto sólido del material poroelástico. La
premisa básica que subyace en esta teoría, es el concepto de que, la densidad aparente de un
material poro-elástico se puede escribir como el producto de dos campos, el campo de densidad
del material de la matriz y el campo de fracción de volumen, más los campos de presiones de poro.

Esta representación de la densidad aparente del material introduce un grado de libertad
adicional en la descripción cinemática y fue empleada previamente por Goodman y Cowin (1972);
Cowin y Goodman (1976) para desarrollar una teoría continua asociada a materiales granulares
fluidos.

El modelo considerado emplea las mismas ecuaciones de equilibrio propuestas por Good-
man y Cowin (1972), e incluye un efecto de velocidad en la respuesta volumétrica que puede de-
berse a efectos superficiales inelásticos en las proximidades de los límites vacíos.

El tensor efectivo, y el vector de campos de vacíos, para el caso anisótropo general es:

𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑫𝑖 𝑗𝑘𝜑,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑩𝑖 𝑗𝜑(®𝑥, 𝑡) − 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺

∗
𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡)−

− 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.122)

𝑱𝑉𝑖 (®𝑥, 𝑡) = 𝑨𝑖 𝑗𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑫𝑖 𝑗𝑘𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑓𝑖𝜑(®𝑥, 𝑡) − ℎ∗𝑖 (®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.123)

𝑱𝑎𝑖 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.124)
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𝑱𝑎𝑖 (®𝑥, 𝑡) = −𝑲𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤,𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.125)

Las magnitudes con asterisco son residuales, deformaciones y vectores de vacío.

El sistema de ecuaciones de conservación para los campos de desplazamiento, vacíos y presiones
de poro será:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗 − 𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.126)

𝜌𝑘𝜕𝑡𝜑(®𝑥, 𝑡) + (𝑱𝑉𝑖 (®𝑥, 𝑡)),𝑖 = 0 en 𝑅𝑘 ; 𝑘 ∈ 𝑅+
0 (6.127)

𝜕𝑡𝑱
𝑉
𝑖 (®𝑥, 𝑡) = −𝑨𝑖 𝑗𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑫𝑖 𝑗𝑘𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑓𝑖𝜑(®𝑥, 𝑡) + ℎ∗𝑖 (®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.128)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + (𝑱𝑎𝑖 (®𝑥, 𝑡)),𝑖 + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.129)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) + (𝑱𝑤𝑖 (®𝑥, 𝑡)),𝑖 + 𝛼2𝑴
𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.130)

Todas las matrices son definidas positivas y las de cuarto orden, además, tienen simetría mayor y
menor, k es una constante que caracteriza la distribución de vacíos y se denomina constante de
inercia equilibrada.

Las ecuaciones de movimiento son:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 − (𝑫𝑖 𝑗𝑘𝜑,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 − (𝑩𝑖 𝑗𝜑(®𝑥, 𝑡)), 𝑗+
+ 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.131)

𝜌𝑘𝜕2
𝑡 𝜑(®𝑥, 𝑡) − (𝑨𝑖 𝑗𝜑, 𝑗(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 − (𝑫𝑖 𝑗𝑘𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)),𝑖 + ( 𝑓𝑖𝜑(®𝑥, 𝑡)),𝑖 =

= −ℎ∗𝑖,𝑖(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.132)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑖𝑗𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑖 + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.133)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑖𝑗 𝑝𝑎,𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑖 + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑖𝑗 ¤𝑢𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.134)

Para que el sistema hiperbólico-parabólico anterior sea consistente deben agregarse condiciones
iniciales y de borde adecuadas

En el problema que se modela y resuelve seguidamente, suponemos un cuerpo poroelástico, ho-
mogéneo e isótropo, con una distribución de vacíos también homogénea sobre el esqueleto sólido,
Además hacemos:

𝑫𝑖 𝑗𝑘 = 0 ; 𝑓𝑗 = 0 ; 𝑺𝐸𝑠𝑖𝑗𝑘𝑙 = 0 ; 𝑴 𝑎
𝑖𝑗 = 𝑴𝑤

𝑖𝑗 = 𝑨𝑖 𝑗 = 𝜹𝑖 𝑗 ; ℎ∗𝑖 = 0

Recinto de integración

𝑅𝑘 =
{(𝑥, 𝑧, 𝑡) / 𝑥 ∈ [0, 𝑎] ; 𝑧 ∈ [−ℎ, 0] ; 𝑡 ≥ 0

}
𝐷𝑘 =

{(𝑥, 𝑧) / 𝑥 ∈ [0, 𝑎] ; 𝑧 ∈ [−ℎ, 0] ; 𝑡 = 0
}

Distribución de las componentes 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) de los campos de desplazamiento aco-
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plados a los campos de porosidades y vacíos

𝜕2
𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2∇̂2𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐽𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.135)

𝐽𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝑏2𝜕𝑥(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) + (𝜉1/𝜌)𝜕𝑥𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− (𝛼1/𝜌)𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝛼2/𝜌)𝜕𝑥𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) (6.136)

𝜕2
𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2∇̂2𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐽𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.137)

𝐽𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝑏2𝜕𝑧(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) + (𝜉1/𝜌)𝜕𝑧𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− (𝛼1/𝜌)𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − (𝛼2/𝜌)𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) (6.138)

𝑎 =
√
𝜇/𝜌 ; 𝑏 =

√(𝜇 + 𝜆)/𝜌 ; 𝜌, 𝛼1, 𝛼2,𝜆, 𝜇, 𝜉1 ∈ 𝑅+
0

Distribución de los campos de presiones de poro de aire y agua respectivamente 𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡),
𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑲𝑎
𝑥𝑥𝜕

2
𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑲𝑎

𝑧𝑧𝜕
2
𝑧𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑞𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.139)

𝑞𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝛼1∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) (6.140)

𝑲𝑎
𝑥𝑥 = 𝑲𝑎

𝑧𝑧 = 𝑠𝑎1 > 0 ; 𝜃𝑎 , 𝜃𝑎 , 𝛼1 ∈ 𝑅+
0

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑲𝑤
𝑥𝑥𝜕

2
𝑥𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑲𝑤

𝑧𝑧𝜕
2
𝑧𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑞𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.141)

𝑞𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝛼2∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) (6.142)

𝑲𝑤
𝑥𝑥 = 𝑲𝑤

𝑧𝑧 = 𝑠𝑤2 > 0 ; 𝜃𝑤 , 𝜃𝑤 , 𝛼2 ∈ 𝑅+
0

Distribución de los campos de vacíos:

𝜕2
𝑡 𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑐2∇̂2𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑉𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.143)

𝑉𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = (𝜉1/𝑘𝜌)∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) ; 𝑐, 𝜉1 ∈ 𝑅+
0 (6.144)

• Condiciones iniciales

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑥 / 𝑢0

𝑥 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑥 / 𝑤0
𝑥 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.145)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑧 / 𝑢0

𝑧 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑧 / 𝑤0
𝑧 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.146)

𝜑(𝑥, 𝑧, 0) = 𝜑1 / 𝜑1 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝜑(𝑥, 𝑧, 0) = 𝜑2 / 𝜑2 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.147)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘) (6.148)

• Primer grupo de condiciones de borde mixtas

− 𝑎2𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝒕𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

; 𝒕𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) (6.149)

− 𝑎2𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 𝒕 𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

; 𝒕 𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ) (6.150)

(−𝑲𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; (−𝑲𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.151)

(−𝑲𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 ; (−𝑲𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.152)

(−𝑐2𝜕𝑧𝜑(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; (−𝑐2𝜕𝑧𝜑(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.153)
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𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 (6.154)

𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.155)

𝜑(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝜑(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.156)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.157)

• Segundo grupo de condiciones de borde mixtas

− 𝑎2𝜕𝑥𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝒕𝑥

���
𝜕Γ𝑥=0

; 𝒕𝑥 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑥=0) (6.158)

− 𝑎2𝜕𝑥𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝒕𝑥

���
𝜕Γ𝑥=𝑎

; 𝒕𝑥 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑥=𝑎) (6.159)

(−𝑲𝑎
𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥

���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 ; (−𝑲𝑤
𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥

���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 (6.160)

(−𝑲𝑎
𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥

���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 ; (−𝑲𝑤
𝑥𝑥𝜕𝑥𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥

���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.161)

(−𝑐2𝜕𝑥𝜑(0, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 ; (−𝑐2𝜕𝑥𝜑(𝑎, 𝑧, 𝑡)𝑛̂𝑥
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.162)

𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.163)

𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.164)

𝜑(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝜑(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.165)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.166)

• Tercer grupo de condiciones de borde mixtas absorbentes

− 𝑎2𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= −𝜐1𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

+ 𝒕𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

(6.167)

− 𝑎2𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= −𝜐2𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

+ 𝒕 𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

(6.168)

(−𝑲𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; (−𝑲𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.169)

(−𝑲𝑎
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 ; (−𝑲𝑤
𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑤(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.170)

(−𝑐2𝜕𝑧𝜑(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; (−𝑐2𝜕𝑧𝜑(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.171)

𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 (6.172)

𝑝𝑤(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑝𝑤(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.173)

𝜑(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝜑(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.174)

𝑢𝑧(0, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑧(𝑎, 𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.175)

𝜐1, 𝜐2 ∈ 𝑅+
0 ; 𝒕𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) ; 𝒕 𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ)
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a) Representación integral de las soluciones para el primer juego de condiciones de borde

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.176)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝒕 𝑎𝑧=0(𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧=−ℎ(𝑥′, 𝑡′)

}
(6.177)

𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑉𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.178)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.179)

𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑤(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.180)

b) Representación integral de las soluciones para el segundo juego de condiciones de borde

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑥′ 𝑔𝑥(𝑥 − 0, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝒕 𝑎𝑥=0(𝑧′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑎, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑥=𝑎(𝑧′, 𝑡′)

}
(6.181)
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𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.182)

𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑉𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.183)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.184)

𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑤(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.185)

c) Representación integral de las soluciones para el tercer juego de condiciones de borde

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.186)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′){−𝜐1𝜕𝑡′𝑢𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡)+

+ 𝒕 𝑎𝑧=0(𝑥′, 𝑡′)
}}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)

{−𝜐1𝜕𝑡′𝑢𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡)+

+ 𝒕𝑏𝑧=−ℎ(𝑥′, 𝑡′)
}}

(6.187)
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𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑉𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.188)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.189)

𝑝𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑤(𝑥′, 𝑧′, 0)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.190)

Las funciones de Green son: del campo de presiones de poro de aire y agua, de los campos de
desplazamientos en las direcciones 𝑥 y 𝑧, y del campo de vacíos respectivamente (Polyanin y
Nazaikinskii, 2016)

𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) = 4
𝑙1𝑙2

{ ∞∑
𝑛=1

sen 𝑛𝜋𝑥
𝑙1

sen 𝑛𝜋𝑥
′

𝑙1
exp

(
−𝜋

2𝑛2𝑎𝑡
𝑙21

)}
·

·
{

1
2
+

∞∑
𝑚=1

cos 𝑚𝜋𝑧
𝑙2

cos 𝑚𝜋𝑧
′

𝑙2
exp

(
−𝜋

2𝑚2𝑎𝑡
𝑙22

)}
(6.191)

𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) = 4
𝑙1𝑙2

{ ∞∑
𝑛=1

sen 𝑛𝜋𝑥
𝑙1

sen 𝑛𝜋𝑥
′

𝑙1
exp

(
−𝜋

2𝑛2𝑏𝑡
𝑙21

)}
·

·
{

1
2
+

∞∑
𝑚=1

cos 𝑚𝜋𝑧
𝑙2

cos 𝑚𝜋𝑧
′

𝑙2
exp

(
−𝜋

2𝑚2𝑏𝑡
𝑙22

)}
(6.192)

𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) = 4
𝑎𝑙1𝑙2

∞∑
𝑛=1

∞∑
𝑚=1

1
𝜆𝑛𝑚

sen(𝑝𝑛𝑥) sen(𝑞𝑚𝑧)·
· sen(𝑝𝑛𝑥′) sen(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′)) (6.193)

𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) = 2
𝑎𝑙1𝑙2

∞∑
𝑛=1

∞∑
𝑚=0

𝐴𝑚
𝜆𝑛𝑚

sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·
· sen(𝑝𝑛𝑥′) cos(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′)) (6.194)

𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) = 4
𝑐𝑙1𝑙2

∞∑
𝑛=1

∞∑
𝑚=1

1
𝜆𝑛𝑚

sen(𝑝𝑛𝑥) sen(𝑞𝑚𝑧)·
· sen(𝑝𝑛𝑥′) sen(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑐𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′)) (6.195)

𝑎 =

√
𝑘𝑎𝑥𝑥
𝜃𝑎

+ 𝑘𝑎𝑧𝑧
𝜃𝑎
, 𝑝𝑛 =

𝑛𝜋
𝑙1
, 𝑞𝑚 =

𝑚𝜋
𝑙2
, 𝜆𝑛𝑚 =

√
𝑝2
𝑛 + 𝑞2

𝑚 , 𝑙1 = 𝑎, 𝑙2 = ℎ

𝑏 =

√
𝑘𝑤𝑥𝑥
𝜃𝑤

+ 𝑘𝑤𝑧𝑧
𝜃𝑤

, 𝐴𝑚 =

{
1 para 𝑚 = 0
2 para 𝑚 ≠ 0

Los flujos:
𝐽𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) ; 𝐽𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) ; 𝑞𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) ; 𝑞𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) ; 𝑉𝑣(𝑥, 𝑧, 𝑡)
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acoplan los distintos campos intervinientes.

La construcción de los aproximantes de Picard se realiza de la siguiente manera:

𝑲0
𝑥 �

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)
}

(6.196)

𝑲0
𝑧 �

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)
}

(6.197)

𝑲0
𝑎 �

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0)
}

(6.198)

𝑲0
𝑤 �

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑤(𝑥′, 𝑧′, 0)
}

(6.199)

𝑲0
𝑣 �

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝜕𝑡 𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜑(𝑥′, 𝑧′, 0)
}

(6.200)

Cálculo de la primera aproximación para los campos de desplazamientos, porosidades y vacíos

• Primer juego de condiciones de borde

𝑢1
𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0

𝑥(𝑡 , 𝑢0
𝑥 , 𝑤

0
𝑥)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽0𝑥 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
(6.201)

𝑢1
𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0

𝑧(𝑡 , 𝑢0
𝑧 , 𝑤

0
𝑧)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽0𝑧 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝒕 𝑎𝑧=0(𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧=−ℎ(𝑥′, 𝑡′)

}
(6.202)

𝜑1(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝜑1, 𝜑2)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑉0

𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.203)

𝑝1
𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0

𝑣(𝑡 , 𝑝0
𝑎)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞0

𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.204)

𝑝1
𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0

𝑤(𝑡 , 𝑝0
𝑤)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞0

𝑤(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.205)
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Los flujos a primer orden tienen la forma siguiente:
𝐽0𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � −𝑏2{𝜕2

𝑥𝑲
0
𝑥(𝑡 , 𝑢0

𝑥 , 𝑤
0
𝑥) + 𝜕2

𝑥𝑧𝑲
0
𝑧(𝑡 , 𝑢0

𝑧 , 𝑤
0
𝑧)
}+

+ (𝜉1/𝜌)𝜕𝑥(𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝜑1, 𝜑2)) − (𝛼1/𝜌)𝜕𝑥(𝑲0

𝑎(𝑡 , 𝑝0
𝑎))−

− (𝛼2/𝜌)𝜕𝑥(𝑲0
𝑤(𝑡 , 𝑝0

𝑎)) (6.206)

𝐽0𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � −𝑏2{𝜕2
𝑧𝑲

0
𝑧(𝑡 , 𝑢0

𝑧 , 𝑤
0
𝑧) + 𝜕2

𝑧𝑥𝑲
0
𝑥(𝑡 , 𝑢0

𝑥 , 𝑤
0
𝑥)
}+

+ (𝜉1/𝜌)𝜕𝑧(𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝜑1, 𝜑2)) − (𝛼1/𝜌)𝜕𝑧(𝑲0

𝑎(𝑡 , 𝑝0
𝑎))−

− (𝛼2/𝜌)𝜕𝑧(𝑲0
𝑤(𝑡 , 𝑝0

𝑎)) (6.207)

𝑞1
𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝛼1(𝜕𝑥 ¤𝑲0

𝑥(𝑡 , 𝑢0
𝑥 , 𝑤

0
𝑥) + 𝜕𝑧 ¤𝑲0

𝑧(𝑡 , 𝑢0
𝑧 , 𝑤

0
𝑧)) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑲

0
𝑤(𝑡 , 𝑝0

𝑤) (6.208)

𝑞1
𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = −𝛼2(𝜕𝑥 ¤𝑲0

𝑥(𝑡 , 𝑢0
𝑥 , 𝑤

0
𝑥) + 𝜕𝑧 ¤𝑲0

𝑧(𝑡 , 𝑢0
𝑧 , 𝑤

0
𝑧)) − 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑲

0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑤) (6.209)

𝑉1
𝑎 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � (𝜉1/𝑘𝜌)(𝜕𝑥𝑲0

𝑥(𝑡 , 𝑢0
𝑥 , 𝑤

0
𝑥) + 𝜕𝑧𝑲

0
𝑧(𝑡 , 𝑢0

𝑧 , 𝑤
0
𝑧)) (6.210)

Finalmente, las aproximaciones de orden 𝑘 serán:
𝑢𝑘𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0

𝑥(𝑡 , 𝑢0
𝑥 , 𝑤

0
𝑥)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽 𝑘−1

𝑥 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.211)

𝑢𝑘𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑧(𝑡 , 𝑢0

𝑧 , 𝑤
0
𝑧)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽 𝑘−1

𝑧 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝒕 𝑎𝑧=0(𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧=−ℎ(𝑥′, 𝑡′)

}
(6.212)

𝜑𝑘(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝜑1, 𝜑2)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑉 𝑘−1

𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.213)

𝑝𝑘𝑎 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝑝0

𝑎)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑘−1

𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.214)

𝑝𝑘𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑤+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑘−1

𝑤 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.215)

• Segundo juego de condiciones de borde, aproximaciones de orden 𝑘
𝑢𝑘𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0

𝑥(𝑡 , 𝑢0
𝑥 , 𝑤

0
𝑥)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽 𝑘−1

𝑥 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑥(𝑥 − 0, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝒕 𝑎𝑥=0(𝑧′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑧′𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑥=𝑎(𝑧′, 𝑡′)

}
(6.216)
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𝑢𝑘𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲𝑘−1
𝑧 (𝑡 , 𝑢0

𝑧 , 𝑤
0
𝑧)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽 𝑘−1

𝑧 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.217)

𝜑𝑘(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝜑1, 𝜑2)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑉 𝑘−1

𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.218)

𝑝𝑘𝑎 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝑝0

𝑎)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑘−1

𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.219)

𝑝𝑘𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑤+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑘−1

𝑤 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.220)

• Tercer juego de condiciones de borde, aproximaciones de orden 𝑘

𝑢𝑘𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑥(𝑡 , 𝑢0

𝑥 , 𝑤
0
𝑥)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽 𝑘−1

𝑥 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.221)

𝑢𝑘𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑧(𝑡 , 𝑢0

𝑧 , 𝑤
0
𝑧)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽 𝑘−1

𝑧 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝒕 𝑎𝑧=0(𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧=−ℎ(𝑥′, 𝑡′)

}
(6.222)

𝜑𝑘(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝜑1, 𝜑2)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑣(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑉 𝑘−1

𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.223)

𝑝𝑘𝑎 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑣(𝑡 , 𝑝0

𝑎)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑘−1

𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.224)

𝑝𝑘𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝑲0
𝑤(𝑡 , 𝑝0

𝑤)+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑘−1

𝑤 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}

(6.225)

6.3 Experimentos computacionales

Se formulan dos problemas que pretenden mostrar la distribución de campos en dos tipos
de materiales ideales, que difieren en la microestructura; el primero de ellos, poroelástico clásico
con una distribución de presión de poro y un flujo de defectos, representativos de la microestruc-
tura del material. El segundo problema es típicamente de naturaleza microelastodinámica, en el
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cual el medio sigue una ley constitutiva de la forma de Mindlin-Aifantis (Kunin, 1968); se conside-
ran dos campos de presiones de poro y un flujo de defectos (dislocaciones) representativos de la
microestructura propia del material.

Se obtienen las soluciones semi-analíticas utilizando funciones de Green que resultan de re-
solver el problema de Sturm-Liouville asociado a la parte estacionaria del operador. La idea que se
desarrolla a continuación está centrada en la comparación cualitativa de las dos respuestas diná-
micas. En un trabajo futuro podría proponerse una comparación cuantitativa utilizando materiales
reales.

a) Soluciones aproximadas al problema de propagación de ondas poroelásticas en un me-
dio saturado conteniendo dislocaciones

𝑅𝑘 =
{(𝑥, 𝑧, 𝑡) / 𝑥 ∈ [0, 𝑎] ; 𝑧 ∈ [−ℎ, 0] ; 𝑡 ≥ 0

}
𝐷𝑘 =

{(𝑥, 𝑧) / 𝑥 ∈ [0, 𝑎] ; 𝑧 ∈ [−ℎ, 0]}
Ecuaciones de gobierno

𝜕2
𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑐2

1∇̂2𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑐2
2𝜕𝑧(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) + 𝑎1𝜕𝑧𝑝(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

= (1/𝜌)𝐽𝑍(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 ; 𝑎1 = (𝛼1/𝜌) (6.226)

𝜕2
𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑐2

1∇̂2𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑐2
2𝜕𝑥(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) + 𝑎1𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

= (1/𝜌)𝐽𝑋(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 ; 𝑎1 = (𝛼1/𝜌) (6.227)

𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑏2∇̂2𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝑎1𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.228)

Condiciones iniciales

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑥 / 𝑢0

𝑥 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑥 / 𝑤0
𝑥 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.229)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑧 / 𝑢0

𝑧 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑧 / 𝑤0
𝑧 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.230)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) (6.231)

Condiciones de borde

(−2𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝒕 𝑎𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

; 𝜕𝑥𝑢𝑧(0, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.232)

(−2𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 𝒕 𝑎𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

; 𝜕𝑥𝑢𝑧(𝑎, 𝑧, 𝑡) = 0 (6.233)

(−2𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; 𝜕𝑧𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡) = 0 (6.234)

(−2𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 ; 𝜕𝑧𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡) = 0 (6.235)

− 𝑏2𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; −𝑏2𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.236)

− 𝑏2𝜕𝑧𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 ; −𝑏2𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.237)

𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.238)

𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 ; 𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.239)
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Representaciones integrales de las soluciones asociadas a los campos de desplazamientos:

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 〈𝑢𝑧〉 +
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)(𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))

}}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
𝑐2

2𝜕𝑧′(∇̂′𝑢𝑗(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))−

− 𝑎1𝜕𝑧′𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}}} + ∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧 (𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧 (𝑥′, 𝑡′)

}
(6.240)

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)(𝐽𝑋(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))+

+ 𝑐2
2𝜕𝑧′

(∇̂′𝑢𝑗(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
) − 𝑎1𝜕𝑥′𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}}
+

+
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}

(6.241)

Representación de la solución asociada a la distribución de presiones de poro

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑎)+
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑎1(𝜕𝑥′(𝜕𝑡′𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))+

+ 𝜕𝑧′(𝜕𝑡′𝑢𝑧′(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))
}}

(6.242)

𝐾0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑎) =
∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 0)

}
(6.243)

Determinación de los aproximantes de Picard para el sistema de soluciones semi-analíticas

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0
𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
𝑐2

2
(
𝜕2
𝑥′𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)+

+ 𝜕𝑥′
(
𝜕𝑧′𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

) ) − 𝑎1𝜕𝑥′𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}}

(6.244)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0
𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
𝑐2

2
(
𝜕2
𝑧′𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)+

+ 𝜕𝑧′
(
𝜕𝑥′𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

) ) − 𝑎1𝜕𝑧′𝑝𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}}}

(6.245)
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Donde

𝐾0
𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 〈𝑢𝑧〉 +

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}+

+ (1/𝜌)
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

(
𝐽𝑍(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

)}}+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧 (𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝒕𝑏𝑧 (𝑥′, 𝑡′)

}
(6.246)

𝐾0
𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐽𝑋(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}
+

+
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}

(6.247)

De modo que la primera aproximación se escribe

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑎)−
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑎1(𝜕𝑥′(𝜕𝑡′𝐾0

𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))+

+ 𝜕𝑧′(𝜕𝑡′𝐾0
𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))

}}
(6.248)

𝑢(1)𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0
𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
𝑐2

2
(
𝜕2
𝑥′𝐾

0
𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)+

+ 𝜕𝑥′
(
𝜕𝑧′𝐾

0
𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)

) ) − 𝑎1𝜕𝑥′𝐾
0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑎)
}}

(6.249)

𝑢(1)𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0
𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
𝑐2

2
(
𝜕2
𝑧′𝐾

0
𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)+

+ 𝜕𝑧′
(
𝜕𝑥′𝐾

0
𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

) ) − 𝑎1𝜕𝑧′𝐾
0
𝑎(𝑡′, 𝑝0

𝑎)
}}}

(6.250)

La aproximación enésima será:

𝑝(𝑛)𝑎 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑎)+
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)(𝑎1(𝜕𝑥′(𝜕𝑡′𝑢(𝑛−1)

𝑥 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))+

+ 𝜕𝑧′(𝜕𝑡′𝑢(𝑛−1)
𝑥 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)))

}}
(6.251)
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𝑢(𝑛)𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0
𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
𝑐2

2
(
𝜕2
𝑥′𝑢

(𝑛−1)
𝑥 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)+

+ 𝜕𝑥′
(
𝜕𝑧′𝑢

(𝑛−1)
𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡)) ) − 𝑎1𝜕𝑥′𝑝

(𝑛−1)
𝑎 (𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)}} (6.252)

Funciones de Green para los campos de desplazamiento y presión de poro respectivamente, aso-
ciadas al problema de Neumann planteado (Budak et al., 1984)

𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) = − 𝑡 − 𝑡
′

𝑎ℎ
+

∞∑
𝑚=0

∞∑
𝑛=0

𝑞𝑚𝑛 cos
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧
}
·

· cos
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥′
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧′
} sen

{
𝜋𝑐1(𝑡 − 𝑡′)

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

}
𝑐1

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

(6.253)

𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) = 4
𝑎ℎ

∞∑
𝑚=0

∞∑
𝑛=0

sen
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧
}
·

· sen
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥′
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧′
} sen

{
𝜋𝑐1(𝑡 − 𝑡′)

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

}
𝑐1

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

(6.254)

𝑞𝑚𝑛 = 2 ; ∀𝑚 · 𝑛 = 0 ; 𝑞𝑚𝑛 = 4 ; ∀𝑚 · 𝑛 ≠ 0 ; 𝑚 + 𝑛 ≠ 0 (6.255)

𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) =

=
1
2𝑞

∞∑
𝑛

∞∑
𝑘

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)


 𝑒

− (𝑧−𝑧′+2𝑘𝑙2)2
4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−

(𝑧+𝑧′+2𝑘𝑙2)2
4𝑞2(𝑡−𝑡′)√

𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 (6.256)

𝑔𝑤(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) =

=
1
2𝑞

∞∑
𝑛

∞∑
𝑘

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)


 𝑒

− (𝑧−𝑧′+2𝑘𝑙2)2
4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−

(𝑧+𝑧′+2𝑘𝑙2)2
4𝑞2(𝑡−𝑡′)√

𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 (6.257)

Integrando y asumiendo estructuras funcionales conocidas para las condiciones iniciales y de borde,
tenemos las expresiones siguientes.
𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0

𝑥(𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0), 𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0))+
+ 4
𝑎𝑙1𝑙2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=1

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

𝜆𝑛𝑚
sen(𝑝𝑛𝑥) sen(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) sen(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))𝐽𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}}

+ 4
𝑎𝑙1𝑙2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=1

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

𝜆𝑛𝑚
sen(𝑝𝑛𝑥) sen(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) sen(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))
{
𝑐2

2(𝜕2
𝑥′𝐾

0
𝑥 + 𝜕𝑥′(𝜕𝑧′𝐾0

𝑧))−
− 𝑎1𝜕𝑥′𝐾

0
𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}}}
(6.258)

Juan Carlos Barreto [133]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0
𝑧(𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0), 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0))+

+ 2
𝑎𝑙1𝑙2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=0

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′ 𝐴𝑚

𝜆𝑛𝑚
sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) cos(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))𝐽𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)
}}

+

+ 2
𝑎𝑙1𝑙2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=0

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′ 𝐴𝑚

𝜆𝑛𝑚
sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) cos(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))
{
𝑐2

2(𝜕2
𝑧′𝐾

0
𝑧 + 𝜕𝑧′(𝜕𝑥′𝐾0

𝑥))−
− 𝑎1𝜕𝑧′𝐾

0
𝑎(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)

}}}+
+ 2
𝑎𝑙1𝑙2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=0

𝐴𝑚
𝜆𝑛𝑚

sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))𝒕 𝑎𝑧 (𝑥′, 𝑡′)
}}

+

+ 2
𝑎𝑙1𝑙2

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=0

𝐴𝑚
𝜆𝑛𝑚

sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) cos(𝑞𝑚ℎ) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))𝒕𝑏𝑧 (𝑥′, 𝑡′)
}}

(6.259)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑎)−

− 1
2𝑞

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

·
{ ∞∑

𝑘

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

 𝑒
− (𝑧−𝑧′+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑧+𝑧′+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

· (𝑎1(𝜕𝑥′(𝜕𝑡′𝐾0
𝑥(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′)) + 𝜕𝑧′(𝜕𝑡′𝐾0

𝑧(𝑥′, 𝑧′, 𝑡′))))
}}

(6.260)

b) Problema poro-elastodinámico en la formulación de segundo gradiente, en la configu-
ración deformada

Distribución de los campos de desplazamiento: 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡); 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) en la formulación de se-
gundo gradiente (Polizzotto, 2013):

𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥((1 − 𝑙21∇̂2)∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥((1 − 𝑙21∇̂2)∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) + 𝛼1(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

+ 𝛼2(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑥𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜌(1 − 𝑙21∇̂2) 𝑓𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.261)
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𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2 ¤𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) + 𝛼2(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)+

+ 𝛼2(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜌(1 − 𝑙21∇̂2) 𝑓𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.262)

Distribución de los campos de presiones de poro: 𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡)
𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑎𝑥𝑥𝜕2

𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕2
𝑧𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾̃𝑎𝑥𝑥𝜕2

𝑥 ¤𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− 𝐾̃𝑎𝑧𝑧𝜕2

𝑧 ¤𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼1(1 − 𝑙21∇̂2) ¤𝑢𝑗 , 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.263)

𝜃𝑏𝜕𝑡𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑏𝑥𝑥𝜕2
𝑥𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕2

𝑧𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾̃𝑏𝑥𝑥𝜕2
𝑥 ¤𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡)−

− 𝐾̃𝑏𝑧𝑧𝜕2
𝑧 ¤𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝛼2(1 − 𝑙21∇̂2) ¤𝑢𝑗 , 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜃𝑏𝜕𝑡𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘 (6.264)

Condiciones iniciales

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑥 / 𝑢0

𝑥 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑥 / 𝑤0
𝑥 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.265)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0
𝑧 / 𝑢0

𝑧 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0

𝑧 / 𝑤0
𝑧 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘) (6.266)

𝜌𝑙21𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Λ

= 0 ; 𝜌𝑙21(𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)),𝑙 𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Λ

= 0 (6.267)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝0
𝑎 / 𝑝0

𝑎 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑝0

𝑏 / 𝑝0
𝑏 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘) (6.268)

Condiciones de borde mixtas para los campos de desplazamiento

(−𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)))
���
𝜕Γ𝑧=0

−
− (𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)))

���
𝜕Γ𝑧=0

+
+ (𝛼1(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝑝𝑏(𝑥, 0, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝒕 𝑎𝑧

���
𝜕Γ𝑧=0

(6.269)

(−𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)))
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

−

− (𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡) − (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧 ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)))
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

+

+ (𝛼1(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) + 𝛼2(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝑝𝑏(𝑥, 0, 𝑡))
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 𝒕𝑏𝑧

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

(6.270)

𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 ; 𝒕 𝑎𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=0) ; 𝒕𝑏𝑧 ∈ 𝐿2(𝜕Γ𝑧=−ℎ) (6.271)

Condiciones de borde mixtas para los campos de presiones de poro:

(−𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡) − 𝐾̃𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑝𝑎(𝑥, 0, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

+ 𝛼1℘ ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.272)

(−𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑏(𝑥, 0, 𝑡) − 𝐾̃𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑝𝑏(𝑥, 0, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

+ 𝛼2℘ ¤𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.273)

(−𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡) − 𝐾̃𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

+

+ 𝛼1℘ ¤𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.274)
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(−𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑏(𝑥,−ℎ, 𝑡) − 𝐾̃𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑝𝑏(𝑥,−ℎ, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

+

+ 𝛼2℘ ¤𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.275)

𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝑝𝑏(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑝𝑏(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.276)

𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝜕𝑧𝑝𝑏(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.277)

𝜕𝑧𝑝𝑎(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝜕𝑧𝑝𝑏(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 (6.278)

Condiciones sobre las constantes, elementos de Matriz, y funciones intervinientes

𝜌, 𝜇,𝜆, 𝜇,𝜆, 𝛼1,2, 𝛼1,2, 𝜃𝑎 , 𝜃𝑎 , 𝜃𝑏 , 𝜃𝑏 , 𝑙1 ∈ 𝑅+
0 ; 𝑓𝑥 ∈ 𝐿2(𝑅𝑘)

𝐾𝑎𝑥𝑥 , 𝐾
𝑎
𝑧𝑧 , 𝐾̃

𝑎
𝑥𝑥 , 𝐾̃

𝑎
𝑧𝑧 , 𝐾

𝑏
𝑥𝑥 , 𝐾

𝑏
𝑧𝑧 , 𝐾̃

𝑏
𝑥𝑥 , 𝐾̃

𝑏
𝑧𝑧 ∈ 𝑅+

0 ; 𝑓𝑧 ∈ 𝐿2(𝑅𝑘)

Construcción de las funciones de Green para los campos de desplazamientos

𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥((1 − 𝑙21∇̂2)𝑔𝑥𝑛,𝑛(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2 ¤𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥((1 − 𝑙21∇̂2) ¤𝑔𝑥𝑛,𝑛(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) =

= 𝛿𝑥𝑥(𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − (1/𝑣)) en 𝑅𝑘 (6.279)

𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝑔𝑧𝑛,𝑛(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) − 𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)∇̂2 ¤𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧((1 − 𝑙21∇̂2) ¤𝑔𝑧𝑛,𝑛(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) =

= 𝛿𝑧𝑧(𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − (1/𝑣)) en 𝑅𝑘 (6.280)

Para las presiones de poro serán

𝜃𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑎𝑥𝑥𝜕2
𝑥𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕2

𝑧 𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−
− 𝐾̃𝑎𝑥𝑥𝜕2

𝑥 ¤𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾̃𝑎𝑧𝑧𝜕2
𝑧 ¤𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) en 𝑅𝑘 (6.281)

𝜃𝑏𝜕𝑡 𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑏𝑥𝑥𝜕2
𝑥𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕2

𝑧 𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)−
− 𝐾̃𝑏𝑥𝑥𝜕2

𝑥 ¤𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾̃𝑏𝑧𝑧𝜕2
𝑧 ¤𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) en 𝑅𝑘 (6.282)

Las respectivas condiciones iniciales son:

𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 (6.283)

𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 (6.284)

𝜌𝑙21 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0)
���
𝜕Λ

= 0 ; 𝜌𝑙21(𝑢𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0)),𝑙 𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Λ

= 0 (6.285)

𝑝𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,−𝑇) = 0 ; 𝑝𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,−𝑇) = 0 (6.286)

Finalmente, las condiciones de borde para las funciones de Green asociadas a los campos de
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desplazamiento se escriben:

(−𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)))

���
𝜕Γ𝑧=0

−
− (𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧 ¤𝑔𝑧(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧 ¤𝑔𝑧(Δ𝑥, 0,Δ𝑡)))
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.287)

(−𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)−
− (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)))

���
𝜕ΓΔ𝑧=−ℎ

−
− (𝜇(1 − 𝑙21∇̂2)𝑛̂𝑧𝜕𝑧 ¤𝑔𝑧(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝑛̂𝑧((1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑧 ¤𝑔𝑧(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡)))
���
𝜕ΓΔ𝑧=−ℎ

= 0 (6.288)

𝑔𝑥(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=0

= 𝑔𝑧(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=𝑎

= 0 (6.289)

Para los campos de presiones de poro tendremos:

(−𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑔𝑎(Δ𝑥, 0,Δ𝑡) − 𝐾̃𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑔𝑎(Δ𝑥, 0,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.290)

(−𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧𝑔𝑏(Δ𝑥, 0,Δ𝑡) − 𝐾̃𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑔𝑏(Δ𝑥, 0,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 (6.291)

(−𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑔𝑎(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡) − 𝐾̃𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑔𝑎(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.292)

(−𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧𝑔𝑏(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡) − 𝐾̃𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧 ¤𝑔𝑏(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 (6.293)

𝑔𝑎(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑔𝑎(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝑔𝑏(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 (6.294)

𝑔𝑏(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 ; 𝜕𝑧𝑔𝑎(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝜕𝑧𝑔𝑏(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0 (6.295)

𝜕𝑧𝑔𝑎(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝜕𝑧𝑔𝑏(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0 (6.296)

Reescribimos las ecuaciones de movimiento en la forma siguiente, a efectos de poder construir las
representaciones integrales de las soluciones, utilizando el segundo teorema de representación de
Green-Lagrange

𝜕2
𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2∇̂2𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = (1/𝜌){Ξ𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜏1𝜕𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)−

− 𝜏2𝜕𝑥𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝐹𝑥(𝜌(℘ 𝑓𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)), 𝑙21∇̂4𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) . . .)
}

en 𝑅𝑘 (6.297)

𝜕2
𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2∇̂2𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = (1/𝜌){Ξ𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝜏1𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)−

− 𝜏2𝜕𝑧𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝐹𝑧(𝜌(℘ 𝑓𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)), 𝑙21∇̂4𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) . . .)
}

en 𝑅𝑘 (6.298)

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑎𝑥𝑥𝜕2
𝑥𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕2

𝑧𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐽𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.299)

𝜃𝑏𝜕𝑡𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑏𝑥𝑥𝜕2
𝑥𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕2

𝑧𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐽𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘 (6.300)

Ξ𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
{(𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) − 𝜇∇̂2 ¤𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑥(∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡))
}

(6.301)
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Ξ𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
{(𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧(∇̂𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡)) − 𝜇∇̂2 ¤𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)𝜕𝑧(∇̂ ¤𝑢𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡))
}

(6.302)

𝐽𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
{
𝐾̃𝑎𝑥𝑥𝜕

2
𝑥 ¤𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝐾̃𝑎𝑧𝑧𝜕2

𝑧 ¤𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− 𝛼1(1 − 𝑙21∇̂2) ¤𝑢𝑗, 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡)

}
(6.303)

𝐽𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
{
𝐾̃𝑤𝑥𝑥𝜕

2
𝑥 ¤𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝐾̃𝑤𝑧𝑧𝜕2

𝑧 ¤𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)−
− 𝛼1(1 − 𝑙21∇̂2) ¤𝑢𝑗, 𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) + 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡)

}
(6.304)

Las representaciones integrales de las soluciones son:

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−
− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)

}+
+ 1
𝜌

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
Ξ𝑥(𝑢𝑥 , 𝜏1𝜕𝑥′𝑝𝑎 , 𝜏2𝜕𝑥′𝑝𝑏+

+ 𝐹𝑥(𝜌(℘ 𝑓𝑥), 𝑙21∇̂′4𝑢𝑥 , 𝑙21∇̂′2𝜕𝑥′(∇̂′𝑢𝑗)))
}}

(6.305)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−
− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)

}+
+ 1
𝜌

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
Ξ𝑧(𝑢𝑧 , 𝜏1𝜕𝑧′𝑝𝑎 , 𝜏2𝜕𝑧′𝑝𝑏+

+ 𝐹𝑧(𝜌(℘ 𝑓𝑧), 𝑙21∇̂′4𝑢𝑧 , 𝑙21∇̂′2𝜕𝑧′(∇̂′𝑢𝑗)))
}}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎𝑧 (𝑥′, 𝑡′,Π𝑎

𝑧(𝑢𝑧(𝑥′, 0, 𝑡′)))
}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑏𝑧(𝑥′, 𝑡′,Π𝑏

𝑧(𝑢𝑧(𝑥′,−ℎ, 𝑡′)))
}

(6.306)

𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑎+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐺𝐼𝑎(𝑡′,Σ𝑎(𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ℘∇̂′𝑢𝑗))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝑎(𝑡′,Σ𝑎(𝑝𝑎 , ℘∇̂′𝑢𝑗))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝐼𝑎 (𝑡′,Σ𝑎(𝑝𝑎 , ℘∇̂′𝑢𝑗))

}
(6.307)

𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) =
∯

𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑏+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐺𝐼𝑏(𝑡′,Σ𝑏(𝑝𝑏 , 𝑝𝑏 , ℘∇̂′𝑢𝑗))

}
+
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+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝑏(𝑡′,Σ𝑏(𝑝𝑏 , ℘∇̂′𝑢𝑗))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′ 𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝐼𝑏 (𝑡′,Σ𝑏(𝑝𝑏 , ℘∇̂′𝑢𝑗))

}
(6.308)

Los aproximantes de Picard se escriben

𝑢(𝑗+1)
𝑥 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0

𝑥(𝑢0
𝑥 , 𝑤

0
𝑥)+

+ 1
𝜌

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
Ξ𝑥(𝑢(𝑗)𝑥 , 𝜏1𝜕𝑥′𝑝

(𝑗)
𝑥 , 𝜏2𝜕𝑥′𝑝

(𝑗)
𝑥 +

+ 𝐹𝑥(𝜌(℘ 𝑓𝑥), 𝑙21∇̂′4𝑢(𝑗)𝑥 , 𝑙21∇̂′2𝜕𝑥′(∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 )))}} (6.309)

𝐾0
𝑥(𝑢0

𝑥 , 𝑤
0
𝑥) =

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑥(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}

(6.310)

𝑢(𝑗+1)
𝑧 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0

𝑧(𝑢0
𝑧 , 𝑤

0
𝑧)+

+ 1
𝜌

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)

{
Ξ𝑧(𝑢(𝑗)𝑧 , 𝜏1𝜕𝑧′𝑝

(𝑗)
𝑎 , 𝜏2𝜕𝑧′𝑝

(𝑗)
𝑏 +

+ 𝐹𝑧(𝜌(℘ 𝑓𝑧), 𝑙21∇̂′4𝑢(𝑗)𝑧 , 𝑙21∇̂′2𝜕𝑧′(∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 )))}}+
+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 0, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑎𝑧 (𝑥′, 𝑡′,Π𝑎

𝑧(𝑢(𝑗)𝑧 (𝑥′, 0, 𝑡′)))
}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)𝑞𝑏𝑧(𝑥′, 𝑡′,Π𝑏

𝑧(𝑢(𝑗)𝑧 (𝑥′,−ℎ, 𝑡′)))
}

(6.311)

𝐾0
𝑧(𝑢0

𝑧 , 𝑤
0
𝑧) =

∯
𝑆
𝑑𝑆

{
𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)−

− 𝑢𝑧(𝑥′, 𝑧′, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)
}

(6.312)

Para las distribuciones de presiones de poro

𝑝(𝑗+1)
𝑎 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0

𝑎(𝑝0
𝑎)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐺𝐼𝑎(𝑡′,Σ𝑎(𝑝(𝑗)𝑎 , 𝑝(𝑗)𝑏 , ℘∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 ))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝑎(𝑡′,Σ𝑎(𝑝(𝑗)𝑎 , ℘∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 ))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝐼𝑎 (𝑡′,Σ𝑎(𝑝(𝑗)𝑎 , ℘∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 ))

}
(6.313)

𝐾0
𝑎(𝑝0

𝑎) =
∯

𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑎(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑎 (6.314)
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𝑝(𝑗+1)
𝑏 (𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0

𝑏(𝑝0
𝑏)+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′)𝐺𝐼𝑏(𝑡′,Σ𝑏(𝑝(𝑗)𝑏 , 𝑝

(𝑗)
𝑎 , ℘∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 ))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝑏(𝑡′,Σ𝑏(𝑝(𝑗)𝑏 , ℘∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 ))

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 + ℎ, 𝑡 − 𝑡′)ℎ𝐼𝐼𝑏 (𝑡′,Σ𝑏(𝑝(𝑗)𝑏 , ℘∇̂′𝑢(𝑗)𝑘 ))

}
(6.315)

𝐾0
𝑏(𝑝0

𝑏) =
∯

𝑆
𝑑𝑆 𝑔𝑏(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡)𝑝0

𝑏 (6.316)

Donde las funciones de Green también han sido redefinidas de la forma siguiente

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝜇∇̂2𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝛿𝑥𝑥(𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) en 𝑅𝑘 (6.317)

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝜇∇̂2𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) = 𝛿𝑧𝑧(𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡)) en 𝑅𝑘 (6.318)

Para las presiones de poro serán

𝜃𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑎𝑥𝑥𝜕2
𝑥𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕2

𝑧 𝑔𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) =
= 𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) en 𝑅𝑘 (6.319)

𝜃𝑏𝜕𝑡 𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑏𝑥𝑥𝜕2
𝑥𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) − 𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕2

𝑧 𝑔𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) =
= 𝛿(Δ𝑥,Δ𝑧,Δ𝑡) en 𝑅𝑘 (6.320)

Las respectivas condiciones iniciales son:

𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑥(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 (6.321)

𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑧(Δ𝑥,Δ𝑧, 0) = 0 (6.322)

𝑝𝑎(Δ𝑥,Δ𝑧,−𝑇) = 0 ; 𝑝𝑏(Δ𝑥,Δ𝑧,−𝑇) = 0 (6.323)

Finalmente, las condiciones de borde para las funciones de Green asociadas a los campos de
desplazamiento y de presiones de poro se escriben, respectivamente:

(−𝜇𝑛̂𝑧𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥, 0,Δ𝑡))
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; (−𝜇𝑛̂𝑧𝜕𝑧𝑔𝑧(Δ𝑥,−ℎ,Δ𝑡))
���
𝜕ΓΔ𝑧=−ℎ

= 0 (6.324)

𝑔𝑥(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=0

= 𝑔𝑥(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕ΓΔ𝑥=𝑎

= 0 (6.325)

(−𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑔𝑎(Δ𝑥, 0,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; 𝑔𝑎(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑔𝑎(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0

(6.326)

(−𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧𝑔𝑏(Δ𝑥, 0,Δ𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; 𝑔𝑏(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑔𝑏(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0

(6.327)

(−𝐾𝑎𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑎(𝑥,−ℎ, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=0

= 0 ; 𝜕𝑧𝑔𝑎(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝜕𝑧𝑔𝑏(𝑎,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0

(6.328)

(−𝐾𝑏𝑧𝑧𝜕𝑧𝑝𝑏(𝑥,−ℎ, 𝑡))𝑛̂𝑧
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0 ; 𝜕𝑧𝑔𝑏(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝜕𝑧𝑔𝑎(0,Δ𝑧,Δ𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 0

(6.329)
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Funciones de Green para los campos de desplazamiento (Budak, Samarski y Tijonov, 1984)

𝑔𝑧(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) =
=

∞∑
𝑚=0

∞∑
𝑛=0

𝑞𝑛𝑚 cos
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧
}

cos
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥′
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧′
}
·

·
sen

{
𝜋𝑐1(𝑡 − 𝑡′)

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

}
𝑐1

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

(6.330)

𝑔𝑥(𝑥 − 𝑥′, 𝑧 − 𝑧′, 𝑡 − 𝑡′) =
=

∞∑
𝑚=0

∞∑
𝑛=0

sen
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧
}

sen
{𝑚𝜋
𝑎
𝑥′
}

cos
{𝑛𝜋
ℎ
𝑧′
}
·

·
sen

{
𝜋𝑐1(𝑡 − 𝑡′)

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

}
𝑐1

√
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

(6.331)

𝑞𝑚𝑛 = 2 ; ∀𝑚 · 𝑛 = 0 ; 𝑞𝑚𝑛 = 4 ; ∀𝑚 · 𝑛 ≠ 0 ; 𝑚 + 𝑛 ≠ 0

De manera que la primera aproximación es calculable por cuadraturas exactamente, y así todas
las demás aproximaciones

𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0
𝑥(𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0), 𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0))+

+ 4
𝑎𝑙1𝑙2𝛾

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=1

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

𝜆𝑛𝑚
sen(𝑝𝑛𝑥) sen(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) sen(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))
{
Ξ𝑥(𝐾0

𝑥 , 𝜏1𝜕𝑥′𝐾
0
𝑎 , 𝜏2𝜕𝑥′𝐾

0
𝑏+

𝐹𝑥(𝜌(℘ 𝑓𝑥), 𝑙21∇̂′4𝐾0
𝑥 , 𝑙

2
1∇̂′2(𝜕2

𝑥′𝐾
0
𝑥 + 𝜕𝑥′(𝜕𝑧′𝐾0

𝑧))))
}}}

(6.332)

𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝐾0
𝑧(𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0), 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0))+

+ 2
𝑎𝑙1𝑙2𝛾

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=0

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′ 𝐴𝑚

𝜆𝑛𝑚
sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) cos(𝑞𝑚𝑧′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))
{
Ξ𝑧(𝐾0

𝑧 , 𝜏1𝜕𝑧′𝐾
0
𝑎 , 𝜏2𝜕𝑧′𝐾

0
𝑏+

+ 𝐹𝑧(𝜌(℘ 𝑓𝑧), 𝑙21∇̂′4𝐾0
𝑧 , 𝑙

2
1∇̂′2(𝜕2

𝑧′𝐾
0
𝑧 + 𝜕𝑧′(𝜕𝑥′𝐾0

𝑥))))
}}}+

+ 2
𝑎𝑙1𝑙2𝛾

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=0

𝐴𝑚
𝜆𝑛𝑚

sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))𝒕 𝑎𝑧 (𝑥′, 𝑡′)
}}

+

+ 2
𝑎𝑙1𝑙2𝛾

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛=1

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

{ ∞∑
𝑚=0

𝐴𝑚
𝜆𝑛𝑚

sen(𝑝𝑛𝑥) cos(𝑞𝑚𝑧)·

· sen(𝑝𝑛𝑥′) cos(𝑞𝑚ℎ) sen(𝑎𝜆𝑛𝑚(𝑡 − 𝑡′))𝒕𝑏𝑧 (𝑥′, 𝑡′)
}}

(6.333)

𝛾 =
1
𝑐1

(
𝑚2

𝑎2 + 𝑛2

ℎ2

)−1/2
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𝑝𝑎(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0
𝑎(𝑡 , 𝑝0

𝑎)−

− 1
2𝑞

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

·
{ ∞∑

𝑘

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

 𝑒
− (𝑧−𝑧′+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑧+𝑧′+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 𝐺𝐼𝑎(𝑡′,Σ𝑎(𝐾0
𝑎 , 𝐾

0
𝑏 , ℘(𝜕𝑥′ ¤𝐾0

𝑥 + 𝜕𝑧′ ¤𝐾0
𝑧)))}

}
+

+ 1
2𝑞

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

·
{ ∞∑

𝑘

∫ 0

−ℎ
𝑑𝑧′

 𝑒
− (2𝑘𝑙2−𝑧)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(2𝑘𝑙2+𝑧)2
4𝑞2(𝑡−𝑡′)√

𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ℎ𝐼𝑎(𝑡′,Σ𝑎(𝐾0
𝑎 , ℘(𝜕𝑥′ ¤𝐾0

𝑥 + 𝜕𝑧′ ¤𝐾0
𝑧)))}

}
+

+ 1
2𝑞

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

·
{ ∞∑

𝑘

∫ 0

−ℎ
𝑑𝑧′

 𝑒
− (𝑧+ℎ+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑧−ℎ+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ℎ𝐼𝐼𝑎 (𝑡′,Σ𝑎(𝐾0
𝑎 , ℘(𝜕𝑥′ ¤𝐾0

𝑥 + 𝜕𝑧′ ¤𝐾0
𝑧)))}

}
(6.334)

𝑝𝑏(𝑥, 𝑧, 𝑡) � 𝐾0
𝑏(𝑡 , 𝑝0

𝑏)−

− 1
2𝑞

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

·
{ ∞∑

𝑘

∫ 𝑧

−ℎ
𝑑𝑧′

 𝑒
− (𝑧−𝑧′+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑧+𝑧′+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 𝐺𝐼𝑏(𝑡′,Σ𝑏(𝐾0
𝑏 , 𝐾

0
𝑎 , ℘(𝜕𝑥′ ¤𝐾0

𝑥 + 𝜕𝑧′ ¤𝐾0
𝑧)))}

}
+

+ 1
2𝑞

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

·
{ ∞∑

𝑘

∫ 0

−ℎ
𝑑𝑧′

 𝑒
− (2𝑘𝑙2−𝑧)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(2𝑘𝑙2+𝑧)2
4𝑞2(𝑡−𝑡′)√

𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ℎ𝐼𝑏(𝑡′,Σ𝑏(𝐾0
𝑏 , ℘(𝜕𝑥′ ¤𝐾0

𝑥 + 𝜕𝑧′ ¤𝐾0
𝑧)))}

}
+

+ 1
2𝑞

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{ ∞∑
𝑛

∫ 𝑥

0
𝑑𝑥′

 𝑒
− (𝑥−𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑥+𝑥′+2𝑛𝑙1)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ·

·
{ ∞∑

𝑘

∫ 0

−ℎ
𝑑𝑧′

 𝑒
− (𝑧+ℎ+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′) − 𝑒−
(𝑧−ℎ+2𝑘𝑙2)2

4𝑞2(𝑡−𝑡′)√
𝜋(𝑡 − 𝑡′)

 ℎ𝐼𝐼𝑏 (𝑡′,Σ𝑏(𝐾0
𝑏 , ℘(𝜕𝑥′ ¤𝐾0

𝑥 + 𝜕𝑧′ ¤𝐾0
𝑧)))}

}
(6.335)
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6.4 Problemas de aplicación: experimentos computacionales

El experimento computacional que a continuación se desarrolla describe la propagación de
ondas elásticas en un medio anisótropo, débilmente no lineal, en el que existen distribuciones co-
nocidas de defectos, el paper utilizado es el de Bécache et al. (2003) y Carcione et al. (1988). En
este problema, la operación que realizan E. Bécache y P. Joly consiste en establecer una analogía
dinámica entre la presencia de microestructuras y las condiciones materiales de un sólido verti-
cal transversalmente isotrópico, débilmente no lineal. El defecto se halla incrustado en una matriz
absorbente, induciendo el decaimiento exponencial de la solución a gran distancia de la fuente,
aunque en el modelo escrito en el párrafo siguiente las condiciones de borde expresadas son de
tipo Neumann, el tratamiento computacional del modelo supone una región bidimensional infinita.

Sólido transversalmente isotrópico en 3 + 1-dimensiones

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑧𝑧
𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧


=



𝑐11 𝑐12 𝑐13 0 0 0
𝑐12 𝑐11 𝑐23 0 0 0
𝑐13 𝑐23 𝑐33 0 0 0
0 0 0 𝑐44 0 0
0 0 0 0 𝑐55 0
0 0 0 0 0 𝑐66





𝜀11
𝜀22
𝜀33
2𝜀23
2𝜀31
2𝜀12


Sólido transversalmente isotrópico en 2 + 1-dimensiones

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑧𝑧
𝜎𝑥𝑧

 =

𝑐11 𝑐13 0
𝑐13 𝑐33 0
0 0 𝑐44



𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑧𝑧

2𝜀𝑥𝑧


Propagación de ondas elásticas en un medio transversalmente isotrópico en 2 + 1-

dimensiones con defectos
𝜌𝜕2

𝑡 𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2
1𝜕

2
𝑥𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2

2𝜕
2
𝑧𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑏2𝜕𝑥(𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡))−

− 𝜕𝑥(𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) · 𝜕𝑥𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)) = 𝜌 𝑓𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘
𝜌𝜕2

𝑡 𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2
2𝜕

2
𝑥𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑎2

3𝜕
2
𝑧𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) − 𝑏2𝜕𝑧(𝜕𝑥𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡)) =

= 𝜌 𝑓𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡) en 𝑅𝑘
𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0

𝑥 / 𝑢0
𝑥 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑥(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0
𝑥 / 𝑤0

𝑥 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘)
𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑢0

𝑧 / 𝑢0
𝑧 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 𝑧, 0) = 𝑤0
𝑧 / 𝑤0

𝑧 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘)
𝑎2

1 = 𝑐11/𝜌 ; 𝑎2
2 = 𝑐44/𝜌 ; 𝑎2

3 = 𝑐33/𝜌 ; 𝑏2 = (𝑐13 + 𝑐44)/𝜌 ; 𝑐11, 𝑐33, 𝑐44, 𝑐13, 𝜌 ∈ 𝑅+
0

(−𝑎2
3𝑛𝑧𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑧=0

= −𝑣1𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

; 𝑣1 ∈ 𝑅+
0

(−𝑎2
3𝑛𝑧𝜕𝑧𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡))

���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= −𝑣2𝜕𝑡𝑢𝑧(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

; 𝑣2 ∈ 𝑅+
0

𝑢𝑥(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑢𝑥(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 𝑢𝑧(0, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=0

= 𝑢𝑧(𝑎, 𝑧, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑥=𝑎

= 0

𝑢𝑥(𝑥, 0, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=0

= 𝑢𝑥(𝑥,−ℎ, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑧=−ℎ

= 0

6.4.1 Cuestiones respecto del Abordaje Computacional

Respecto de las estrategias computacionales; se considera factible el uso de método de
diferencias finitas no standard llamadas también diferencias finitas adaptativas, que, en oposición
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a las conocidas, permiten convergencia rápida aun en el caso explícito. Estas se construyen sobre
una analogía respecto de las soluciones exactas del operador de que se trate.

El laplaciano exacto en términos de diferencias finitas no estándar con un factor de peso de
tipo exponencial se vería así:

∇̂2𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
ℎ2

1
((𝑒𝜆/ℎ1 − 1)/𝜆)−1(𝑢𝑗+1,𝑘,𝑙 − 2𝑢𝑗,𝑘,𝑙 + 𝑢𝑗−1,𝑘,𝑙)+

+ 1
ℎ2

2
((𝑒𝜆/ℎ2 − 1)/𝜆)−1(𝑢𝑗 ,𝑘+1,𝑙 − 2𝑢𝑗 ,𝑘,𝑙 + 𝑢𝑗,𝑘−1,𝑙)+

+ 1
ℎ2

3
((𝑒𝜆/ℎ3 − 1)/𝜆)−1(𝑢𝑗 ,𝑘,𝑙+1 − 2𝑢𝑗 ,𝑘,𝑙 + 𝑢𝑗 ,𝑘,𝑙−1)

ℎ𝑖 = Δ𝑥,Δ𝑦,Δ𝑧 , 𝜆 : factor de escala

Métodos en diferencias finitas implícitos, tipo Crank-Nicolson los cuales son incondicionalmente
estables, claro que, el costo computacional es elevado, y, el desarrollo de algoritmos en este caso
está poco explorado.

La otra posibilidad es el uso de métodos de semi-discretizacion, lo cual en general nos con-
duce a un sistema infinito numerable de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de primero
y segundo orden, para el caso lineal, el sistema es estable localmente, estos sistemas, pueden tra-
tarse con métodos de Runge-Kutta de alto orden implícitos, lográndose convergencia y estabilidad
según Von Neumann.

En algunos casos por ejemplo en geometrías semi-infinitos podría aplicarse la transformada
rápida de Fourier o de Hilbert, también con coste computacional elevado.

Los sistemas de ecuaciones integrales representativos de las soluciones semi-analíticas,
para cada modelo analizado, podrían resolverse también utilizando wavelets de la siguiente forma.

Base de Haar y formula de cuadratura asociada

{𝑡 → 𝜓𝑛,𝑘(𝑡) = 𝜓(2𝑛𝑡 − 𝑘) ; 𝑛 ∈ N, 0 ≤ 𝑘 < 2𝑛}∫ ∞

−∞
𝑑𝑡 2𝑚𝜓(2𝑚𝑡 − 𝑛)𝜓(2𝑚1𝑡 − 𝑛1) = 𝛿𝑚,𝑚1𝛿𝑛,𝑛1

𝑆𝑁 ( 𝑓 ) = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)(ℎ − 𝑒)
8𝑁3

2𝑁∑
𝑘=1

2𝑁∑
𝑗=1

2𝑁∑
𝑖=1

𝑓 {𝑎 + (𝛿𝑥/2)(2𝑖 − 1), 𝑐 + (𝛿𝑦/2)(2𝑗 + 1),

𝑒 + (𝛿𝑧/2)(2𝑘 + 1)}
Finalmente puede probarse que el error cometido tiene la estructura siguiente

𝑑{‖𝑢∗𝑗 − 𝑢(𝑚)
𝑗 ‖} ≤ 𝜎𝑚+1

1 − 𝜎
𝑀0 ; 𝑀0 = sup

®𝑥,𝑡∈𝑅𝑘
{‖𝑭(®𝑥, 𝑡, 𝑢∗𝑗 )‖}

Las representaciones integrales se expresarían en la forma siguiente

𝑢̄(𝑚)
𝑗 (®𝑥, 𝑡) = ˆ̄𝑢0

𝑗 (®𝑥, 𝑡)+

+ 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧
2𝑁∑
𝑘=1

2𝑁∑
𝑗=1

2𝑁∑
𝑖=1

{∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′𝐻𝑗𝑘{𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 − 𝑡′, 𝑎 + (𝛿𝑥/2)(2𝑖 − 1), 𝑐 + (𝛿𝑦/2)(2𝑗 + 1),
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𝑒 + (𝛿𝑧/2)(2𝑘 + 1)} 𝜓𝑘 {𝑢(𝑚+1)
𝑗 {𝑎 + (𝛿𝑥/2)(2𝑖 − 1), 𝑐 + (𝛿𝑦/2)(2𝑗 + 1),

𝑒 + (𝛿𝑧/2)(2𝑘 + 1)}}
}
+

+ 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧
2𝑁∑
𝑘=1

2𝑁∑
𝑗=1

2𝑁∑
𝑖=1

{∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′𝐻̄𝑗𝑘{𝑥, 𝑦, 0, 𝑡 − 𝑡′, 𝑎 + (𝛿𝑥/2)(2𝑖 − 1), 𝑐 + (𝛿𝑦/2)(2𝑗 + 1),

𝑒 + (𝛿𝑧/2)(2𝑘 + 1)} 𝜓̄𝑘 {𝑢(𝑚+1)
𝑗 {𝑎 + (𝛿𝑥/2)(2𝑖 − 1), 𝑐 + (𝛿𝑦/2)(2𝑗 + 1),

𝑒 + (𝛿𝑧/2)(2𝑘 + 1)}}
}

6.4.2 Simulación numérica

Los gráficos siguientesmuestran las distribuciones de tensiones bidimensionales 𝜎𝑥(𝑥, 𝑧, 𝑡),
𝜎𝑧(𝑥, 𝑧, 𝑡), en el problema previamente analizado, surgidas en un espécimen conteniendo defec-
tos puntuales y extendidos: el código utilizado como referencia, convenientemente adaptado, está
en:https://github.com/ovcharenkoo/WaveProp_in_MATLAB/tree/master/elastic_
2D_FDTD_wave_propagation_in_VTI

(a) (b) (c)

Figura 6.2: Fuente puntual (6.336) y su interacción con la matriz circundante

Código de la fuente:

Código 6.1: Fuente puntual
1 % coeficientes
2 factor = 1e10;
3 a = pi*pi*f0*f0;
4 % término fuente
5 source_term = factor * sin(-a*(t-t0));

En todas las simulaciones realizadas se modificó la estructura de las fuentes de defectos y
también el tipo de no linealidad considerado respecto del código citado previamente.

Se utilizó el método de diferencias finitas explícitas, las cuales son estables con la verificación
de la condición CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) que en el caso bidimensional es

𝑢𝑥Δ𝑡
Δ𝑥

+ 𝑢𝑧Δ𝑡
Δ𝑧

< 𝐶
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(a) (b) (c)

Figura 6.3: Primera fuente extendida (6.338)

Código 6.2: Primera fuente extendida
1 % coeficientes
2 kx = 1;
3 kz = 1;
4 % matrices de tiempo, dimensiones de X y Z
5 [T, ~] = meshgrid(t, 1:size(X, 1));
6 % término fuente
7 source_term = factor * sin(kx*X.^2 + kz*Z.^2) * tan(-a*(T-t0));

(a) (b) (c)

Figura 6.4: Segunda fuente extendida (6.338)

Código 6.3: Segunda fuente extendida
1 % término fuente
2 source_term = factor * tan(kx*X.^2 + kz*Z.^2) * sin(-a*(T-t0));

(a) (b) (c)

Figura 6.5: Primera fuente puntual de atenuación (6.336)

Código 6.4: Fuente puntual de atenuación
1 % t é r m i n o f u e n t e
2 % s o u r c e _ t e r m = f a c t o r * ( s i n ( − a * ( t − t 0 ) ) ) . ^ 2 ;
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(a) (b) (c)

Figura 6.6: Segunda fuente puntual de atenuación (6.336)

Código 6.5: Segunda fuente puntual de atenuación
1 % término fuente
2 source_term = factor * log((sin(-a*(t-t0))).^2);

Las fuentes asociadas a defectos y/o inclusiones se modelan, en general, siguiendo las
siguientes prescripciones:

a) Fuentes puntuales. Representación de defectos puntuales
𝒇𝑗(®𝑥, 𝑡) = ‖ 𝑓 ‖ · 𝒆̂ 𝑗 · 𝛿(®𝑥 − ®𝑥0) · G(𝑡 − 𝑡0) en 𝑅𝑘 (6.336)∫ ∞

0
𝑑𝑡

{
𝑓𝑗(𝑡) · G(𝑡 − 𝑡0)

{∭ ∞

−∞
𝑑3𝑥 𝛿(®𝑥 − ®𝑥0)

}}
= 1 (6.337)

𝑓𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅+
𝑘 ))3 ; G ∈ 𝐿2(𝑅+

𝑘 )
Donde 𝑓𝑗 es la magnitud de la fuerza aplicada, G es una función arbitraria que mide la
amplitud temporal de la fuerza, 𝒆̂ 𝑗 dirección de aplicación de la fuerza

b) Fuentes tensoriales extendidas. Representación de inclusiones
𝒇𝑗(®𝑥, 𝑡) = −(𝓜𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)),𝑘/𝓜𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝒎 𝑗𝑘(𝑡)𝛿(®𝑥 − ®𝑥0) (6.338)

𝒎 𝑗𝑘(𝑡) = 𝒎0
𝑗𝑘G(𝑡 − 𝑡0) (6.339)

𝒎0
𝑗𝑘 ∈ 𝑉3×3 ; 𝒎0

𝑗𝑘 = 𝒎0
𝑘 𝑗 ; 𝒎0

𝑘 𝑗𝑞𝑘𝑞 𝑗 > 0

6.4.3 Conclusiones respecto del experimento computacional

En los experimentos computacionales precedentes puede observarse dos áreas de influen-
cia: a) la estructura de las fuentes y b) la figura de atenuación generada por la matriz circundante.

Se observan diferentes respuestas estructurales, donde predomina la concentración de ten-
siones en la interfaz inclusión-matriz y defecto-matriz lo cual puede interpretarse como un primer
germen de daño estructural, el cual, al progresar dinámicamente, generará una región de fractura
dúctil.

En este punto se hace imperioso conocer con precisión las constantes estructurales de Lamé
micro-elastodinámicas, a efectos de conocer precisamente la tendencia del daño. Se ve además
que, asintóticamente, la solución se extingue en completo acuerdo con el principio de Saint-Venant.

La tendencia de la fractura en un material, bajo la acción de una cierta dinámica de defectos,
tendría que manifestarse tal como se indica en la Figure 6.8, que describe una fractografía SEM,
mostrando el crecimiento de una inclusión y los efectos que sobre su entorno ella ejerce.
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(a) (b)

Figura 6.7: (a) Campos de desplazamientos residuales correspondientes al espécimen testeado.
(b) Campos de desplazamiento vertical. (Vasco-Olmo et al., 2022)

Figura 6.8: Fractografía SEM (microscopio electrónico de barrido) mostrando un “ojo de pez”
(a) con una inclusión en el centro (b) y el GBF (Granular bright facet) rodeando la inclusión
(c) y su magnificacion de alta reservación (d) del sitio de inicio de fisura de la muestra B-M1
(𝜎𝑎 = 800 Mpa, 𝑁 𝑓 = 3.25 × 107 ciclos) (Nie et al., 2009).
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CAPÍTULO 7

Conclusiones

«...Podemos decir que todo lo que es afirmado por un enunciado provisto de
sentido posee una cierta especie de posibilidad...»

Bertrand Russell

En apretada síntesis se recorre evolutivamente, la forma que adopta el problema Microelas-
todinámico, desde su concepción propuesta por Eshelby (1957), Tsuchida y Mura (1983), Mori y
Tanaka (1973), observando el impacto que ha tenido sobre su formulación las diversas teorías de
segundo gradiente propuestas por Mindlin (1964), Aifantis (1984), Polizzotto (2013) entre otros.

7.1 Resultados obtenidos

• Se formula y resuelve, semi-analiticamente, el problema poroviscoelástico de segundo gra-
diente con inclusiones, es decir con fuerzas configuracionales expresadas en el referencial
deformado, y, en términos del esquema teórico de Biot.

• Se construyen representaciones integrales para cada uno de los casos, los sistemas de
ecuaciones integrales que se obtienen a partir del uso sistemático de la técnica de cálculo de
funciones de Green y del teorema de representación de Green Lagrange, pueden resolverse
por aproximaciones sucesivas o utilizando métodos de interpolación adecuados.

• También se propone un nuevo tipo de problema de Cauchy, el cual surge asociado al ca-
rácter no local de la teoría, en este sentido son posibles diversas generalizaciones de las
condiciones iniciales, expresándolas de manera no local y en las que podrán incluirse retar-
dos, impulsos y derivadas fraccionarias.

• Un resultado fundamental de la tesis es la generalización del teorema de Gauss expresado
en términos de múltiples escalas.

• Se formula rigurosamente el problema de Eshelby dinámico, asumiendo que la distribución
de inclusiones actúa como fuente de perturbaciones del campo elástico circundante.

• Se formulan problemas de aplicación escribiendo exhaustivamente todas las condiciones
de borde lineales posibles, asociadas al problema micromecánico.

7.2 Propuesta de trabajos futuros

Soluciones semi-analíticas e implementación computacional para un sistema poroelastodiná-
mico configuracional en la formulación de segundo gradiente acoplado a campos de temperatura de
tipo Lord-Shulman, y a campos de micro temperaturas, conteniendo además el término de Kröner
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(1967), referido a la presencia de fuerzas cohesivas de largo alcance.

𝒦𝑖(𝑢𝑖) = −
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥′𝑉𝑖 𝑗(®𝑥 − ®𝑥′, 𝜃)℘(𝑢𝑖) (7.1)

Donde𝑉𝑖 𝑗 ∈ (𝐿2(𝐷𝜏))3×3 es el llamado potencial de Lenard-Jones de largo alcance, representa-
tivo de fuerzas cohesivas en el medio microporomecánico.

El sistema se escribe en la forma siguiente (excluimos el campo de micro temperaturas)
(Zaera et al., 2019; Polizzotto, 2013)

Campos de desplazamiento

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑏2

𝑀(𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑛), 𝑗 − (𝜇𝑛𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗,𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘−
− (𝜉𝑗𝑘((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝),𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑛), 𝑗 − (𝜇𝑛𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗 ,𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘−
− (𝜉 𝑗𝑘((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝),𝑘 −𝒦𝑖(𝑢𝑖) + 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝛼2𝑴
𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑤,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛽𝑸𝑇

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)(1 − 𝜏1𝜕𝑡)𝑇,𝑘(𝑥, 𝑡) =
= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑺̃𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘

Campos de porosidades

𝜃𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − (𝑲̃𝑎

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)),𝑘+
+ 𝛼1𝑴

𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝜃𝑎𝜕𝑡𝑉1(𝑡 , 𝑇(®𝑥, 𝑡), 𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)) = 0 en 𝑅𝑘

𝜃𝑤𝜕𝑡𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2)𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − (𝑲̃𝑤

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)),𝑘+
+ 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝜃𝑤𝜕𝑡𝑉2(𝑡 , 𝑇(®𝑥, 𝑡), 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)) = 0 en 𝑅𝑘

Campo de temperatura en la formulación de Lord-Shulman de segundo gradiente:

𝜌𝑐𝑣𝜏1𝜕
2
𝑡𝑇(®𝑥, 𝑡) − 𝑏2(𝜕2

𝑡𝑇(®𝑥, 𝑡)),𝑘𝑘 − (𝑲𝐸
𝑗𝑘(1 − 𝑙21∇̂2)𝑇(®𝑥, 𝑡), 𝑗),𝑘+

+ 𝛽𝑸 𝑗𝑘(1 − 𝑙21∇̂2)( ¤𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) + ¥𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)) + 𝜌𝑐𝑣(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕𝑡𝑇(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝜕𝑡𝑉3(𝑝𝑎 , 𝑝𝑤) = 𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)( 𝑓 (®𝑥, 𝑡) + 𝜏1

¤𝑓 (®𝑥, 𝑡)) en 𝑅𝑘

Condiciones iniciales

𝑇(®𝑥, 0) = 𝑇0 / 𝑇0 ∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘) ; 𝜕𝑡𝑇(®𝑥, 0) = 𝑞0 / 𝑞0 ∈ 𝐿2(𝐷𝑘)

𝑇(®𝑥, 0)
���
𝜕Γ𝐼𝑛

= 𝑇0

���
𝜕Γ𝐼𝑛

/ 𝑇0

���
𝜕Γ𝐼𝑛

∈ 𝐻1
0(𝐷𝑘)

𝜕𝑡𝑇(®𝑥, 0)
���
𝜕Γ𝐼𝑛

= 𝑞0

���
𝜕Γ𝐼𝑛

/ 𝑞0

���
𝜕Γ𝐼𝑛

∈ 𝐿2(𝐷𝑘)
𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑢0

𝑗 / 𝑢0
𝑗 ∈ (𝑯1

0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0) = 𝑤0
𝑗 / 𝑤0

𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

𝑢𝑗(®𝑥, 0)
���
𝜕Γ𝑆𝑖

= 𝑢0
𝑗

���
𝜕Γ𝑆𝑖

/ 𝑢0
𝑗

���
𝜕Γ𝑆𝑖

∈ (𝑳2(𝜕Γ𝑆𝑖))2
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𝜕𝑡𝑢𝑗(®𝑥, 0)
���
𝜕Γ𝑆𝑖

= 𝑤0
𝑗

���
𝜕Γ𝑆𝑖

/ 𝑤0
𝑗

���
𝜕Γ𝑆𝑖

∈ (𝑳2(𝜕Γ𝑆𝑖))2

𝑝𝑎(®𝑥, 0) + 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 0) = 𝑝0

𝑎 / 𝑝0
𝑎 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘)
𝑝𝑤(®𝑥, 0) + 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2)𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 0) = 𝑝0

𝑤 / 𝑝0
𝑤 ∈ 𝐻1

0(𝐷𝑘)

Condiciones de borde de tipo Neuman

Interface matriz viscoelástica -inclusión viscoelástica

(−𝑏2
𝑀∇̂2(𝜕2

𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑛𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗,𝑛(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− (−(𝜉𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝) − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑛𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑛(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− (𝜉 𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+ 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝛼2𝑴
𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

+ 𝛽𝑸𝑇
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)(1 − 𝜏1𝜕𝑡)𝑇(𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

=

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

− 𝑺̃𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

Matriz viscoelástica-superficie limitadora exterior

(−𝑏2
𝑀∇̂2(𝜕2

𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

−
− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑛𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑗,𝑛(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

−
− (−(𝜉𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑢𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝) − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

−
− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑛𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑗,𝑛(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

−
− (𝜉 𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑢𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

+ 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

+
+ 𝛼2𝑴

𝑤
𝑗𝑘(1− 𝑙2𝑀∇̂2)𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

+ 𝛽𝑸𝑇
𝑗𝑘(1− 𝑙2𝑀∇̂2)(1− 𝜏1𝜕𝑡)𝑇(𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑎𝑗

���
𝜕Γ1

Porosidades-inclusión viscoelástica

(−𝑲𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0

(−𝑲𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2)𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝛼2𝑴
𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0
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Porosidades-superficie limitadora exterior

(−𝑲𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝛼1𝑴
𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0

(−𝑲𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2)𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑝𝑤(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

+

+ 𝛼2𝑴
𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0

Condiciones Dirichlet para el campo de temperaturas en la interface inclusión-matriz y sobre la
superficie limitadora exterior

Cálculo de las funciones de Green

Para el campo de desplazamiento

𝜌𝜕2
𝑡 𝑔𝑗𝑛(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑏2

𝑀(𝜕2
𝑡 𝑔𝑗𝑛(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗𝑛,𝑘𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑛𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘), 𝑗 − (𝜇𝑚𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗𝑛,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘−
− (𝜉𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑛𝑝(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑝),𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛,𝑘𝑘(Δ®𝑥,Δ𝑡)−

− (𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑛𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑚), 𝑗 − (𝜇𝑚𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛,𝑚(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘−
− (𝜉 𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑛𝑝(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑝),𝑘 = 𝜹 𝑗𝑛(𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (1/𝑉)) en 𝑅𝑘

Para las porosidades de aire y agua respectivamente

𝜃𝑎𝜕𝑡 𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (𝑲𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘−

− (𝑲̃𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘 = 𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) en 𝑅𝑘

𝜃𝑤𝜕𝑡 𝑔𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡) − (𝑲𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2)𝑔𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘−

− (𝑲̃𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑝𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡)),𝑘 = 𝜹(Δ®𝑥,Δ𝑡) en 𝑅𝑘

Las condiciones iniciales y de borde para la función de Green asociada a los campos de desplaza-
miento satisfarán

𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 0) = 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 0) = 0

𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 0)
���
𝜕Γ𝑆𝑖

= 0 ; 𝜕𝑡 𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 0)
���
𝜕Γ𝑆𝑖

= 0

(−𝑏2
𝑀∇̂2(𝜕2

𝑡 𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑚𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗,𝑚(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− (−𝜉𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑛𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝) − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑚𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛,𝑚(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

−

− 𝜉 𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑛𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0

Juan Carlos Barreto [152]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

(−𝑏2
𝑀∇̂2(𝜕2

𝑡 𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘 − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

−
− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑚𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑗,𝑚(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

−
− (−𝜉𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2)𝑔𝑛𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝) − 𝜇(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

−
− (−(𝜇 + 𝜆)(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛(®𝑥, 𝑡)),𝑘) − (𝜇𝑚𝑘(1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑗𝑛,𝑚(®𝑥, 𝑡)))𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

−
− 𝜉 𝑗𝑘(((1 − 𝑙2𝑀∇̂2) ¤𝑔𝑛𝑝(®𝑥, 𝑡)),𝑝)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 0

Las condiciones iniciales y de borde para la función de Green asociada a los campos de porosida-
des satisfarán:

𝑔𝑎(Δ®𝑥,−𝑇) = 0 ; 𝑔𝑤(Δ®𝑥,−𝑇) = 0

(−𝑲𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0

(−𝑲𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2)𝑔𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑝𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝑖𝑛

= 0

(−𝑲𝑎
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2)𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑲̃𝑎

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑎 ∇̂2) ¤𝑔𝑎(Δ®𝑥,Δ𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

= 0

(−𝑲𝑤
𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2)𝑔𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡) − 𝑲̃𝑤

𝑗𝑘(1 − 𝑙2𝑤∇̂2) ¤𝑔𝑤(Δ®𝑥,Δ𝑡))𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ1

= 0

Se procede análogamente para los campos de temperatura

Maurice A.
Biot

John D.
Eshelby

Toshio Mura Raymond D.
Mindlin

Cemal
Eringen

Gérard
Maugin

Elias C.
Aifantis

Paul
Steinmann

Olivier
Coussy

Luc Dormieux Francesco
dell’Isola
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APÉNDICE A

Teoremas de representación de Green-Lagrange

Primer Teorema de Green

Para campos escalares Se conocen las funciones 𝜑(®𝑥, 𝑡),𝜓(®𝑥, 𝑡) ambas son 𝜑,𝜓 ∈
𝐿2(𝑅𝑘) se enuncia el primer teorema de Green en la forma:∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝜑∇̂2𝜓(®𝑥, 𝑡) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 𝜑(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜓 −

∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 ∇̂𝜑 · ∇̂𝜓

(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜓
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)
Utilizando la identidad: 𝜑∇̂2𝜓 = ∇̂(𝜑∇̂𝜓) − ∇̂𝜑 · ∇̂𝜓 y el teorema de la divergencia obtenemos
el resultado anterior, en notación indicial se escribe:∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝜑 · 𝜓,𝑘𝑘 =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 𝜑(𝜓,𝑘 · 𝑛̂𝑘) −

∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝜑,𝑘𝜓,𝑘 (A.1)

𝑱𝑘 · 𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ) ; 𝑱𝑘 = 𝜓,𝑘 ; 𝑱𝑘 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)
Para campos vectoriales

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡), 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) / 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ 𝑉3 ; 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3
Se tiene∭

𝑉𝐾
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗 · 𝑣 𝑗 ,𝑘𝑘) =

∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥

(
𝑢𝑗(𝑣𝑘,𝑘)𝑗 − 𝑢𝑗𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚),𝑘

)
=

=
∯

𝑆
𝑑𝑆

{(𝑢𝑗 · 𝑣𝑘,𝑘)𝑛̂ 𝑗 + (𝑢𝑗𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚))𝑛̂𝑘
} −∭

𝑉𝐾
𝑑3𝑥 𝑢𝑗 , 𝑗𝑣𝑘,𝑘−

−
∭

𝑉𝐾
𝑑3𝑥 𝑢𝑗 ,𝑘𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚) (A.2)

((𝑢𝑗 · 𝑣𝑘,𝑘)𝑛̂ 𝑗 + (𝑢𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚))𝑛̂𝑘)
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)
𝑱𝑗 𝑛̂ 𝑗

���
𝜕Γ

= ((𝑢𝑗 · 𝑣𝑘,𝑘)𝑛̂ 𝑗 − 𝑢𝑘 · 𝜺𝑘 𝑗𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚))𝑛̂ 𝑗
���
𝜕Γ

𝑱𝑗 = 𝑢𝑗 · 𝑣𝑘,𝑘 − 𝑢𝑘 · 𝜺𝑘 𝑗𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚) / 𝑱𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2
Utilizando las siguientes identidades y el teorema de la divergencia se llega al resultado exhibido
en el teorema

𝑣 𝑗,𝑘𝑘 = (𝑣𝑘,𝑘)𝑗 − 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚),𝑘
𝑢𝑗(𝑣𝑘,𝑘)𝑗 − 𝑢𝑗𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚),𝑘 = (𝑢𝑗𝑣𝑘,𝑘), 𝑗 − 𝑢𝑗 , 𝑗𝑣𝑘,𝑘+

+ (𝑢𝑗𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚)),𝑘 − 𝑢𝑗 ,𝑘𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚)
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Definidos los siguientes campos vectoriales

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡), 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) / 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ 𝑉3 ; 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3
Se tiene∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥 (𝑢𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙) =

∯
𝑆
𝑑𝑆 (𝑢𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘)𝑛̂𝑙 −

∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 (𝑣𝑘 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑗 ,𝑙) (A.3)

(𝑢𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘)𝑛̂𝑙
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)
Teniendo en cuenta la identidad siguiente y el teorema de la divergencia tenemos el resultado

𝑢𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙 = (𝑢𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘),𝑙 − 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑗,𝑙𝑣𝑘

Campos tensoriales

Para el caso de campos tensoriales de segundo orden: 𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡), 𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡), que verifican:
𝝈𝑗𝑘 , 𝜺𝑗𝑘 ∈ 𝑉3×3 ; 𝝈𝑗𝑘 , 𝜺𝑗𝑘 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3×3 ; 𝝈𝑗𝑘 = 𝝈𝑘 𝑗 ; 𝜺𝑗𝑘 = 𝜺𝑘 𝑗

𝝈𝑗𝑘𝑠 𝑗𝑠𝑘 > 𝑎0𝑠 𝑗𝑠 𝑗 ; 𝑎0 ∈ 𝑅+
0 ; 𝑠 𝑗 ∈ 𝐹(𝝈)

𝜺𝑗𝑘𝑠 𝑗𝑠𝑘 > 𝑏0𝑠 𝑗𝑠 𝑗 ; 𝑏0 ∈ 𝑅+
0 ; 𝑠 𝑗 ∈ 𝐹(𝜺)

Se tiene:∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥 (𝜺𝑗𝑛 · 𝝈𝑛𝑘,𝑘) =

∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥

{(𝜺𝑗𝑛𝝈𝑛𝑘),𝑘 − 𝜺𝑗𝑛,𝑘 · 𝝈𝑛𝑘
}
=∯

𝑆
𝑑𝑆 (𝜺𝑗𝑛𝝈𝑛𝑘)𝑛̂𝑘 −

∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 (𝜺𝑗𝑛,𝑘 · 𝝈𝑛𝑘) (A.4)

𝝈𝑛𝑘 𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ

= 𝑞𝑛
���
𝜕Γ

/ 𝑞𝑛 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2

Campos vectoriales

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡), 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) / 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ 𝑉3 ; 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3

−
∭

𝑉𝐾
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗 · 𝑢𝑗,𝑘𝑘) =

∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{(𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙) · (𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙) + (𝑢𝑗, 𝑗 · 𝑣 𝑗, 𝑗)
}−

−
∯

𝑆
𝑑𝑆

{(𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙 ,𝑘)(𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑙𝑛𝑘) + 𝑢𝑗, 𝑗(𝑛𝑘𝑣𝑘)}
Utilizando las siguientes identidades y el teorema de la divergencia se llega al resultado exhibido
en el teorema

𝑣 𝑗 ,𝑘𝑘 = (𝑣𝑘,𝑘)𝑗 − 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚),𝑘
𝑢𝑗(𝑣𝑘,𝑘)𝑗 − 𝑢𝑗𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑛,𝑚),𝑘 = (𝑢𝑗𝑣𝑘,𝑘), 𝑗 − 𝑢𝑗, 𝑗𝑣𝑘,𝑘

Campos vectoriales

𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡), 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) / 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ 𝑉3 ; 𝑢𝑗 , 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3∭
𝑉𝐾
𝑑3𝑥 (𝑣 𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙 − 𝑢𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙) =

∯
𝑆
𝑑𝑆

{(𝑣 𝑗 · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙𝑛𝑘)}
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Segundo Teorema de Green

Se conocen las funciones 𝜑(®𝑥, 𝑡),𝜓(®𝑥, 𝑡) ambas son: 𝜑,𝜓 ∈ 𝐿2(𝑅𝑘) se enuncia el
segundo teorema de Green en la forma:∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥 (𝜑∇̂2𝜓 − 𝜓∇̂2𝜑) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝜑(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜓 − 𝜑(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜓)

(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜓
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ) ; (𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜓
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)

Utilizando la identidad: 𝜑∇̂2𝜓 = ∇̂(𝜑∇̂𝜓) − ∇̂𝜑 · ∇̂𝜓 y luego intercambiando las funciones,
posteriormente restando convenientemente, y aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos
el resultado anterior. En notación indicial se escribe:∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥 (𝜑 · 𝜓,𝑘𝑘 − 𝜓 · 𝜑,𝑘𝑘) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆 (𝜑(𝜓,𝑘 · 𝑛̂𝑘) − 𝜓(𝜑,𝑘 · 𝑛̂𝑘)) (A.5)

𝜓,𝑘 · 𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ) ; 𝜓,𝑘 · 𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ

/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)

Representación para el bi-laplaciano

Se conocen las funciones 𝜒1 = ∇̂2𝜑(®𝑥, 𝑡), 𝜒2 = ∇̂2𝜓(®𝑥, 𝑡), todas: 𝜑,𝜓, 𝜒1, 𝜒2 ∈
𝐿2(𝑅𝑘) se enuncia el segundo teorema de Green en la forma:∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜒2∇̂2𝜒1 − 𝜒1∇̂2𝜒2) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆(𝜒2(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜒1 − 𝜒1(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜒2)

(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜒1

���
𝜕Γ

= 𝑞1

���
𝜕Γ

/ 𝑞1 ∈ 𝐿2(𝜕Γ) ; (𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜒2

���
𝜕Γ

= 𝑞2

���
𝜕Γ

/ 𝑞2 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)

Finalmente∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜑,𝑘𝑘 · (𝜓,𝑘𝑘),𝑘𝑘 − 𝜓,𝑘𝑘(𝜑,𝑘𝑘),𝑘𝑘) =

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆(𝜑,𝑘𝑘(𝑛̂𝑘 · (𝜓,𝑘𝑘),𝑘) − 𝜓,𝑘𝑘(𝑛̂𝑘(𝜑,𝑘𝑘),𝑘)) (A.6)

𝑛̂𝑘 · (𝜓,𝑘𝑘),𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝑞1

���
𝜕Γ1

/ 𝑞1 ∈ 𝐿2(𝜕Γ) ; 𝑛̂𝑘 · (𝜑,𝑘𝑘),𝑘
���
𝜕Γ1

= 𝑞2

���
𝜕Γ1

/ 𝑞2 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)

Utilizando la identidad: 𝜒1∇̂2𝜒2 = ∇̂(𝜒1∇̂𝜒2)−∇̂𝜒1 · ∇̂𝜒2 y luego intercambiando las funciones,
posteriormente restando convenientemente, y aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos
el resultado anterior.

Se conocen las funciones 𝜑(®𝑥, 𝑡), 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ambas son: 𝜑 ∈ 𝐿2(𝑅𝑘), 𝑢𝑗 ∈ (𝐿2(𝑅𝑘))3 se
enuncia el segundo teorema de Green en la forma:∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜑∇̂2𝑢𝑗 − 𝑢𝑗∇̂2𝜑) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆(𝜑(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝑢𝑗 − 𝑢𝑗(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜑)∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜑𝑢𝑗,𝑘𝑘 − 𝑢𝑗𝜑,𝑘𝑘) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆(𝜑 · (𝑢𝑗 ,𝑘 𝑛̂𝑘) − 𝑢𝑗(𝑛̂𝑘𝜑,𝑘))

𝑢𝑗,𝑘 𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ

= 𝑞 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2 ; 𝜑,𝑘 𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ
/ 𝑞 ∈ (𝐿2(𝜕Γ))2
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𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜑∇̂2𝑢𝑗 − 𝑢𝑗∇̂2𝜑) =

∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜑((𝑢𝑘,𝑘), 𝑗 − 𝜑𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛),𝑘) − 𝑢𝑗∇̂2𝜑)

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆(𝜑(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝑢𝑗 − 𝑢𝑗(𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝜑)∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜑𝑢𝑗,𝑘𝑘 − 𝑢𝑗𝜑,𝑘𝑘) =

∯
𝜕Γ
𝑑𝑆(𝜑 · (𝑢𝑗,𝑘 𝑛̂𝑘) − 𝑢𝑗(𝑛̂𝑘𝜑,𝑘))

𝑢𝑗,𝑘 𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ

= 𝑞 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))2 ; 𝜑,𝑘 𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ

= 𝑞
���
𝜕Γ
/ 𝑞 ∈ 𝐿2(𝜕Γ)

Tercer Teorema de Green

Se conocen las funciones 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡), 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ambas son: 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ; 𝑢𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3
se enuncia el tercer teorema de Green en la forma:∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝑣 𝑗 · ∇̂2𝑢𝑗 − 𝑢𝑗 · ∇̂2𝑣 𝑗) =

=
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑣 𝑗(𝑛̂ · ∇̂𝑢𝑗) − 𝑢𝑗(𝑛̂ · ∇̂𝑣 𝑗) −

(
𝑣 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)

) · 𝑛̂ + (
𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗)

)
𝑛̂
}

𝑛̂ · ∇̂𝑢𝑗
���
𝜕Γ

= 𝑞 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))3 ; 𝑛̂ · ∇̂𝑣 𝑗

���
𝜕Γ

= 𝑞 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))3(

𝑛̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗)
) ���

𝜕Γ
= 𝑝 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑝 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))3(

𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗)
) ���

𝜕Γ
= 𝑝 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑝 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))3

Se utilizan las siguientes identidades

∇̂2𝑤 𝑗 = (∇̂(∇̂𝑤 𝑗)) − (∇̂ × (∇̂ × 𝑤 𝑗)) ; 𝑤 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3
𝑣 𝑗∇̂2𝑢𝑗 = 𝑣 𝑗 · (∇̂(∇̂𝑢𝑗)) − 𝑣 𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗))
𝑣 𝑗 · (∇̂(∇̂𝑢𝑗)) = ∇̂(𝑣 𝑗∇̂𝑢𝑗) − ∇̂𝑣 𝑗 · ∇̂𝑢𝑗
− 𝑢𝑗 · (∇̂(∇̂𝑣 𝑗)) = −∇̂(𝑢𝑗∇̂𝑣 𝑗) + ∇̂𝑢𝑗 · ∇̂𝑣 𝑗
𝑣 𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗)) = ∇̂ · (𝑣 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)) − (∇̂ × 𝑣 𝑗) · (∇̂ × 𝑢𝑗)
𝑢𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑣 𝑗)) = ∇̂ · (𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗)) − (∇̂ × 𝑢𝑗) · (∇̂ × 𝑣 𝑗)

Prueba del teorema∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝑣 𝑗 · ∇̂2𝑢𝑗 − 𝑢𝑗 · ∇̂2𝑣 𝑗) =

=
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(∇̂(∇̂𝑢𝑗)) − 𝑣 𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗)) − 𝑢𝑗 · (∇̂(∇̂𝑣 𝑗)) + 𝑢𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑣 𝑗))

}
=

=
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{∇̂(𝑣 𝑗∇̂𝑢𝑗) − ∇̂𝑣 𝑗 · ∇̂𝑢𝑗 − ∇̂(𝑢𝑗∇̂𝑣 𝑗) + ∇̂𝑢𝑗 · ∇̂𝑣 𝑗−
− ∇̂ · (𝑣 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)) + (∇̂ × 𝑣 𝑗) · (∇̂ × 𝑢𝑗) + ∇̂ · (𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗)) − (∇̂ × 𝑢𝑗) · (∇̂ × 𝑣 𝑗)

}
=

=
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{∇̂(𝑣 𝑗∇̂𝑢𝑗) − ∇̂(𝑢𝑗∇̂𝑣 𝑗) − ∇̂ · (𝑣 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)) + ∇̂ · (𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗))
}
=
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=
∯

𝑆
𝑑𝑆

{
𝑣 𝑗(𝑛̂ · ∇̂𝑢𝑗) − 𝑢𝑗(𝑛̂ · ∇̂𝑣 𝑗) − (𝑣 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)) · 𝑛̂ + (𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗))𝑛̂

}
Se conocen las funciones 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡), 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ambas son: 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ; 𝑢𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3

se enuncia un corolario del tercer teorema de Green en la forma∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝑣 𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗)) − 𝑢𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑣 𝑗))) =

=
∯

𝑆
𝑑𝑆

{((𝑣 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)) − (𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗)))𝑛̂
}

Se utilizan las siguientes identidades

𝑣 𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗)) = ∇̂ · (𝑣 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)) − (∇̂ × 𝑣 𝑗) · (∇̂ × 𝑢𝑗)
𝑢𝑗 · (∇̂ × (∇̂ × 𝑣 𝑗)) = ∇̂ · (𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑣 𝑗)) − (∇̂ × 𝑢𝑗) · (∇̂ × 𝑣 𝑗)

Teorema de la representación integral de la solución de una ecuación de onda vectorial

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥′

{
𝑔𝑘 𝑗 · (𝜕2

𝑡 𝑢𝑗 − 𝑎2∇̂2𝑢𝑗 − 𝑓𝑗) − 𝑢𝑗 · (𝜕2
𝑡 𝑔𝑘 𝑗 − 𝑎2∇̂2𝑔𝑘 𝑗 − 𝜹𝑘 𝑗(𝜹))

}}
=

=
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∯
𝑆
𝑑𝑆

{−𝑔𝑘 𝑗(𝑛̂ · ∇̂𝑢𝑗) + 𝑢𝑗(𝑛̂ · ∇̂𝑔𝑘 𝑗)+

+ (𝑔𝑘 𝑗 × (∇̂ × 𝑢𝑗)) · 𝑛̂ − (𝑢𝑗 × (∇̂ × 𝑔𝑘 𝑗))𝑛̂
}}

𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑢0
𝑗 / 𝑢0

𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

𝑛̂ · ∇̂𝑢𝑗
���
𝜕Γ

= 𝑞 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑞 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))3 ; 𝑛̂ · ∇̂𝑔𝑘 𝑗

���
𝜕Γ

= 0

(𝑛̂ × (∇̂ × 𝑢𝑗))
���
𝜕Γ

= 𝑝 𝑗

���
𝜕Γ
/ 𝑝 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ))3

(𝑛̂ × (∇̂ × 𝑔𝑘 𝑗))
���
𝜕Γ

= 0

Triple producto vectorial

𝑨 × (𝑩 × 𝑪) = (𝑨 · 𝑪) · 𝑩 − (𝑨 · 𝑩) · 𝑪
𝑨 ≡ ∇̂ ; 𝑩 = 𝑢𝑗 ; 𝑪 = 𝑣 𝑗 ⇒
⇒ ∇̂ × (𝑢𝑗 × 𝑣 𝑗) = 𝑢𝑗(∇̂𝑣 𝑗) − 𝑣 𝑗 · (∇̂𝑢𝑗) + (𝑣 𝑗 · ∇̂) · 𝑢𝑗 − (𝑢𝑗 · ∇̂)𝑣 𝑗

Fórmulas de integración

a)
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{(𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙,𝑘(®𝑥, 𝑡)) − 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑙,𝑘(®𝑥, 𝑡)} =

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) · (𝜺𝑗𝑘𝑙 𝑛̂𝑘 · 𝑢𝑙(®𝑥, 𝑡))
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b) −
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝑢𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) =

∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{
𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) · 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝑢𝑗, 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝑣 𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡)
}−

−
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡) · 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝑛̂𝑙 · 𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡)) + 𝑢𝑗, 𝑗(®𝑥, 𝑡)(𝑛̂ 𝑗 · 𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡))

c)
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) · (𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑛,𝑚(®𝑥, 𝑡)),𝑘)

}
=

=
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{(𝜺𝑗𝑘𝑙𝑣𝑙,𝑘(®𝑥, 𝑡)) · (𝜺𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙,𝑘(®𝑥, 𝑡))}+
+
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆 𝑛̂ 𝑗(𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡) · 𝑣𝑘))

d)
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥

{
𝑣 𝑗 · (𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡))) − 𝑢𝑗 · (𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)))

}
=

=
∯

𝜕Γ
𝑑𝑆𝑛̂ 𝑗

{
𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑣𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡) · 𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡)) − 𝜺𝑗𝑘𝑙(𝜺𝑙𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡) · 𝑣𝑘(®𝑥, 𝑡))

}
𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ; 𝑢𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3 ;



𝑣𝑚,𝑛

𝜕Γ , 

𝑢𝑚,𝑛

𝜕Γ < 𝑀 /𝑀 ∈ 𝑅+
0

Operadores diferenciales definidos sobre superficies

∇̂Γ𝑣(®𝑥, 𝑡) = ∇̂𝑣(®𝑥, 𝑡) − (𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝑣(®𝑥, 𝑡) / 𝑣 ∈ 𝐿2(𝑅𝑘)
∇̂Γ𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) = ∇̂𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) − (𝑛̂𝑘 · ∇̂)𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) / 𝑣 𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3
∇̂Γ × 𝑣 𝑗 = 𝜺𝑖 𝑗𝑘𝑣𝑘,𝑗 − 𝜺𝑖 𝑗𝑘(𝑛̂ 𝑗 · (𝑛̂𝑝 · ∇̂)𝑣𝑘(®𝑥, 𝑡))
∇̂2
Γ𝑢(®𝑥, 𝑡) = ∇̂Γ(∇̂Γ𝑢(®𝑥, 𝑡))

∇̂2
Γ𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡) = ∇̂Γ(∇̂Γ𝑣 𝑗(®𝑥, 𝑡)) − 𝜺𝑖 𝑗𝑘Γ(𝑛̂𝑘 · 𝜺𝑗𝑙𝑚Γ𝑣𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡))
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APÉNDICE B

Consideraciones accesorias sobre el problema de Eshelby y su
generalización dinámica

Una inclusión se puede caracterizar según cinco atributos:

• Forma

• Volumen

• Desajuste con la matriz en términos de geometría

• Desajuste con la matriz en términos de propiedades del material

• Nivel de unión (también llamado nivel de coherencia) en la interfaz matriz-inclusión.

En los textos referenciados, las inclusiones con enlace perfecto en la interfaz con la matriz
se subdividen en tres categorías, como se describe a continuación.

1. Inclusión con geometría mal ajustada (inclusión homogénea) En este caso, la inclusión tiene
las mismas propiedades elásticas de la matriz, descritas por el tensor de elasticidadC Por lo
tanto, solo existe el desajuste geométrico causado por la deformación residual 𝜺∗ . Este tipo
de inclusión se estudia directamente mediante el procedimiento de Eshelby, que se describe
en la sección siguiente. De hecho, este tipo de inclusión, denominada “inclusión homogénea”
por Eshelby (1957), es el caso al que se pueden reducir todas las demás, con métodos de
equivalencia adecuados.

2. Inclusión con propiedades de desajuste (inclusión no homogénea) La inclusión tiene pro-
piedades elásticas diferentes a las de la matriz, por lo que su tensor de elasticidad S es
diferente al de la matriz C. Sin embargo, la deformación residual 𝜺∗, es igual a cero y, por
lo tanto, no hay desajuste geométrico. En ausencia de un campo de tensión causado por
tracciones externas, la tensión y la deformación en la matriz y la inclusión son idénticamente
cero. Cuando se aplican fuerzas externas, el desajuste en las propiedades del material de
la inclusión provoca una perturbación en los campos de tensión y deformación. El método
de solución de Eshelby para este tipo de inclusión, al que llamó “inclusión no homogénea”
(J.D. Eshelby, 1956), consiste en reducir su efecto al de una “inclusión homogénea equiva-
lente”, es decir, en encontrar la deformación de transformación ficticia que causa la misma
perturbación que la diferencia en las propiedades del material. (J.D. Eshelby, 1961)

3. Inclusión con geometría y propiedadesmal ajustadas (inclusión general) Este es el casomás
general, en el que la inclusión tiene un desajuste geométrico, descrito por una deformación
𝜺∗, así como un desajuste en las propiedades del material, es decir, no son iguales los
tensores elásticos de la matriz y de la inclusión. Este caso también se resuelve mediante
el método de Eshelby de la “inclusión homogénea equivalente”. Llamamos a este tipo de
inclusión “inclusión general” porque los casos (1) y (2) se obtienen estableciendo C = S
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y 𝜺∗ = 0, respectivamente. Observamos que Eshelby (1956) llamó “inclusión general” a
la inclusión de formas arbitrarias, pero esto no debe ser una fuente de confusión en este
contexto, en el que nos limitamos al caso de las inclusiones elipsoidales.

Fuerzas configuracionales en la configuración deformada y no deformada

Fuerzas configuracionales en la configuración deformada y no deformada respectivamente
en términos de los tensores de Eshelby escritos en las dos representaciones

F𝐶𝑜𝑛 𝑓𝑗 (®𝑥) =
∯
𝜕𝐷

𝑑𝑎(𝑲 𝑗𝑘 · 𝒏̂𝑘) =
∯
𝜕𝐷

𝑑𝑎{𝑊𝜹 𝑗𝑘 𝒏̂𝑘 − 𝝈𝑗𝑙(𝜕𝒏̂𝑘𝑢𝑙 ,𝑘)} (B.1)

F𝐶𝑜𝑛 𝑓𝐶 (𝑿𝐶) =
∯
𝜕𝐷

𝑑𝐴(𝑲𝐶𝐵 · 𝑵̂𝐵) =
∯
𝜕𝐷

𝑑𝐴{𝑊𝜹𝐶𝐵𝒏̂𝐵 − 𝑭𝑇𝐶𝑗𝑷𝑗𝐵𝑵̂𝐵} (B.2)

Fuerza configuracional en la representación deformada en la formulación de segundo gradiente

𝑆𝑔F𝐶𝑜𝑛 𝑓𝑗 (®𝑥) =
∯
𝜕𝐷

𝑑𝑎((1 − 𝑙21∇̂2)𝑲 · 𝒏̂𝑘) ⇒

⇒ 𝑆𝑔F𝐶𝑜𝑛 𝑓𝑗 (®𝑥) =
∯
𝜕𝐷

𝑑𝑎{(1 − 𝑙21∇̂2)𝑊𝜹 𝑗𝑘 𝒏̂𝑘 − (1 − 𝑙21∇̂2)𝝈𝑗𝑙(𝜕𝒏̂𝑘𝑢𝑙 ,𝑘)}

⇒ 𝑆𝑔F𝐶𝑜𝑛 𝑓𝑗 (®𝑥) =
∯
𝜕𝐷

𝑑𝑎(𝑲 · 𝒏̂𝑘)− 𝑙21
∯
𝜕𝐷̄

𝑑𝑎̄𝜕𝒏̂𝑘 [𝑊]𝜹 𝑗𝑘+ 𝑙21
∯
𝜕𝐷̄

𝑑𝑎̄∇̂2𝝈𝑗𝑙(𝜕𝒏̂𝑘𝑢𝑙,𝑘(®𝑥))+

+ 𝑙21
∯
𝜕𝐷̄

𝑑𝑎̄(𝝈𝑗𝑙(𝜕𝒏̂𝑘 (∇̂2𝑢𝑙 ,𝑘(®𝑥))))

Una línea de razonamiento alternativa a la deM. F. Alhasadi y S. Federico desarrollada en su trabajo
“Relation between Eshelby stress and Eshelby fourth-order tensor within an ellipsoidal inclusión” de
2016, es la que se expone seguidamente{

𝝈𝑖 𝑗(®𝑥) = 𝑪𝑀
𝑖𝑗𝑘𝑙 : 𝜺𝑘𝑙(®𝑥) ∧ 𝑲𝑖 𝑗(®𝑥) = −𝑺𝐼𝑖 𝑗𝑘𝑙 : 𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥)

𝑲𝑖 𝑗(®𝑥) =𝑊𝜹𝑖 𝑗 − 𝝈𝑖𝑙(®𝑥) : 𝜺𝑙 𝑗(®𝑥)

}
⇒

⇒ −𝑺𝐼𝑖 𝑗𝑘𝑙 : 𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥) =𝑊𝜹𝑖 𝑗 − {𝑪𝑀
𝑖𝑙𝑚𝑛 : 𝜺𝑀𝑚𝑛(®𝑥)} : 𝜺𝑀𝑙𝑗 (®𝑥)

⇒𝑊, 𝑗𝜹𝑖 𝑗 = {{𝑪𝑀
𝑖𝑙𝑚𝑛 : 𝜺𝑀𝑚𝑛(®𝑥)} : 𝜺𝑀𝑙𝑗 (®𝑥)} , 𝑗 − {𝑺𝐼𝑖 𝑗𝑘𝑙 : 𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥)} , 𝑗 / 𝑭𝐶𝑜𝑛 𝑓 𝑖𝑔𝑖 =𝑊, 𝑗𝜹𝑖 𝑗

𝑭
𝐶𝑜𝑛 𝑓
𝑖 = {𝜺𝑀𝑙𝑗 (®𝑥) : 𝑪𝑀

𝑖𝑙𝑚𝑛 : 𝜺𝑀𝑚𝑛(®𝑥)} , 𝑗 − {𝑺𝐼𝑖 𝑗𝑘𝑙 : 𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥)} , 𝑗
T𝑖

���
𝜕Γ𝑀−𝐼

= {𝜺𝑀𝑙𝑗 (®𝑥) · 𝑪𝑀
𝑖𝑙𝑚𝑛 : 𝜺𝑀𝑚𝑛(®𝑥)}𝑛̂ 𝑗 − {𝑺𝐼𝑖 𝑗𝑘𝑙 : 𝜺∗𝑘𝑙(®𝑥)}𝑛̂ 𝑗


Sistema elastodinámico inclusión-matriz: Primer Problema Dinámico de Eshelby

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢

𝑀
𝑗 (®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢
𝑀
𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅Ω−𝐼

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢

𝐼
𝑗 (®𝑥, 𝑡) − 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢

𝐼
𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡) = −𝜌𝑭𝐶𝑜𝑛 𝑓 𝑖𝑔𝑖 (®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝐼
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𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 0) = 𝑢𝑀𝑗 / 𝑢𝑀𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 0) = 𝑤𝑀

𝑗 / 𝑤𝑀
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 0) = 𝜕𝑡𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 0) = 0

Condiciones de borde

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢

𝑀
𝑚,𝑙 𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑀−𝐼𝑛

+ 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢
𝐼
𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝐼𝑛−𝑀

= −T𝑖
���
𝜕Γ𝑀−𝐼𝑛

𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑀−𝐼𝑛

− 𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ𝐼𝑛−𝑀

= 0

Representación integral de las soluciones

𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 𝑡) =
∭
𝑉𝑀−𝐼𝑛

𝑑3𝑥′{𝒈𝑀𝑗𝑘 (®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)𝜕𝑡𝑢𝑀𝑘 (®𝑥′, 0) − 𝑢𝑀𝑘 (®𝑥′, 0)𝜕𝑡 𝒈𝑀𝑗𝑘 (®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)}+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑠

{ ∬
𝜕𝑀−𝐼𝑛

𝑑𝑎𝒈𝑀𝑗𝑘 (®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑠)
{
T𝑘

���
𝜕Γ𝑀−𝐼

+ 𝑺𝐸𝑠𝑘𝑝𝑙𝑚𝑢
𝐼
𝑚,𝑙(®𝑥′, 𝑠)𝑛̂𝑝

���
𝜕Γ𝐼𝑛−𝑀

}}
𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 𝑡) =

∫ 𝑡

0
𝑑𝑠

{∭
𝑉𝐼

𝑑3𝑥′𝒈 𝐼𝑗𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑠)𝜌𝑭𝐶𝑜𝑛 𝑓 𝑖𝑔𝑘 (®𝑥′, 𝑠)
}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑠

{ ∬
𝜕𝐼𝑛−𝑀

𝑑𝑎𝒈 𝐼𝑗𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑠)
{
−T𝑘

���
𝜕Γ𝐼𝑛−𝑀

+ 𝑪 𝑒
𝑗𝑝𝑙𝑚𝑢

𝑀
𝑚,𝑙(®𝑥′, 𝑠)𝑛̂𝑝

���
𝜕Γ𝑀−𝐼𝑛

}}
Sistema elastodinámico-Inclusión-matriz: Problema Dinámico de Eshelby de segundo
gradiente

𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑢

𝑀
𝑗 (®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙21∇̂2)𝑢𝑀𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙21∇̂2)𝜺∗𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡) en 𝑅Ω−𝐼

𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)𝜕2
𝑡 𝑢

𝐼
𝑗 (®𝑥, 𝑡) − 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙21∇̂2)𝑢𝐼𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡) = −𝜌(1 − 𝑙21∇̂2)𝑭𝐶𝑜𝑛 𝑓 𝑖𝑔𝑖 (®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝐼

𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 0) = 𝑢𝑀𝑗 / 𝑢𝑀𝑗 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 0) = 𝑤𝑀

𝑗 / 𝑤𝑀
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 0)
���
𝜕𝑉𝑀

/ 𝑢𝑀𝑗
���
𝜕𝑉𝑀

∈ (𝑯1
0 (𝜕𝑉𝑀))3

𝜕𝑛̂(𝜕𝑡𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 0))
���
𝜕𝑉𝑀

= 𝑤𝑀
𝑗

���
𝜕𝑉𝑀

/ 𝑤𝑀
𝑗

���
𝜕𝑉𝑀

∈ (𝑳2(𝑉𝑀))3

𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 0) = 𝜕𝑡𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 0) = 𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 0)
���
𝜕𝑉𝐼

= 𝜕𝑛̂(𝜕𝑡𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 0))
���
𝜕𝑉𝐼

= 0

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙21∇̂2)𝑢𝑀𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑀−𝐼𝑛

+

+ 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙21∇̂2)𝑢𝐼𝑚,𝑙(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
���
𝜕Γ𝐼𝑛−𝑀

= −(1 − 𝑙21∇̂2)T𝑖
���
𝜕Γ𝑀−𝐼𝑛

𝑢𝑀𝑗 (®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑀−𝐼𝑛

− 𝑢𝐼𝑗 (®𝑥, 𝑡) = 0

Relación entre el tensor elástico y el tensor elástico de Eshelby de cuarto orden

𝑺𝐼𝑖 𝑗𝑘𝑙 = {{𝑪𝑀
𝑖𝑙𝑚𝑛 : 𝜺𝑀𝑚𝑛(®𝑥)} : 𝜺𝑀𝑙𝑗 (®𝑥)}(𝜺𝐼𝑘𝑙(®𝑥))−1 −𝑊𝜹𝑖 𝑗(𝜺𝐼𝑘𝑙(®𝑥))−1
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Secuencia de operaciones del experimento pensado de Eshelby

1. Se remueve la inclusión de la matriz que la contiene

Matriz Inclusión Interface
𝝈𝑀𝑖𝑗 = 0 ; 𝜺𝑀𝑖𝑗 = 0 𝝈 𝐼𝑖 𝑗 = 0 ; 𝜺𝐼𝑖 𝑗 = 𝜺∗𝑖 𝑗 𝒃 𝑗 = 0

2. Se aplica una tracción a efectos de que la forma de la inclusión quede invariante en la matriz

Matriz Inclusión Interface
𝝈𝑀𝑖𝑗 = 0 ; 𝜺𝑀𝑖𝑗 = 0 𝝈 𝐼𝑖 𝑗 = −𝑪𝑀

𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺
∗
𝑘𝑙 ; 𝜺𝐼𝑖 𝑗 = 0 𝒃 𝑗 = 0

𝒕 𝐼𝑛𝑖 = −𝑪𝑀
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺

∗
𝑘𝑙 𝒏̂ 𝑗

3. Se vuelve a colocar la inclusión y se pega la interfaz

Matriz Inclusión Interface
𝝈𝑀𝑖𝑗 = 0 ; 𝜺𝑀𝑖𝑗 = 0 𝝈 𝐼𝑖 𝑗 = −𝑪𝑀

𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺
∗
𝑘𝑙 ; 𝜺𝐼𝑖 𝑗 = 0 𝒃 𝑗 = 0

𝒕 𝐼𝑛𝑖 = −𝑪𝑀
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺

∗
𝑘𝑙 𝒏̂ 𝑗

4. Se remueve la tracción antes aplicada

Matriz Inclusión Interface
𝝈𝑀𝑖𝑗 = 𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥) 𝝈 𝐼𝑖 𝑗 = 𝝈𝑒𝑖𝑗(®𝑥) 𝒃 𝑗 = −𝒕 𝐼𝑛𝑖 = 𝑪𝑀

𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺
∗
𝑘𝑙 𝒏̂ 𝑗

𝜺𝑀𝑖𝑗 = 𝜺𝑒𝑖𝑗(®𝑥) 𝜺𝐼𝑖 𝑗 = 𝜺𝑒𝑖𝑗(®𝑥)

Figura B.1: Fig. extraida de Continuum Micromechanics Theory and Application to Multiscale Tec-
tonics (Jiang, 2023, pág. 223)
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APÉNDICE C

Operaciones Push-Forward Y Pull-Back Para Tensores De Segundo Orden.
Derivada Temporal De Lie

Transformaciones de Piola

𝚺𝑗𝑘 = 𝑱 · 𝚺̄𝑗𝐴𝑭−1
𝐴𝑘 ⇌ 𝚺̄𝐴𝑘 = 𝑱−1𝑭𝐴𝑗 · 𝚺𝑗𝑘

𝚺𝐴𝐵 = 𝑱𝑭−𝑇
𝐴𝑘 𝚺̄𝑘𝐵 ⇌ 𝚺̄𝐴𝑘 = 𝑱−1𝚺𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑘

𝚺𝑗𝑘 = 𝑭−1
𝑗𝐴 · 𝚺̄𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑘 ⇌ 𝚺̄𝐴𝐵 = 𝑭−𝑇

𝐴𝑗 · 𝚺𝑗𝑘 · 𝑭𝑘𝐵
𝑷𝑗𝐴 = 𝑱𝝈𝑘𝑙 · 𝑭−𝑇

𝑘𝐴 ⇌ 𝝈𝑘 𝑗 = 𝑱−1𝑭𝑘𝐴 · 𝑷𝐴𝑗
𝚪 𝑗𝐴 = 𝑱 · 𝒆 𝑗𝑘 · 𝑭−1

𝑘𝐴 ⇌ 𝒆 𝑗𝑘 = 𝑱𝚪 𝑗𝐴 · 𝑭𝐴𝑘
𝝈𝑗𝑘 : Tensor de Cauchy; 𝒆 𝑗𝑘 : Tensor de Euler-Almansi

Operaciones push-forward y pull-back para tensores de segundo orden

• Operación Pull-back sobre un tensor de segundo orden de tipo espacial (configuración de-
formada a la no deformada)

𝒂𝑖 𝑗 = 𝑎𝑖 𝑗(𝒈 𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑎 𝑖 𝑗(𝒈𝑖 ⊗ 𝒈𝑗) = 𝑎 𝑖𝑗(𝒈𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑎 𝑗𝑖 (𝒈 𝑖 ⊗ 𝒈𝑗)
𝜒−1(𝒂𝑖 𝑗) = 𝑎𝑖 𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑎𝑖 𝑗(𝑭𝑇𝐴𝑖𝒈 𝑖 ⊗ 𝑭𝑇𝐵𝑗𝒈

𝑗) = 𝑭𝑇𝐴𝑖 · 𝒂𝑖 𝑗 · 𝑭𝑗𝐵
𝜒−1

1 (𝒂𝑖 𝑗) = 𝑎 𝑖 𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑎 𝑖 𝑗(𝑭−1
𝐴𝑖 𝒈𝑖 ⊗ 𝑭−1

𝐵𝑗 𝒈𝑗) = 𝑭−1
𝐴𝑖 · 𝒂𝑖 𝑗 · 𝑭−𝑇

𝑗𝐵

𝜒−1
2 (𝒂𝑖 𝑗) = 𝑎 𝑖𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑎 𝑖𝑗(𝑭−1

𝐴𝑖 𝒈𝑖 ⊗ 𝑭𝑇𝐵𝑗𝒈
𝑗) = 𝑭−1

𝐴𝑖 · 𝒂𝑖 𝑗 · 𝑭𝑗𝐵
𝜒−1

3 (𝒂𝑖 𝑗) = 𝑎 𝑗𝑖 (𝑮 𝑗 ⊗ 𝑮𝑖) = 𝑎 𝑗𝑖 (𝑭𝑇𝐴𝑖𝒈 𝑖 ⊗ 𝑭−1
𝐵𝑗 𝒈𝑗) = 𝑭𝑇𝐴𝑖 · 𝒂𝑖 𝑗 · 𝑭−𝑇

𝑗𝐵

• Operación Push-forward sobre un tensor de segundo orden de tipo material (configuración
no deformada a la deformada)

𝑨𝑖 𝑗 = 𝑨𝑖 𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑨𝑖 𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑨𝑖
𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑨

𝑗
𝑖 (𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗)

𝜒(𝑨𝑖 𝑗) = 𝑨𝑖 𝑗(𝒈 𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑨𝑖 𝑗(𝑭−𝑇
𝐴𝑖 𝑮

𝑖 ⊗ 𝑭−𝑇
𝐵𝑗 𝑮

𝑗) = 𝑭−𝑇
𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑭−1

𝐵𝑗

𝜒1(𝑨𝑖 𝑗) = 𝑨𝑖 𝑗(𝒈𝑖 ⊗ 𝒈𝑗) = 𝑨𝑖 𝑗(𝑭𝐴𝑖𝑮𝑖 ⊗ 𝑭𝐵𝑗𝑮 𝑗) = 𝑭𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗
𝜒2(𝑨𝑖 𝑗) = 𝑨𝑖

𝑗(𝒈𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑨𝑖
𝑗(𝑭𝐴𝑖𝑮𝑖 ⊗ 𝑭−𝑇

𝐵𝑗 𝑮
𝑗) = 𝑭𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑭−1

𝐵𝑗

𝜒3(𝑨𝑖 𝑗) = 𝑨
𝑗
𝑖 (𝒈𝑗 ⊗ 𝒈 𝑖) = 𝑨

𝑗
𝑖 (𝑭−𝑇

𝐴𝑖 𝑮
𝑖 ⊗ 𝑭𝐵𝑗𝑮 𝑗) = 𝑭−𝑇

𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗

Juan Carlos Barreto [165]
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• Operaciones Push-Forward y pull-back para tensores de deformación. Operaciones push-
forward para el tensor de deformaciones derecho de Cauchy Green

𝜒(𝑪𝑖 𝑗) = 𝑪𝑖 𝑗(𝒈 𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑪𝑖 𝑗(𝑭−𝑇
𝐴𝑖 𝑮

𝑖 ⊗ 𝑭−𝑇
𝐵𝑗 𝑮

𝑗) = 𝑭−𝑇
𝑖𝐴 · 𝑪𝐴𝐵 · 𝑭−1

𝐵𝑗

𝜒(𝑪−1
𝑖 𝑗 ) = 𝑪−1

𝑖 𝑗 (𝒈 𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑪−1
𝑖 𝑗 (𝑭−𝑇

𝐴𝑖 𝑮
𝑖 ⊗ 𝑭−𝑇

𝐵𝑗 𝑮
𝑗) = 𝑭𝑖𝐴 · 𝑪−1

𝐴𝐵 · 𝑭𝑇𝐵𝑗

• Operaciones pull-pack y push-forward para tensor de deformaciones de Cauchy-Green iz-
quierdo y el tensor de Euler-Almansi

𝜒(𝑬) = 𝑬𝑖 𝑗(𝒈 𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑭−𝑇
𝑖𝐴 · 𝑬𝐴𝐵 · 𝑭−1

𝐵𝑗 = 𝒆𝑖 𝑗

𝜒−1(𝒆) = 𝒆𝑖 𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑭𝑇𝐴𝑖 · 𝒆𝑖 𝑗 · 𝑭𝑗𝐵 = 𝑬𝐴𝐵

• Operaciones push-forward y pull-back con descomposición polar en configuraciones inter-
medias

Operación push forward de un tensor material 𝑨 de la configuración {𝑮𝑖} → { 𝑮̂𝑖}. Re-
emplazando 𝑭 por 𝑹 se tiene

𝜒(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮) = 𝑨𝑖 𝑗(𝑮̂𝑖 ⊗ 𝑮̂ 𝑗) = 𝑨𝑖 𝑗(𝑹−𝑇
𝐴𝑖 𝑮

𝑖 ⊗ 𝑹−𝑇
𝐵𝑗 𝑮

𝑗) = 𝑹−𝑇
𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹−1

𝐵𝑗 ⇒
⇒ 𝜒(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮) = 𝑹−𝑇

𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹−1
𝐵𝑗 = 𝑹 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹𝑇

𝐵𝑗

𝜒1(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮) = 𝑨𝑖 𝑗(𝑮̂𝑖 ⊗ 𝑮̂ 𝑗) = 𝑨𝑖 𝑗(𝑹𝐴𝑖𝑮𝑖 ⊗ 𝑹𝐵𝑗𝑮 𝑗) = 𝑹𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹𝑇
𝐵𝑗

𝜒2(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮) = 𝑨𝑖
𝑗(𝑮̂𝑖 ⊗ 𝑮̂ 𝑗) = 𝑨𝑖

𝑗(𝑹𝐴𝑖𝑮𝑖 ⊗ 𝑹−𝑇
𝐵𝑗 𝑮

𝑗) = 𝑹𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹−1
𝐵𝑗 ⇒

⇒ 𝜒2(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮) = 𝑹𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹−1
𝐵𝑗 = 𝑹𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹𝑇

𝐵𝑗

𝜒3(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮) = 𝑨
𝑗
𝑖 (𝑮̂ 𝑗 ⊗ 𝑮̂𝑖) = 𝑨

𝑗
𝑖 (𝑹−𝑇

𝐴𝑖 𝑮
𝑖 ⊗ 𝑹𝐵𝑗𝑮 𝑗) = 𝑹−𝑇

𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹𝑇
𝐵𝑗 ⇒

⇒ 𝜒3(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮) = 𝑹−𝑇
𝑖𝐴 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹𝑇

𝐵𝑗 = 𝑹 · 𝑨𝐴𝐵 · 𝑹𝑇
𝐵𝑗

El pull back de un tensor material 𝑨̂ de la configuración {𝑮̂𝑖} → {𝑮𝑖} será
𝜒(𝑨̂𝑖 𝑗)𝑹(𝑮̂) = 𝑨̂𝑖 𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑹𝑇

𝑖𝐴 · 𝑨̂𝐴𝐵 · 𝑹𝐵𝑗

𝜒1(𝑨̂𝑖 𝑗)𝑹(𝑮̂) = 𝑨̂𝑖 𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑹𝑇
𝑗𝐴 · 𝑨̂𝐴𝐵 · 𝑹𝐵𝑗

𝜒2(𝑨̂𝑖 𝑗)𝑹(𝑮̂) = 𝑨𝑖
𝑗(𝑮𝑖 ⊗ 𝑮 𝑗) = 𝑹𝑇

𝑗𝐴 · 𝑨̂𝐴𝐵 · 𝑹𝐵𝑗

𝜒3(𝑨𝑖 𝑗)𝑹(𝑮̂) = 𝑨
𝑗
𝑖 (𝑮 𝑗 ⊗ 𝑮𝑖) = 𝑹𝑇

𝑖𝐴 · 𝑨̂𝐴𝐵 · 𝑹𝐵𝑗

El push forward de un tensor espacial 𝒂̂ de la configuración { 𝒈̂𝑖} → { 𝒈𝑖} será
𝜒(𝒂̂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈̂) = 𝒂̂𝑖 𝑗(𝒈 𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑹𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹𝑇

𝑗𝑙

𝜒1(𝒂̂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈̂) = 𝒂̂ 𝑖 𝑗(𝒈𝑖 ⊗ 𝒈𝑗) = 𝑹𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹𝑇
𝑗𝑙

𝜒2(𝒂̂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈̂) = 𝒂̂ 𝑖𝑗(𝒈𝑖 ⊗ 𝒈 𝑗) = 𝑹𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹𝑇
𝑗𝑙

𝜒3(𝒂̂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈̂) = 𝒂̂
𝑗
𝑖 (𝒈𝑗 ⊗ 𝒈 𝑖) = 𝑹𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹𝑇

𝑗𝑙
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El pull-back es

𝜒−1(𝒂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈) = 𝒂𝑖 𝑗(𝒈̂ 𝑖 ⊗ 𝒈̂ 𝑗) = 𝑹𝑇
𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹 𝑗𝑙

𝜒−1
1 (𝒂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈) = 𝒂 𝑖 𝑗(𝒈̂𝑖 ⊗ 𝒈̂𝑗) = 𝑹𝑇

𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹 𝑗𝑙

𝜒−1
2 (𝒂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈) = 𝒂 𝑖𝑗(𝒈̂𝑖 ⊗ 𝒈̂ 𝑗) = 𝑹𝑇

𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹 𝑗𝑙

𝜒−1
3 (𝒂𝑖 𝑗)𝑹(𝒈) = 𝒂 𝑖𝑗(𝒈̂𝑖 ⊗ 𝒈̂ 𝑗) = 𝑹𝑇

𝑖𝑘 · 𝒂̂𝑘 𝑗 · 𝑹 𝑗𝑙

Derivada de Lie temporal

La derivada temporal de Lie, es un concepto de análisis tensorial que permite distinguir cam-
bios de alguna función tensorial en relación con los cambios que suceden en esa misma entidad
excluyendo aquellos devenidos por procesos de movimiento y/o configuración. En términos de las
operaciones pull-back y push-forward, la derivada Lie de un vector: 𝒗 𝑗 y de un tensor 𝒂 𝑗𝑘 se escri-
be:

𝑳𝜈𝒗 𝑗(𝑡) = 𝜒∗
{
𝑑
𝑑𝑡

[
𝜒−1∗ (𝒗(𝑡))]} ; 𝑳𝜈𝒂 𝑗𝑘(𝑡) = 𝜒∗

{
𝑑
𝑑𝑡

[
𝜒−1∗ (𝒂 𝑗𝑘(𝑡))

]}
Calculo de la derivada de lie temporal de un tensor espacial

𝑳𝜈𝒂 𝑗𝑘(𝑡) = 𝜒∗
{
𝑑
𝑑𝑡

[
𝜒−1∗ (𝒂 𝑗𝑘(𝑡))

]}
= 𝑭−𝑇

𝑗𝐴

{
𝑑
𝑑𝑡

{
𝑭𝑇𝐴𝑙 · 𝒂𝑙𝑚(𝑡) · 𝑭𝑚𝐵

}}
𝑭−1
𝐵𝑘

𝑳𝜈𝒂 𝑗𝑘(𝑡) = 𝑭−𝑇
𝑗𝐴

{ ¤𝑭𝑇𝐴𝑙 · 𝒂𝑙𝑚 · 𝑭𝑚𝐵 + 𝑭𝑇𝐴𝑙 · ¤𝒂𝑙𝑚(𝑡) · 𝑭𝑚𝐵 + 𝑭𝑇𝐴𝑙 · 𝒂𝑙𝑚 · ¤𝑭𝑚𝐵
}
𝑭−1
𝐵𝑘

𝑳𝜈𝒂 𝑗𝑘(𝑡) = 𝑭−𝑇
𝑗𝐴

{
𝑭𝑇𝐴𝑙𝑰

𝑇
𝑙𝑙 · 𝒂𝑙𝑚 · 𝑭𝑚𝐵 + 𝑭𝑇𝐴𝑙 · ¤𝒂𝑙𝑚 · 𝑭𝑚𝐵 + 𝑭𝑇𝐴𝑙 · 𝒂𝑙𝑚 · 𝑰𝑚𝑚𝑭𝑚𝐵

}
𝑭−1
𝐵𝑘

𝑳𝜈𝒂 𝑗𝑘(𝑡) = 𝑰𝑇𝑗𝑙 · 𝒂𝑙𝑘 + ¤𝒂 𝑗𝑘 + 𝒂 𝑗𝑚 · 𝑰𝑚𝑘

Las derivadas Lie para expresiones co-rotadas serán

𝑳𝜈𝒂 𝑗𝑘(𝑡) = 𝜒∗
{
𝑑
𝑑𝑡

[
𝜒−1∗ (𝒂 𝑗𝑘(𝑡))

]}
= 𝑹 𝑗𝐴

{
𝑑
𝑑𝑡

[
𝑹𝑇
𝐴𝑙 · 𝒂𝑙𝑚(𝑡) · 𝑹𝑚𝐵

]}
𝑹𝑇
𝐵𝑘

𝑳𝜈𝒂 𝑗𝑘(𝑡) = ¤𝒂 𝑗𝑘 −𝛀𝑗𝑙 · 𝒂𝑙𝑘 + 𝒂 𝑗𝑙 ·𝛀𝑙𝑘 / 𝛀𝑗𝑙 = ¤𝑹 𝑗𝐴 · 𝑹𝐴𝑙 = −𝑹𝑙𝐴 ¤𝑹𝐴𝑗
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APÉNDICE D

Formulación lagrangiana de la elastodinámica

Definimos una densidad lagrangiana de la forma:

ℒ(𝑢𝑗 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗,𝑘 , ¤𝑢𝑗 ,𝑘) = (𝜌/2) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ¤𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)−

− (1/2)𝜺∗𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)

Y el lagrangiano

𝑺(𝑡) = 1
2

∭
𝑉
𝑑3𝑥 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜌 ¤𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡) −

1
2

∭
𝑉
𝑑3𝑥 𝑢𝑙 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)−

− 1
2

∭
𝑉
𝑑3𝑥 𝜺∗𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)

Utilizamos el principio de Hamilton obteniendo

𝜹

∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡 𝑺(𝑡) +

∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥 𝜌𝑭 𝑒𝑗 𝜹𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

}
+

+
∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡

{∭
𝑉−𝑉𝑖𝑛

𝑑3𝑥 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺
∗
𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)𝜹𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

}
+

+
∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡

{∯
𝜕Γ𝒕 𝑗(®𝑥, 𝑡)𝜹𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

}
+
∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡

{∯
𝜕Γ𝑖𝑛𝒕𝑚𝑗 (®𝑥, 𝑡)𝜹𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

}
= 0

Finalmente

∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡

{∭
𝑉
𝑑3𝑥

{
𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝜌𝜕2

𝑡 𝑢𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝜌𝑭 𝑒𝑘 (®𝑥, 𝑡) + 𝑭𝑚𝑗 (®𝑥, 𝑡)
}}

𝜹𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)+

+
∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡

∯
𝜕Γ1𝑑𝑆

{
𝒕 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
}
𝜹𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)−

−
∫ 𝑡2

𝑡1
𝑑𝑡

∯
𝜕Γ𝑖𝑛𝑑𝑆

{
𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘
}
𝜹𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) = 0
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Las ecuaciones de movimiento, las condiciones iniciales y de borde asociadas son:

𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘
𝑢𝑘(®𝑥, 0) = 𝑢0

𝑗 / 𝑢0
𝑗 ∈ (𝑯1

0 (𝐷𝑘))3
𝜕𝑡𝑢𝑘(®𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ𝑖𝑛

= −𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)
���
𝜕Γ𝑖𝑛

− 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝑢𝑙 ,𝑚(®𝑥, 𝑡)𝑛̂𝑘

���
𝜕Γ1

= 𝒕 𝑗

���
𝜕Γ1

/ 𝒕 𝑗 ∈ (𝑳2(𝜕Γ1))3

𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚 , 𝑺

𝐸𝑠
𝑗𝑘𝑙𝑚 ∈ 𝑉3×3 ; 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝑪 𝑒
𝑘 𝑗𝑙𝑚 = 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑚𝑙 = 𝑪 𝑒
𝑙𝑚𝑗𝑘

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚 = 𝑺𝐸𝑠𝑘 𝑗𝑙𝑚 = 𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑚𝑙 ; 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝜉𝑗𝑘𝜉𝑙𝑚 > 𝑎0𝜉𝑗𝑘𝜉𝑗𝑘 ; 𝑎0 ∈ 𝑅+

0

𝑺𝐸𝑠𝑗𝑘𝑙𝑚𝜉 𝑗𝑘𝜉𝑙𝑚 > 𝑏0𝜉 𝑗𝑘𝜉 𝑗𝑘 ; 𝑏0 ∈ 𝑅+
0 ; 𝜺∗𝑙𝑚 — residual strain

𝜉𝑗𝑘 ∈ 𝐹(𝑪 𝑒) ; 𝜉 𝑗𝑘 ∈ 𝐹(𝑺𝐸𝑠)

Definimos una densidad lagrangiana poroelástica de la siguiente forma

ℒ(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏) = (1/2)𝜌 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚 : 𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)−

− (1/2) ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 : ¤𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴 𝑎

𝑗𝑘 : 𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)−
− 𝑎1𝑢𝑗 · 𝑺 𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴 𝑏

𝑗𝑘 : 𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝜉𝑉1(𝑝𝑎 , 𝑝𝑏) + 𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡){𝑠𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎

𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗−
− (𝑲̃𝑎

𝑗𝑘 ¤𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼̄1𝑴 𝑎
𝑗𝑘 : ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − ℎ𝑎(®𝑥, 𝑡)}+

+ 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡){𝑠𝑏𝜕𝑡𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑏
𝑗𝑘𝑝𝑏,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗−

− (𝑲̃𝑏
𝑗𝑘 ¤𝑝𝑏,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼̄2𝑴 𝑏

𝑗𝑘 : ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − ℎ𝑏(®𝑥, 𝑡)}

La acción será:

𝑆 =
∭

𝑉𝑠
𝑑𝑉𝑠

{(1/2)𝜌 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚 : 𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)−

− (1/2) ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 : ¤𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) + 𝛼1𝑴 𝑎

𝑗𝑘 : 𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡)−
− 𝑎1𝑢𝑗 · 𝑺 𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴 𝑏

𝑗𝑘 : 𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡)
}+

+
∭

𝑉𝑠
𝑑𝑉𝑠

{
𝜉𝑉1(𝑝𝑎 , 𝑝𝑏) + 𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡){𝑠𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎

𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗−
− (𝑲̃𝑎

𝑗𝑘 ¤𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼̄1𝑴 𝑎
𝑗𝑘 : ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − ℎ𝑎(®𝑥, 𝑡)}+

+ 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡){𝑠𝑏𝜕𝑡𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑏
𝑗𝑘𝑝𝑏,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗−

− (𝑲̃𝑏
𝑗𝑘 ¤𝑝𝑏,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼̄2𝑴 𝑏

𝑗𝑘 : ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − ℎ𝑏(®𝑥, 𝑡)}
}

Utilizando el principio de Hamilton se obtienen las ecuaciones del Capítulo 4, pág. 72.

Densidad de energía, para la poro-visco-elastodinámica, en la formulación de segundo
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gradiente

𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏) = (1/2)𝜌 ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) · ¤𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − (1/2)𝜌𝑙21 ¤𝑢𝑗 ,𝑘𝑘 · ¤𝑢𝑗,𝑘𝑘+
+ (1/2)𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚 : 𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) − (𝑙21/2)∇̂2𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚 : ∇̂2𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)+

+ (1/2) ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪𝑣
𝑗𝑘𝑙𝑚 : ¤𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡) − (𝑙21/2)∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) : 𝑪𝑣

𝑗𝑘𝑙𝑚 : ∇̂2 ¤𝜺𝑙𝑚(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝛼1𝑴 𝑎

𝑗𝑘 : (1 − 𝑙21∇̂2)𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) + 𝛼2𝑴 𝑏
𝑗𝑘 : (1 − 𝑙21∇̂2)𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡)+

+ 𝜉𝑉1(𝑝𝑎 , 𝑝𝑏) − 𝑎1𝑢𝑗 · 𝑺 𝑗𝑘𝑙𝑚(1 − 𝑙21∇̂2)𝜺∗𝑙𝑚,𝑘(®𝑥, 𝑡)+
+ 𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡){𝑠𝑎𝜕𝑡𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑎

𝑗𝑘𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 − (𝑲̃𝑎
𝑗𝑘 ¤𝑝𝑎,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗+

+ 𝛼̄1𝑴 𝑎
𝑗𝑘 : ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − ℎ𝑎(®𝑥, 𝑡)} + 𝑝𝑎(®𝑥, 𝑡){𝑠𝑏𝜕𝑡𝑝𝑏(®𝑥, 𝑡) − (𝑲𝑏

𝑗𝑘𝑝𝑏,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗−
− (𝑲̃𝑏

𝑗𝑘 ¤𝑝𝑏,𝑘(®𝑥, 𝑡)), 𝑗 + 𝛼̄2𝑴 𝑏
𝑗𝑘 : ¤𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − ℎ𝑏(®𝑥, 𝑡)}

Ecuaciones de Euler Lagrange para los campos

− 𝜕

𝜕𝑡

{
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕 ¤𝑢𝑗

}
+

+ 𝜕

𝜕𝑡

{
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕 ¤𝑢𝑗,𝑘𝑘

}
+
{
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕𝜺𝑗𝑘

}
,𝑘

−

−
{
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕(∇̂2𝜺𝑗𝑘)

}
,𝑘

+

+
{
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕 ¤𝜺𝑗𝑘

}
,𝑘

−

−
{
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕(∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘)

}
,𝑘

−

−
{
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕𝑢𝑗

}
= 0

𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)
𝜕𝑝𝑎

= 0 ;
𝜕𝑊(𝜺𝑗𝑘 , ¤𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2𝜺𝑗𝑘 , ∇̂2 ¤𝜺𝑗𝑘 , 𝑝𝑎 , 𝑝𝑏 , ¤𝑢𝑗 , 𝑢𝑗)

𝜕𝑝𝑏
= 0
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APÉNDICE E

Teorema de Noether

Teorema de Noether para un campo escalar

𝜹

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥′

{
𝜓(𝜕2

𝑡 𝜑 − 𝑎2∇̂2𝜑) − 𝜑(𝜕2
𝑡𝜓 − 𝑎2∇̂2𝜓)}} =

= −𝜹
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥

(
𝑞𝑘 − 𝑱𝑘(𝜑,𝜓)

)
,𝑘

}
/ 𝜓 = 𝑅𝜑(

𝑞𝑘 − 𝑱𝑘(𝜑,𝜓)
)
= 0 =⇒ 𝑞𝑘 = 𝑱𝑘(𝜑,𝜓)

Teorema de Noether para un campo vectorial de segundo gradiente

𝜹

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥′

{
𝑢𝑗(𝜌𝜕2

𝑡𝐻𝑣 𝑗 − 𝑪 𝑒
𝑗𝑘𝑙𝑚𝐻𝑣𝑙,𝑚𝑘)−

− 𝑣 𝑗(𝜌𝜕2
𝑡𝐻𝑢𝑗 − 𝑪 𝑒

𝑗𝑘𝑙𝑚𝐻𝑢𝑙,𝑚𝑘 − 𝜌 𝑓 𝑗)
}}

=

= 𝜹

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥(𝜌 𝑓 + 𝑺 𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺

∗
𝑙𝑚,𝑘), 𝑗

}
⇒ 𝜌 𝑓 𝑗 = −𝑺 𝑗𝑘𝑙𝑚𝜺∗𝑙𝑚,𝑘

𝑣 𝑗 = 𝑇𝑗𝑙𝑘𝑢𝑙,𝑘 ; 𝑣 𝑗 = 𝑅 𝑗𝑘𝑢𝑘 𝐻 ≡ 1 − 𝑙2𝑀∇̂2
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APÉNDICE F

Tensores antisimétricos para la determinación de ecuaciones de evolución

A partir de un vector covariante 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡), se obtiene el rotacional en la forma:
rot 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) = 𝜺𝑖 𝑗𝑘𝑢𝑘,𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝜺𝑖 𝑗𝑘𝒓𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡) ⇒ 𝒓𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑘,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡)

𝒓𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) es un tensor de segundo orden covariante antisimétrico. La divergencia de 𝒓𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) es:
𝒓𝑖 𝑗 , 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑖, 𝑗 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗 ,𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡)

El primer término del segundo miembro puede identificarse con el laplaciano, de modo que pode-
mos construir un operador vectorial hiperbólico de segundo orden, la ecuación de movimiento y el
problema de Cauchy asociados a este campo vectorial se escriben de la manera siguiente:

𝜕2
𝑡 𝑢𝑖(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑖, 𝑗 𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑢𝑗 ,𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘
𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑢0

𝑗 / 𝑢0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3

Representación integral de la solución

𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) =
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥′𝑔𝑖𝑘(®𝑥− ®𝑥′, 𝑡){𝜕𝑡𝑢𝑘(®𝑥, 0)𝑔𝑖𝑘(®𝑥− ®𝑥′, 𝑡)−𝑢𝑘(®𝑥, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑖𝑘(®𝑥− ®𝑥′, 𝑡)}−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝑔𝑖𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑢𝑗,𝑖 𝑗(®𝑥′, 𝑡′)

}
A partir del anterior tensor covariante antisimétrico de segundo orden construimos su rotacional en
la forma:

𝒓 𝑗𝑘𝑙 =
(
𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑙 +

(
𝑢𝑘,𝑙(®𝑥, 𝑡)

)
, 𝑗 +

(
𝑢𝑙, 𝑗(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑘

Contrayéndolo respecto de uno de sus índices obtenemos

𝒓 𝑗𝑘𝑘 = 𝑢𝑗,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑘,𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑘,𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)

De nuevo primer término del segundo miembro puede identificarse con el laplaciano, de modo que
podemos construir un operador vectorial hiperbólico de segundo orden, la ecuación de movimiento
y el problema de Cauchy asociado se escriben en la manera siguiente

𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝑓𝑗(®𝑥, 𝑡) ; 𝑢𝑘,𝑘 𝑗(®𝑥, 𝑡) = −𝑢𝑘,𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡)
𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑢0

𝑗 / 𝑢0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 ; 𝜕𝑡𝑢𝑗(𝑥, 0) = 𝑤0

𝑗 / 𝑤0
𝑗 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3 ; 𝑓𝑗 ∈ (𝑳2(𝑅𝑘))3

Donde la condición de contracción sobreviene debido al carácter antisimétrico del tensor original.
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Representación integral de la solución:

𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) =
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥′𝑔𝑖𝑘(®𝑥− ®𝑥′, 𝑡){𝜕𝑡𝑢𝑘(®𝑥, 0)𝑔𝑖𝑘(®𝑥− ®𝑥′, 𝑡)−𝑢𝑘(®𝑥, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑖𝑘(®𝑥− ®𝑥′, 𝑡)}−

−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝑔𝑖𝑘(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′) 𝑓𝑘(®𝑥′, 𝑡′)

}
Definimos las siguientes operaciones para tensores antisimétricos covariantes

rot
(
rot 𝑢𝑖

)
= 𝜺𝑖 𝑗𝑘

(
𝜺𝑘𝑚𝑛𝑢𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)

)
, 𝑗 = 𝜺𝑖 𝑗𝑘

(
𝜺𝑘𝑚𝑛𝒓𝑚𝑛𝑗(®𝑥, 𝑡)

)
𝒓𝑚𝑛𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑖 𝑗 ,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑗𝑘,𝑖(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑘𝑖, 𝑗(®𝑥, 𝑡)
rot
(
rot 𝑢𝑖 𝑗

)
= 𝜺𝑖𝑙𝑘

(
𝜺𝑘𝑚𝑝𝑢𝑗𝑝,𝑚(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑙 = 𝜺𝑖𝑙𝑘

(
𝜺𝑘𝑚𝑝𝒓 𝑗𝑝,𝑚𝑙(®𝑥, 𝑡)

)
𝒓𝑖 𝑗𝑘𝑚(®𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑖 𝑗𝑘,𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑗𝑘𝑚,𝑖(®𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑘𝑚𝑖,𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑚𝑖𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡)

Definimos las siguientes operaciones para tensores mixtos antisimétricos covariantes

rot 𝑷𝑖𝐴 = 𝜺𝑖 𝑗𝑘𝑷𝑘𝐴,𝑗 = 𝜺𝑖 𝑗𝑘𝒑𝑘𝐴𝑗(®𝑥, 𝑡)
𝒑𝑘𝐴𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑷𝑘𝐴,𝑗(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝐴𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝑗𝑘,𝐴(®𝑥, 𝑡)
rot
(
rot 𝑷𝑖𝐴

)
= 𝜺𝑖𝑙𝑘

(
𝜺𝑘𝑚𝑝𝑷𝑝𝐴,𝑚(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑙 = 𝜺𝑖𝑙𝑘

(
𝜺𝑘𝑚𝑝𝒑𝑝𝐴𝑚𝑙(®𝑥, 𝑡)

)
𝒑𝑖𝐴𝑘𝑚(®𝑥, 𝑡) = 𝑷𝑖𝐴,𝑘𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝐴𝑘,𝑚𝑖(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝑘𝑚,𝑖𝐴(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑚𝑖,𝐴𝑘(®𝑥, 𝑡)

El rotacional de un tensor de segundo orden antisimétrico se escribe:

𝑩𝑘𝑝𝑚𝑛 =
(
𝑷𝑘𝑝,𝑚(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑛 −

(
𝑷𝑝𝑚,𝑛(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑘 +

(
𝑷𝑚𝑛,𝑘(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑝 −

(
𝑷𝑛𝑘,𝑝(®𝑥, 𝑡)

)
,𝑚

𝑩𝑘𝑝𝑛𝑛 = 𝑷𝑘𝑝,𝑛𝑛(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑝𝑛,𝑛𝑘(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝑛𝑛,𝑘𝑝(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑛𝑘,𝑝𝑛(®𝑥, 𝑡)
Contrayendo respecto de un par de índices y aplicando la condición de antisimetría tendríamos

𝑩𝑘𝑝𝑛𝑛 = 𝑷𝑘𝑝,𝑛𝑛(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝑛𝑛,𝑘𝑝(®𝑥, 𝑡) ; 𝑷𝑝𝑛,𝑛𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑷𝑛𝑘,𝑝𝑛(®𝑥, 𝑡)
La ecuación de movimiento y condiciones de Cauchy serán:

𝜕2
𝑡 𝑷𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑗𝑘,𝑛𝑛(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑛𝑛,𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘

𝑷𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝑷0
𝑗𝑘 / 𝑷0

𝑗𝑘 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 ; 𝜕𝑡𝑷𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝑸0

𝑗𝑘 /𝑸0
𝑗𝑘 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3×3

𝑷𝑝𝑛,𝑛𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑷𝑛𝑘,𝑝𝑛(®𝑥, 𝑡)
Representación integral de la solución para un campo tensorial covariante antisimétrico

𝑷𝑖 𝑗(𝑥, 𝑡) =
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥′𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡){𝜕𝑡𝑷𝑘𝑙(®𝑥, 0)𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)−

− 𝑷𝑘𝑙(®𝑥, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)}−
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑛𝑛,𝑘𝑙(®𝑥′, 𝑡′)

}
𝑷𝑝𝑛,𝑛𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑷𝑛𝑘,𝑝𝑛(®𝑥, 𝑡)
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Respecto de un tensor mixto antisimétrico:

𝒑𝑖𝐴𝑘𝑚(®𝑥, 𝑡) ≡ 𝑷𝑖𝐴,𝑘𝑚(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝐴𝑘,𝑚𝑖(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝑘𝑚,𝑖𝐴(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑚𝑖,𝐴𝑘(®𝑥, 𝑡)
Contrayendo respecto dos de sus índices:

𝒑𝑖𝐴𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) ≡ 𝑷𝑖𝐴,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝐴𝑘,𝑘𝑖(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝑘𝑘,𝑖𝐴(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑘𝑖,𝐴𝑘(®𝑥, 𝑡)
𝑷𝐴𝑘,𝑘𝑖(®𝑥, 𝑡) + 𝑷𝑘𝑖,𝐴𝑘(®𝑥, 𝑡) = 0

En la formulación de Lagrange tendremos la ecuación de movimiento y sus condiciones iniciales
asociadas:

𝜕2
𝑡 𝑷𝑖𝐴(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑖𝐴,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑷𝑘𝑘,𝑖𝐴(®𝑥, 𝑡) = 0 en 𝑅𝑘

𝑷𝑖𝐴(®𝑥, 0) = 𝑷0
𝑖𝐴 / 𝑷0

𝑖𝐴 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 ; 𝜕𝑡𝑷𝑖𝐴(®𝑥, 0) = 𝑸0

𝑖𝐴 /𝑸0
𝑖𝐴 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3×3

Representación integral de solución:

𝑷𝑖𝐴(®𝑥, 𝑡) =
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥′𝑔𝑖𝐴𝑘𝐵(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡){𝜕𝑡𝑷𝑘𝐵(®𝑥, 0)𝑔𝑖𝐴𝑘𝐵(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)−

− 𝑷𝑘𝐵(®𝑥, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑖𝐴𝑘𝐵(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)}−
−
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝑔𝑖𝐴𝑘𝐵(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑷𝑛𝑛,𝑘𝐵(®𝑥′, 𝑡′)

}
𝑷𝑝𝐴,𝑛𝑘(®𝑥, 𝑡) = −𝑷𝑛𝑘,𝐴𝑝(®𝑥, 𝑡)

Derivada covariante de un vector

Como es sabido las derivadas parciales ordinarias de un vector no son componentes de
un tensor en general, si para el caso cartesiano, lo mismo ocurre con las derivadas de cualquier
tensor, sus derivadas ordinarias no son componentes de ningún tensor. Se presenta entonces,
el problema de ver si es posible generalizar la operación de derivación parcial, de manera que,
aplicada a tensores, de como resultado nuevos tensores. A esta operación se la llama derivación
covariante. La condición esencial que se impone a esta derivación covariante, a efectos de que no
difiera mucho del cálculo diferencial clásico es la siguiente

Postulado:

Para la derivación de un producto debe valer la misma regla que para la derivación ordinaria, con
este supuesto en mente se propone, se demuestra que tal expresión tiene la forma siguiente, para
un vector covariante 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡)

𝑢𝑗;𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑗,𝑘(®𝑥, 𝑡) − Γℎ𝑘 𝑗𝑢ℎ(®𝑥, 𝑡)

Donde Γℎ𝑘 𝑗 se denomina conexión afín del espacio, estas no son tensores.

Definimos el tensor de deformaciones en la forma:

𝜺𝑗𝑘(®𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑗;𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑘;𝑗(®𝑥, 𝑡)
Finalmente obtenemos

𝜺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑗 ,𝑘 − 𝑢𝑘,𝑗 + Γ𝑖𝑘 𝑗𝑢𝑖 − Γ𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖 = 𝑢𝑗,𝑘 − 𝑢𝑘,𝑗 − 𝑻 𝑖𝑘 𝑗𝑢𝑖

Juan Carlos Barreto [177]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

Donde 𝑻 𝑖𝑘 𝑗 = Γ𝑖𝑘 𝑗 − Γ𝑖𝑗𝑘 es el tensor de torsión del espacio.

Para el tensor simétrico de tensiones tendremos

𝝈𝑖 𝑗 = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝜺𝑗𝑘 = 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙 ,𝑘 − 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑻

𝑚
𝑘𝑙 𝑢𝑚

La ecuación de movimiento será:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝑪 𝑒

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢𝑙,𝑘 𝑗 = −(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑻

𝑚
𝑘𝑙 𝑢𝑚

)
, 𝑗

Es la fuerza configuracional de tipo estrictamente geométrico

𝑓 𝑐𝑗 = −(𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑻

𝑚
𝑘𝑙 𝑢𝑚

)
, 𝑗

La derivada covariante del tensor de tensiones puede escribirse en la forma

𝝈𝑖 𝑗;𝑘(𝑥, 𝑡) = 𝝈𝑖 𝑗 ,𝑘 − Γℎ𝑖𝑘𝝈ℎ 𝑗 − Γℎ𝑗𝑘𝝈𝑖ℎ

Así que la ecuación de movimiento asociada a este tensor será:

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(𝑥, 𝑡) − 𝝈𝑖 𝑗 ,𝑘 + Γℎ𝑖𝑘𝝈ℎ 𝑗 + Γ𝑚𝑗𝑘𝝈𝑖𝑚 = 0

𝜌𝜕2
𝑡 𝑢𝑗(𝑥, 𝑡) − 𝝈𝑖 𝑗 , 𝑗(𝑢) = −(Γℎ𝑖𝑗𝝈ℎ 𝑗 + Γ𝑚𝑗𝑗𝝈𝑖𝑚

)
Donde la nueva fuerza configuracional ahora se escribe: 𝑓 𝑐𝑖 = −(Γℎ𝑖𝑗𝝈ℎ 𝑗 + Γ𝑚𝑗𝑗𝝈𝑖𝑚

)
Igualando las dos expresiones obtenemos

Γℎ𝑖𝑗𝝈ℎ 𝑗 + Γ𝑚𝑗𝑗𝝈𝑖𝑚 = 𝑪 𝑒
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑻

𝑚
𝑘𝑙 𝑢𝑚,𝑗

Luego obtenemos la expresión final para la fuerza configuracional en la forma:

𝑓 𝑐ℎ = 𝝈ℎ 𝑗, 𝑗 = 𝑪 𝑒
ℎ𝑝𝑘𝑙

{
𝑻𝑛𝑘𝑙𝑢𝑛,𝑚(𝑻𝑚𝑝𝑗 )−1} = −𝑺𝐸𝑠ℎ 𝑗𝑛𝑚𝜺∗𝑛𝑚,𝑗

Donde la última igualdad expresa la naturaleza del defecto llamada inclusión, como deformación
residual, en la notación de Eshelby-Mura.

Finalmente, con un tensor simétrico de nueve componentes pueden escribirse ecuaciones de onda
según las siguientes combinaciones

𝝈𝑖 𝑗 ,𝑘𝑘 ; 𝝈𝑖𝑝,𝑝 𝑗 + 𝝈𝑗𝑝,𝑝𝑖 ; 𝝈𝑝𝑞,𝑞𝑝𝜹𝑖 𝑗 ; 𝝈𝑘𝑘,𝑖 𝑗 ; 𝝈𝑙𝑙 ,𝑘𝑘𝜹𝑖 𝑗

Cualquier combinación de estos tensores con coeficientes constantes pueden, igualada a cero o
aun tensor energía impuso pueden servir como ecuaciones de campo, por ejemplo

𝝈𝑖 𝑗 ,𝑘𝑘 + 𝜏𝝈𝑘𝑘,𝑖 𝑗 = 𝑲𝑖 𝑗

𝑲𝑖 𝑗 : es el tensor de Eshelby no conservativo

Para el caso dinámico tendremos:

𝜉𝜕2
𝑡 𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) − 𝝈𝑖 𝑗 ,𝑘𝑘(®𝑥, 𝑡) − 𝜏1𝝈𝑘𝑘,𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) = 𝑲𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) en 𝑅𝑘 ; 𝜉, 𝜏1 ∈ 𝑅+

0

𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝝈0
𝑗𝑘 / 𝝈0

𝑗𝑘 ∈ (𝑯1
0 (𝐷𝑘))3×3 ; 𝜕𝑡𝝈𝑗𝑘(®𝑥, 0) = 𝑸0

𝑗𝑘 /𝑸0
𝑗𝑘 ∈ (𝑳2(𝐷𝑘))3×3

Juan Carlos Barreto [178]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

Representación integral de solución:

𝝈𝑖 𝑗(®𝑥, 𝑡) =
∭

𝑉𝑘
𝑑3𝑥′𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡){𝜕𝑡𝝈𝑘𝑙(®𝑥, 0)𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)−

− 𝝈𝑘𝑙(®𝑥, 0)𝜕𝑡 𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡)}+
+ 𝜏1

∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝝈𝑛𝑛,𝑘𝑙(®𝑥′, 𝑡′)

}
+

+
∫ 𝑡

0
𝑑𝑡′

{∭
𝑉𝑘
𝑑3𝑥 𝑔𝑖 𝑗𝑘𝑙(®𝑥 − ®𝑥′, 𝑡 − 𝑡′)𝑲𝑘𝑙(®𝑥′, 𝑡′)

}
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APÉNDICE G

Código de MATLAB

Código G.1: Propagación de ondas elásticas en un medio transversalmente isotrópico
1
2 c l o s e a l l ;
3 c l e a r a l l ;
4
5 % O u t p u t p e r i o d i c i t y i n t i m e s t e p s
6 IT_D ISPLAY = 5 0 ;
7 %% MODEL
8 % Mode l d i m e n s i o n s
9 nx = 4 0 1 ;
10 nz = 4 0 1 ;
11 dx = 1 0 ; % [m ]
12 dz = 1 0 ; % [m ]
13
14 % A n i s o t r o p i c p a r a m e t e r s p a r a m e t e r s
15 % mode l I f r om Becache , Fauqueux and J o l y , w h i c h i s s t a b l e
16 c o _ a n i s o = 1 e10 * ones ( nz , nx ) ;
17 c11 = 4 . 0 * c o _ a n i s o ;
18 c13 = 3 . 8 * c o _ a n i s o ;
19 c33 = 2 0 . 0 * c o _ a n i s o ;
20 c44 = 2 . 0 * c o _ a n i s o ;
21 r h o = 4 0 0 0 . 0 * ones ( nz , nx ) ;
22
23 vp = s q r t ( c33 ( : ) . / r h o ( : ) ) ; % VP0
24 vs = s q r t ( c44 ( : ) . / r h o ( : ) ) ; % VS0
25 %% TIME STEPPING
26 t _ t o t a l = 1 ; % [ s e c ] r e c o r d i n g d u r a t i o n
27 d t = 0 . 8 / ( max ( vp ( : ) ) * s q r t ( 1 . 0 / dx ^2 + 1 . 0 / dz ^ 2 ) ) ;
28 n t = r o u n d ( t _ t o t a l / d t ) ; % numbe r o f t i m e s t e p s
29 t = [ 0 : n t ] * d t ;
30 x = [ 0 : nx − 1 ] * dx ;
31 z = [ 0 : nz − 1 ] * dz ;
32 [ X , Z ] = m e s h g r i d ( x , z ) ; % C r e a r m a t r i c e s de c o o r d e n a d a s
33
34 CFL = max ( vp ( : ) ) * d t * s q r t ( 1 . 0 / dx ^2 + 1 . 0 / dz ^ 2 ) ;
35 %% SOURCE
36 f 0 = 1 0 . 0 ; % d om i n a n t f r e q u e n c y o f t h e

w a v e l e t
37 t 0 = 1 . 2 0 / f 0 ; % e x c i t a t i o n t i m e
38 f a c t o r = 1 e10 ; % a m p l i t u d e c o e f f i c i e n t
39 a n g l e _ f o r c e = 9 0 . 0 ; % s p a t i a l o r i e n t a t i o n
40
41 j s r c = r o u n d ( nz / 2 ) ; % s o u r c e l o c a t i o n a l o n g OZ
42 i s r c = r o u n d ( nx / 2 ) ; % s o u r c e l o c a t i o n a l o n g OX
43

Juan Carlos Barreto [181]



Micromecánica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

44 a = p i * p i * f 0 * f 0 ;
45 d t 2 r h o _ s r c = d t ^ 2 / r h o ( j s r c , i s r c ) ;
46 % P a r ám e t r o s de l a f u n c i ó n seno
47 kx = 1 ;%2* p i / 1 0 0 ;
48 k z = 1 ;%2* p i / 1 0 0 ;
49
50 % m a t r i c e s de t i emp o , d i m e n s i o n e s de X y Z
51 [ T , ~ ] = m e s h g r i d ( t , 1 : s i z e ( X , 1 ) ) ;
52
53 % t é r m i n o f u e n t e
54 s o u r c e _ t e r m = f a c t o r * l o g ( ( s i n ( − a * ( t − t 0 ) ) ) . ^ 2 ) ;% f u e n t e p u n t u a l de

a t e n u a c i ó n con l o g
55 % s o u r c e _ t e r m = f a c t o r * ( s i n ( − a * ( t − t 0 ) ) ) . ^ 2 ; % f u e n t e p u n t u a l de

a t e n u a c i ó n
56 % s o u r c e _ t e r m = f a c t o r * s i n ( − a * ( t − t 0 ) ) ;% f u e n t e p u n t u a l
57 % s o u r c e _ t e r m = f a c t o r * s i n ( k x *X . ^ 2 + kz *Z . ^ 2 ) * t a n ( − a * ( T− t 0 ) ) ;%

f u e n t e e x t e n d i d a 1
58 % s o u r c e _ t e r m = f a c t o r * t a n ( k x *X . ^ 2 + kz *Z . ^ 2 ) * s i n ( − a * ( T− t 0 ) ) ;%

f u e n t e e x t e n d i d a 2
59
60 f o r c e _ x = s i n ( a n g l e _ f o r c e * p i / 1 8 0 ) * s o u r c e _ t e r m * d t 2 r h o _ s r c /

( dx * dz ) ;
61 f o r c e _ z = co s ( a n g l e _ f o r c e * p i / 1 8 0 ) * s o u r c e _ t e r m * d t 2 r h o _ s r c /

( dx * dz ) ;
62
63 m i n _w a v e l e n g h = m in ( v s ( vs > 0 . 1 ) ) / f 0 ;% s h o r t e s t w a v e l e n g t h bounded by

v e l o c i t y i n t h e a i r
64
65 %% ABSORBING BOUNDARY ( ABS )
66 a b s _ t h i c k = m in ( f l o o r ( 0 . 2 0 * nx ) , f l o o r ( 0 . 2 0 * nz ) ) ;% t h i c k n e s o f t h e

l a y e r
67 a b s _ r a t e = 0 . 3 / a b s _ t h i c k ;% de c a y r a t e
68
69 l m a r g i n = [ a b s _ t h i c k a b s _ t h i c k ] ;
70 r m a r g i n = l m a r g i n ;
71 w e i g h t s = ones ( nz +2 , nx + 2 ) ;
72 f o r i z = 1 : nz +2
73 f o r i x = 1 : nx +2
74 i = 0 ;
75 j = 0 ;
76 k = 0 ;
77 i f ( i x < l m a r g i n ( 1 ) + 1 )
78 i = l m a r g i n ( 1 ) + 1 − i x ;
79 end
80 i f ( i z < l m a r g i n ( 2 ) + 1 )
81 k = l m a r g i n ( 2 ) + 1 − i z ;
82 end
83 i f ( nx − r m a r g i n ( 1 ) < i x )
84 i = i x − nx + r m a r g i n ( 1 ) ;
85 end
86 i f ( nz − r m a r g i n ( 2 ) < i z )
87 k = i z − nz + r m a r g i n ( 2 ) ;
88 end
89 i f ( i == 0 && j == 0 && k == 0 )
90 c o n t i n u e
91 end
92 r r = a b s _ r a t e * a b s _ r a t e * d o u b l e ( i * i + j * j + k * k ) ;
93 w e i g h t s ( i z , i x ) = exp ( − r r ) ;
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94 end
95 end
96
97 %% SUMMARY
98 f p r i n t f ( ' # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # \ n ' ) ;
99 f p r i n t f ( ' 2D e l a s t i c FDTD wave p r o p a g a t i o n i n T I medium \ n i n

d i s p l a c e m e n t f o r m u l a t i o n w i t h C e r j a n ( 1 9 8 5 ) \ n b o u n d a r y
c o n d i t i o n s \ n ' ) ;

100 f p r i n t f ( ' # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # \ n ' ) ;
101 f p r i n t f ( ' Mode l : \ n \ t%d x %d \ t g r i d nz x nx \ n \ t %.1 e x %.1 e \ t [ m ] dz x

dx \ n ' , nz , nx , dz , dx ) ;
102 f p r i n t f ( ' \ t %.1 e x %.1 e \ t [ m ] mode l s i z e \ n ' , nx * dx , nz * dz ) ;
103 f p r i n t f ( ' \ t %.1 e . . . % . 1 e \ t c11 \ n ' , m i n ( c11 ( : ) ) , max ( c11 ( : ) ) ) ;
104 f p r i n t f ( ' \ t %.1 e . . . % . 1 e \ t c13 \ n ' , m i n ( c13 ( : ) ) , max ( c13 ( : ) ) ) ;
105 f p r i n t f ( ' \ t %.1 e . . . % . 1 e \ t c33 \ n ' , m i n ( c33 ( : ) ) , max ( c33 ( : ) ) ) ;
106 f p r i n t f ( ' \ t %.1 e . . . % . 1 e \ t c44 \ n ' , m i n ( c44 ( : ) ) , max ( c44 ( : ) ) ) ;
107 f p r i n t f ( ' \ t %.0 f . . . % . 0 f \ t [ kg / m3 ] r h o \ n ' , m i n ( r h o ( : ) ) , max ( r h o ( : ) ) ) ;
108 f p r i n t f ( ' T ime : \ n \ t %.1 e \ t [ s e c ] t o t a l \ n \ t %.1 e \ t d t \ n \ t%d \ t t i m e s t e p s \ n

' , t _ t o t a l , d t , n t ) ;
109 f p r i n t f ( ' S o u r c e : \ n \ t %.1 e \ t [ Hz ] d om i n a n t f r e q u e n c y \ n \ t %.1 f \ t [ s e c ]

i n d e x t i m e \ n ' , f 0 , t 0 ) ;
110 f p r i n t f ( ' O t h e r : \ n \ t %.1 f \ tCFL numbe r \ n ' , CFL ) ;
111 f p r i n t f ( ' \ t %.2 f \ t [ m ] s h o r t e s t w a v e l e n g t h \ n \ t%d , %d \ t p o i n t s − pe r −

w a v e l e n g t h OX , OZ \ n ' , m i n _wa v e l e n g h , f l o o r ( m i n _w a v e l e n g h / dx ) ,
f l o o r ( m i n _w a v e l e n g h / dz ) ) ;

112 f p r i n t f ( ' # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # \ n ' ) ;
113
114 %% ALLOCATE MEMORY FOR WAVEFIELD
115 ux3 = z e r o s ( nz +2 , nx + 2 ) ; % W a v e f i e l d s a t t
116 uz3 = z e r o s ( nz +2 , nx + 2 ) ;
117 ux2 = z e r o s ( nz +2 , nx + 2 ) ; % W a v e f i e l d s a t t −1
118 uz2 = z e r o s ( nz +2 , nx + 2 ) ;
119 ux1 = z e r o s ( nz +2 , nx + 2 ) ; % W a v e f i e l d s a t t −2
120 uz1 = z e r o s ( nz +2 , nx + 2 ) ;
121 % C o e f f i c i e n t s f o r d e r i v a t i v e s
122 c o _ d x x = 1 / dx ^ 2 ;
123 c o _ d z z = 1 / dz ^ 2 ;
124 c o _ d x z = 1 / ( 4 . 0 * dx * dz ) ;
125 c o _ d z x = 1 / ( 4 . 0 * dx * dz ) ;
126 d t 2 r h o = ( d t ^ 2 ) . / r h o ;
127
128 %% Loop ove r TIME
129 t i c ;
130 f o r i t = 1 : n t
131 ux3 = z e r o s ( s i z e ( ux2 ) ) ;
132 uz3 = z e r o s ( s i z e ( uz2 ) ) ;
133 % Second − o r d e r d e r i v a t i v e s
134 % Ux
135 d u x _ d x x = c o _ d x x * ( u x2 ( 2 : end − 1 , 1 : end − 2 ) − 2* ux2 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) +

ux2 ( 2 : end − 1 , 3 : end ) ) ;
136 d u x _ d z z = c o _ d z z * ( u x2 ( 1 : end − 2 , 2 : end − 1 ) − 2* ux2 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) +

ux2 ( 3 : end , 2 : end − 1 ) ) ;
137 d u x _ d x z = c o _ d x z * ( u x2 ( 1 : end − 2 , 3 : end ) − ux2 ( 3 : end , 3 : end ) ...
138 − ux2 ( 1 : end − 2 , 1 : end − 2 ) + ux2 ( 3 : end , 1 : end − 2 ) ) ;
139 d u x _ d z x = d u x _ d x z ;
140 % Uz
141 d u z _ d x x = c o _ d x x * ( u z2 ( 2 : end − 1 , 1 : end − 2 ) − 2* uz2 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) +

uz2 ( 2 : end − 1 , 3 : end ) ) ;
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142 d u z _ d z z = c o _ d z z * ( u z2 ( 1 : end − 2 , 2 : end − 1 ) − 2* uz2 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) +
uz2 ( 3 : end , 2 : end − 1 ) ) ;

143 d u z _ d x z = c o _ d x z * ( u z2 ( 1 : end − 2 , 3 : end ) − uz2 ( 3 : end , 3 : end ) ...
144 − uz2 ( 1 : end − 2 , 1 : end − 2 ) + uz2 ( 3 : end , 1 : end − 2 ) ) ;
145 d u z _ d z x = d u z _ d x z ;
146
147 % S t r e s s G ( T é rm i n o s de t e n s i ó n no l i n e a l e s )
148 s i gm a s _ u x = c11 . * d u x _ d x x + c13 . * d u z _ d z x + c44 . * d u x _ d z z + c44

. * d u z _ d x z + n o n l i n e a r _ t e r m ( ux2 , uz2 ) ;
149 s i gm a s _ u z = c44 . * d u x _ d z x + c44 . * d u z _ d x x + c13 . * d u x _ d x z + c33

. * d u z _ d z z + n o n l i n e a r _ t e r m ( ux2 , uz2 ) ;
150
151 % Campos de onda U ( t ) = 2*U ( t − 1 ) − U ( t − 2 ) + G d t 2 / r h o ;
152 ux3 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) = 2 . 0 * ux2 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) − ux1 ( 2 : end − 1 , 2 : end

− 1 ) + s i gm a s _ u x . * d t 2 r h o ;
153 uz3 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) = 2 . 0 * uz2 ( 2 : end − 1 , 2 : end − 1 ) − uz1 ( 2 : end − 1 , 2 : end

− 1 ) + s i gm a s _ u z . * d t 2 r h o ;
154 % Add s o u r c e t e rm
155 ux3 ( j s r c , i s r c ) = ux3 ( j s r c , i s r c ) + f o r c e _ x ( i t ) ;
156 uz3 ( j s r c , i s r c ) = uz3 ( j s r c , i s r c ) + f o r c e _ z ( i t ) ;
157 % Exchange d a t a b e twe en t −2 ( 1 ) , t −1 ( 2 ) and t ( 3 ) and a p p l y ABS
158 ux1 = ux2 . * w e i g h t s ;
159 ux2 = ux3 . * w e i g h t s ;
160 uz1 = uz2 . * w e i g h t s ;
161 uz2 = uz3 . * w e i g h t s ;
162 % O u t p u t
163 i f mod ( i t , I T_D ISPLAY ) == 0
164 f p r i n t f ( ' T i empo ( paso ) : %d \ t %.4 f s \ n ' , i t , s i n g l e ( t ( i t ) ) ) ;
165 u= s q r t ( u x3 . ^ 2 + uz3 . ^ 2 ) ;
166 im a g e s c ( u ) ; c o l o r b a r ; c o l o r m a p j e t ; x l a b e l ( 'm ' ) ; y l a b e l ( 'm ' ) ;
167 t i t l e ( [ ' F u e n t e s e x t e n d i d a s ' ] ) ;
168 a x i s e q u a l t i g h t ; d rawnow ;
169 end
170 end
171 t o c ; d i s p ( ' End ' ) ;
172 f u n c t i o n n o n l i n e a r _ t e r m _ r e s u l t = n o n l i n e a r _ t e r m ( ux , uz )
173 % t é r m i n o no l i n e a l b a sado en l a m a g n i t u d d e l campo de onda
174 n o n l i n e a r _ t e r m _ r e s u l t = ux ^2 * uz ^ 2 ; % T é rm i n o c u a d r á t i c o no l i n e a l
175 n o n l i n e a r _ t e r m _ r e s u l t = sum ( n o n l i n e a r _ t e r m _ r e s u l t ( : ) ) ; % Sumar

s o b r e t o d a s l a s d i m e n s i o n e s p a r a o b t e n e r un e s c a l a r
176 end
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