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Resumen

En el presente trabajo de tesis se analizan diversos modelos elastodinamicos en la aproxi-
macion micromecanica propuesta por J. Eshelby o de fuerzas configuracionales, y, de segundo
gradiente de acuerdo con la teoria de Mindlin-Aifantis, siendo esta una primera dimension de ané-
lisis.

Todas estas construcciones estan referidas a medios porosos, los cuales se definen en térmi-
nos de la formulacién de Biot denominada u-p (campo de desplazamiento, campos de porosidad),
este tipo de acoplamiento llamado poromecanico, conduce, en general, a sistemas hiperbélico-
parabolicos de ecuaciones en derivadas parciales, en este sentido, surge la otra dimensién de
andlisis de esta tesis, esta es la de formular rigurosamente el problema de condiciones iniciales
y de borde o problema de Cauchy y de condiciones de contorno asociadas a los mencionados
modelos, con el objetivo de obtener soluciones semi-analiticas clasicas o fuertes cumpliendo las
condiciones de Hadamard.

Se emplea sistematicamente la técnica de obtencién de funciones de Green, a efectos de
lograr que, utilizando el segundo y tercer teorema de representacion de Green Lagrange y la iden-
tidad de Somigliana, se puedan construir representaciones integrales de las soluciones a las que
identificamos como soluciones semi-analiticas, como ya se dijera. El sistema de representaciones
integrales de las soluciones esta acoplado, aunque puede resolverse a partir del uso de diversos
dispositivos numéricos, por ejemplo: a) aproximantes de Picard, b) discretizando el sistema poro-
mecanico usando diferencias finitas adaptativas, algunas de estas situaciones se analizan en los
problemas de aplicacion propuestos.

Los problemas parabdlicos en general estan mal puestos (ill-possed) de manera que las
funciones de Green asociadas a este tipo de operadores se escriben en el sentido Backward, asi
también, el problema de Neumann, va acompafiado de su condicién de resolubilidad. Los operado-
res hiperbolicos derivados de la aplicacion de la aproximacion de segundo gradiente generan un
nuevo tipo no local de condiciones iniciales, necesitandose ahora cuatro condiciones iniciales para
definir sin ambigUedades el problema de Cauchy

Finalmente, uno de los objetivos de esta tesis es integrar, al menos formalmente, estas dos
visones de la micromecanica de medios porosos, como lo son: la teoria de fuerzas configuraciona-
les y las de gradientes de deformacion de orden superior en el marco de la teoria poroelastica de
Biot

Juan Carlos Barreto [3]
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Abstract

In the present thesis work, several elastodynamics models are analyzed in the micromecha-
nical approach proposed by J. Eshelby or configurational forces, and, of second gradient according
to the Mindlin-Aifantis theory, this being a first dimension of analysis.

All these constructions refer to porous media, which are defined in terms of Biot's formulation
called u-p (displacement field, porosity fields), this type of coupling called poromechanical, leads,
in general, to hyperbolic/parabolic systems of partial differential equations, in this sense, the other
dimension of analysis of this thesis arises, This is to rigorously formulate the problem of initial and
edge conditions or Cauchy problem and boundary conditions associated with the aforementioned
models, with the aim of obtaining classical or strong semi-analytic solutions fulfilling Hadamard'’s
conditions.

Green'’s technique of obtaining functions is systematically used in order to achieve that, using
the second and third representation theorems of Green Lagrange and the Somigliana identity, inte-
gral representations of the solutions that we identify as semi-analytic solutions can be constructed,
as already mentioned. The system of integral representations of the solutions is coupled, although
it can be solved from the use of various numerical devices, for example: a) Picard approximants, b)
discretizing the poromechanical system using adaptive finite differences, some of these situations
are analyzed in the proposed application problems.

Parabolic problems in general are ill-possed, so that the Green functions associated with the-
se types of operators are written in the Backward sense, so the Neumann problem is accompanied
by its resolvability condition. The hyperbolic operators derived from the application of the second
gradient approximation generate a new non-local type of initial conditions, and four initial conditions
are now needed to unambiguously define the Cauchy problem.

Finally, one of the objectives of this thesis is to integrate, at least formally, these two visions
of porous media micromechanics. such as: the theory of configurational forces and those of higher-
order strain gradients within the framework of Biot’s poroelastic theory

Juan Carlos Barreto [5]
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Glosario

« L?(Ry): Espacio de funciones integrables en media cuadréatica o desarrollables en serie de
Fourier. Rx: Dominio de definicion de la funcion.

+ Criterio del supremo para establecer convergencia uniforme

lim{ sup [“ujim(f,t)—uj(f,t)m} =0 = u@ 1) o ui,b)

=0 \(%,t)eRy
+ Condicién de Lipschitz (funciones Lipschitz continuas)

142 (Zj2, ) ul](xl]’t)“L?(R) k2 - x]1||L2(R) ke Ry

« (-): Producto interno de un espacio pre-hilbertiano.
. Hé (Ry): Espacio de Sobolev de energia positiva.

+ Base canonica de un espacio R"

OVj #k
* u;(¥, t): Campo de desplazamiento, d; = gt ,82 = g; operador derivada parcial primera

y segunda con respecto al tiempo, respectivamente.

. A 8 2 — &2 82 . .
V=ig +J,;y + k£ operador nabla, V2 = £ + 7 + 322 Operador laplaciano.
o V4 = 2t
vi= ax4 toat 824 + 2ax2ay2 + anzaz‘z + Qayga >: Operador bi-laplaciano.

* F = VF(E, 1) = (f(%, t))/].: Vector gradiente ; (X, t): Campo escalar.

+ Divergenciadeunvector F; = Vf(¥,1); f € L*(Ry): F,; = V2f(X,1) = (f(%,1))
* Rotacional de un campo vectorial

VX%, ) = g (%, t)

Simbolos de Levi-Civitta

1v(i,j, k) :(1,2,3);(2,3,1);(3,1,2)
g =94-1v(i,7,k): (3,2,1);(1,3,2);(2,1,3)
Ov(G,j,k): sii=joj=kok=1i

Juan Carlos Barreto [11]
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+ Laplaciano de un campo vectorial

(wi(%, 1) o = Vi3, t) = VVui(x, 1) = V x (V x uj(%, 1)) =
= (urx(X, 1),j = €jk1(Emntim,n(X, £)) k

* Flujo de un campo vectorial definido sobre una superficie limitadora; L?(9T’): Espacio fun-
cional sobre la superficie limitadora

7 — g9% . 0 2 2
wid| = q2(E | a7 € (L20D)

* Flujo de un campo vectorial definido sobre una superficie limitadora con derivada oblicua
(Ecuaciones de Navier Lame anisétropas)

Kjet | = a4, 0] s g4 € (20D

+ Teorema de la divergencia

/// d3x u]'/]'(ﬁ_c), t) = ‘# da u]‘(J_C), t)ﬁ]‘
Vi or
/// d3x ujkk(¥, 1) = # da uj (X, t)f;
Vk ar
/// dx (gjkiue (X, 1)) = # da gjur(X, t)i
V ar

+ Segundo teorema de Green para campos escalares

///V AV ($E, DpE, ) — p(F (D)) =
- ﬁgrdswa,txp,k(f,t)ﬁk — o O, D)

2 . - ~ _ . - A =
¥, ¢ € L*(Ry) ; @,k(xlt)”k‘ar = q‘ar ; l’b’k(x't)nk‘ar = q|ar
g € L?(dT) ; g € L*(d)

+ Tercer teorema de Green para campos vectoriales:

///V av {u]'(J_C), t)vj,kk(ﬂ_f, t) — v]'(J_C), t)u]-,kk(f, H} =

= jég dS {uj(X, Yoy x (X, ); — uj(X, t)€jki(EtmnVmn (X, t))fix—
T
—0j(X, ug k (X, )tj + 0i(X, t) &k (rmntim,n (X, £))7ix}
(kv k(X, t) = vp (X, )71 + €jx1(ElmnVm (X, lf)))ﬁk)ar = QJ‘&F
(figuj (X, 1) — ik (X, )7 + &jx1(Ermntim,n (X, If)))ﬁk‘&r = ﬁj‘ar

uj, v € (L*(Ry))” ; g; € (L*(0))* ; g; € (L*(A))?

Juan Carlos Barreto [12]
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+ Cuarto teorema de Green para campos tensoriales
I av etz o 65,0 - o, e 5,1 =
Vk
= 1} 45 (el D0y 7,0 - 0(F, e}
T

orj, 17 € (LR 0(E, 0| =]

0 (%, ;| =i 5 qy € (PO ; G € (LD

* ojk, k- Divergencia de un tensor de segundo orden

ojkk(X,t) = fj(x, t): Definicion de fuerza volumétrica

* Ojkk: &;j = g Definicion de producto contracto de dos tensores

drui(X, 1) ; 8t2u j(¥, t): Campos de velocidades y aceleraciones respectivamente
* u; (X, t): Gradiente del campo de desplazamiento
+ Tensor espacial de deformacion, de Almansi

eij(f/ t) = (1/2)(111,](;/ t) + M]'/i(J_C), t) - un,i(f/ t) ’ ui’l,j(z/ t))

* ¢;;: Tasa del tensor espacial de deformacion

Q = (1/2)(u; j(X,t) — u;,i(%, t)) < 1: Tensor de rotacion
+ Tensores de gradiente de velocidad y tensor de velocidad de deformacion respectivamente
lij = v j(X,t)
dij = (1/2)(1(X, 1) + [[(F, 1) = (1/2)(01(F, 1) +07,4(%, 1))
. ei]-(f, t): Tensor de deformacién infinitesimal o de pequefias deformaciones, cuando ei]-(f, t) =
&ij(X, 1)
* Exp = Cyp: Tensor material de deformacion de Green Lagrange

* Kap, Kj:Tensores energia-impulso de Eshelby en la configuracion no deformada y defor-
mada respectivamente

* W: Energia elastica | = det{F;} > 0: Jacobiano | = det{F;a} = 1 Transformacion
isocora ; ¢p: Campo de vacios (Voids)

* Fig = Xia ; Pl.;lT = (x;,4)" ; F;} = Xa,i: Tensor gradiente de deformaciones, su
traspuesto, y su inverso

* Kap = W4 — Fa;P;p: Tensor de Eshelby en la configuracién no deformada en funcién
del primer tensor de Piola-Kirchhoff. K4z = W ap — ]FAZ-GZ-]-F].‘BT (Han y Atluri, 2014)

+ Férmula de Nanson, definiciones del primer y segundo tensor de Piola Kirchhoff
iijda = JF;{ NadA 5 Pja = JF;, = FiaSax

S ax: Segundo Tensor de Piola Kirchhoff

Juan Carlos Barreto [13]
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*

& ¢’ ,: Tensor de deformaciones residuales en la configuracion deformada y en la repre-
sentacién mixta respetivamente

* R;k: Tensor mixto de rotacién T4g: Tensor de Biot, M 45: Tensor de Mandel

* P;x: Primer tensor de Piola-Kirchhoff S 45: Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff U 4 5: Tensor
derecho de estiramiento

Cap=F};-Fig=U;p; Fig=Rix-Ukp; Ry =Ry} ; Tap =R, - Pi
El tensor de Biot se escribe en funcién del primer Piola Kirchhoff
* Relaciones entre el tensor de Cauchy y los tensores de Piola Kirchhoff, Biot y Mandel
ojj = ]_1Pi1<1‘"1£]- ; 0ij = ]_1PiKSKAPZ;]~ ; 0] = ]_1RiKTKAPZ;j

—1-T T -T T -T
0ij = ] Fig MiaFy; 5 Ska = JFy; 0ijFja 5 Pix = JoijFj

* M}, M}/, Matrices de anisotropia de acoplamiento del poro de aire y agua respectiva-

mente en la configuracion deformada, con el campo de deformaciones
* Clup Chrr Sfﬁ{l € V/3x3%3x3: Tensor elastico, viscoelastico, y tensor de Eshelby de cuar-
to orden asociado a inclusiones, respectivamente

. ij, 6;}, &ij, é,'j Tensor de tensiones elastico, tensor de tensiones visco-elastico, tensor de
deformaciones elasticas y viscoelasticas respectivamente

. afj = ijklskl ; d;’j = C;’jklékl: Definiciones de los tensores de tensiones elastico y

viscoelastico en funcion de las respectivas deformaciones infinitesimales

+ Ecuacion de ondas elasticas

Patzu](f/ t) - C]?klmul,mk(z/t) = .Df](z/ t)

+ Ecuacion de ondas viscoelasticas

Pa?u](fz t) - C;klmul,mk()?/ t) - C;}klmul,mk(f/ t) = Pf](??, t)

+ Ecuacion de ondas viscoelasticas con pre-stressed en la representacion de Biot-Bazant

pdiui(%,t) - Clpmttmk (X, £) = Ch 1y k(3 £) + (ohukj),; = pfi(%,t)

* ojr(%, t)ﬁk‘ar = t;(%, t)‘ar ; tj € (L?(JT')): Teorema de Cauchy ¢;: tensiones superfi-
ciales

« dM =9dT'1Udl', U---U dI',: Superficies limitadoras asociadas a un volumen de control

» w(oij(X, t)&;j(X, t), &;x(X,t),...): Densidad de energia de deformacion de Mindlin, en
funcion de gradientes del tensor de tensiones de Cauchy y del campo de deformaciones
infinitesimales

« fi= —Sf}?{le;l t Definicion de fuerza configuracional en la configuracion deformada.

Juan Carlos Barreto [14]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

. bf“h = —SfjkB EZB,A: Definicién de fuerza inhomogénea en la configuraciéon mixta (Han y
Atluri, 2014).
. Sfljlm = 7 (FjaKapFz})(€, )" = JH(Fja(Wd4p)F5})(& )~*: Relacion entre el

tensor de cuarto orden de Eshelby-Mura y el tensor de segundo orden de Eshelby en la
configuracion no deformada. Haciendo (877;1)_1 — (up )7

. kaslm = ]‘1(FjAKABP1§,1)(u1,m)‘1 —]‘1(F]-A(W6,43)1—"1;,1)(ul,m)‘1 :Relacion entre el

tensor elastico de cuarto orden y el tensor de Segundo orden de Eshelby, en la configuracion
no deformada

* Ojk = C]?klmul,m = J N (FjaKapFg})— ] '(Fja(W64p)Fy,): Relacion entre el tensor
de Cauchy y el tensor de Eshelby de segundo orden en la configuracion no deformada.

v fi = ojkk = U (FjaKapFg))) x — I (Fja(Wbap)Fy,)) x: Fuerza configuracional.
+ Ecuacion de ondas elasticas en la representacion lagrangiana. Formulacion Mixta
podixj(X(X, 1), 1) = (Pia(X (X, 1), 1)),a = =S5 p&xp A (X(F, 1), 1)

S].EjkB: Tensor de Eshelby de cuarto orden mixto.
Es posible reescribir la expresion anterior en la forma siguiente:

= podixj(Xj,t) - (]UijP]-—/;F),A = —b;”h(Xj,f) =

= p0d;xj(Xj, t) — (WoiF ;) a + (KikF}),a = —b;:”h(Xj, t)

+ Ecuacion de ondas elasticas en la representacion lagrangiana o material en la configuracién
no deformada (Gurtin, 1995)

97 Xa(%,t) — (Sap(X, 1), = —ba(X, t)
b 4. Fuerza debida a las inhomogeneidades

» kij(x,t) =(1- 11%4@2)01-]'(3?, t) Operador de segundo gradiente de Mindlin-Aifantis (Po-
lizzotto, 2013)

o kij(X, 1) = (1-12,V2+1% V1) q3j(%, t) Operador de cuarto gradiente de Mindlin-Aifantis,
(Polizzotto, 2014)

© kij (X, 1) = (1-13, V)0 j(%, 1) = —Sgil(l - 112\4V2)£Zz,j(’?' t): Definicion de fuerza
configuracional o micromecanica en la formulacion de segundo gradiente

+ Definicién de la ecuacion de propagacion de ondas elasticas en la formulacion de segundo
gradiente con fuerzas configuracionales

(1 - 13, V)Pu(%,t) — (1 - 13,V)ai; (7, t) = -sfﬁd(l - zj%ﬁ?)e;,/j(z, t)

+ Definicién de la ecuacion de Navier-Lame en la formulacion de segundo gradiente con fuer-
zas configuracionales (Wang y Wang, 2019)

(1= 02 V2)2ui(%,t) — u(l = 12, V)V2u;(%, t)-

—(u+ )1 =B V)V(Vu(E, 1) = —55;1(1 -3, V?)e;, (3 1)

Juan Carlos Barreto [15]
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+ Definicién de la ecuacion de Navier-Lame viscoelasticas en la formulacién de segundo gra-
diente con fuerzas configuracionales

(1-02,V2)2u;(%,t) — u(l = 12, V*)WV2u;(%, t)-
—(u+ )1 =B VV(Vu(E, 1) - 51 - 12,V V(X 1) -
—(@E+ M1 =BV E, ) = —55;1(1 - 13, V?)e;, (@ 1)
» I3, b3, 13, 17 Longitudes caracteristicas micrométricas para los campos de desplaza-
miento y las porosidades.

* a1, az € R} Coeficientes de Biot. a7, ar: Coeficientes de acoplamiento poro-mecénicos

* 04, 0w, 04,04 € Ry Coeficientes de porosidad relativa, 1, A, i, A € Ry Coeficientes
elasticos de Lamé y viscoelasticos respectivamente

* Uj, Pa, Pw- Campo de desplazamientos, distribucion de presiones de poro de agua y de aire
respectivamente.

. MZ Mf;’ Ji . ]+ Tensores anisotropicos de poro de agua y de aire que acoplan el campo
de porosidades y el campo poro-viscoelastico, Campos vectoriales del flujo de aire y de agua
respectivamente.

. Kf] Kj‘]’ Tensores anisotropicos de poro de agua y aire respectivamente.
. Kf’] IZ;‘]’ Tensores viscosos de poro de agua y aire respectivamente.

* Funciones de Green asociadas al campo de desplazamiento y a los campos de porosidades
gik(f - f’/t - tl) ; gtl()_c) - J_C),/t - t/) ; gw(f - zl/t - t’)
}+
6ik r

+ 2t -t - =)
CS CS

+ Funcién de Green para el operador elastodinamico en el caso de un medio no acotado

g -7, t—t) = = tl{(gr"r" - %)lh(t s L) —h(t s L)

 Amr? r3 r Cd Cs

7] 1 1
+ Lk [—6(1% s L) - —6(t s L)
4 | cg C4 Cs Cs

+ Tensor dinamico de cuarto orden de Eshelby-Mura asociado a una inclusion elipsoidal iso-
trépica

GEs —;/ 4S — 2 2PE e e b 2uE i E
mnls 471515983 1£=1 ﬂppg(lﬂ-}?g)z m6&lOns UEmSICnGs

+—= / %[(1/2)(5 EsOln + Eméndis + E1EOn+
47’(518253 1&|=1 bppg(b+]95)2 m&sVln mé&nOls 1S$sOmn

+ cElénéms) - 2£mélénés]

+ Definicion de deformacidn residual asociada a inclusiones con simetria elipsoidal (Markens-
coff, 2016)
g (X,t)=¢ h(t—six?); h:funcion de Heavside
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CAPITULO 1

Introduccion

«...Avido, curioso, casual, sin otra ley que la fruicién y la indiferencia inmediata,
anduvo por la variada tierra y mird, en una u otra margen del mar, las
ciudades de los hombres y sus palacios...»

El Hacedor, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

En este capitulo se formulan los antecedentes histdricos de la micromecanica. Se recorren en
apretada sintesis las lineas tedricas mas relevantes y se construye un argumento general de fun-
damentacion y justificacion de la tesis.

+ Formular de manera consistente las motivaciones y los objetivos que persigue este trabajo
de tesis.

+ Enunciar las principales lineas tedricas asociadas a la micromecanica de medios continuos.

1.1 Antecedentes y Motivacion
1.1.1 Aproximaciones histéricas de la Micromecanica de Medios Continuos

La Ciencia de Materiales es el area de conocimiento, ligada a las llamadas Ciencias de la
Ingenieria, que mayores desarrollos ha experimentado en los Ultimos 70 afos, en particular, el
problema de Eshelby (1957), y su reciproco el problema de Hill (1965), generan las bases de una
mirada microscopica que, desde entonces, constituye el punto de partida de multiples tipos de
abordaje y de técnicas formales para lo que hoy se define como Micromecanica.

Desde el trabajo fundamental de los Cosserat (Cosserat y Cosserat, 1909) denominado:
Théorie des corps déformables, precedido por los trabajos: Sur la théorie de I'élasticité. Premier
mémoire (1896) ; Sur la statique de la ligne déformable (1907), Sur la théorie des corps minces
(1908), hasta los trabajos de A. Madeo y P. Neff, mencionamos: A unifying perspective: The re-
laxed linear micromorphic continuum (2014); Wave propagation in relaxed micromorphic continua:
modeling metamaterials with frequency band-gaps (2015), la idea predominante es la de definir
micro-estructuras dotadas de ciertas propiedades geometrico-termodinédmicas, asociadas a la cris-
talografia del material, introduciendo nuevos grados de libertad, hasta aqui el enfoque sigue siendo
eminentemente newtoniano y determinista.

Salvatore Torquatto, en cambio en su texto de 2002, Random Heterogeneous Materials: Mi-
crostructure and Macroscopic Properties, describe una mecanica estadistica de solidos micro es-
tructurados, utilizando el concepto de homogeneizacion descripto por Tartar (2009); Jikov, Kozlov
y Oleinik (1994); Oleinik, Shamaev y Yosifian (1992), asume ademas, la validez de la analogia, que
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puede establecerse entre un sélido viscoelastico y un fluido viscoso, en este caso, las microes-
tructuras definidas en un volumen elemental representativo (REV) tienen distribucion aleatoria que
sigue la dinamica impuesta por la ecuacion de Boltzmann. S. Nemat-Nasser (1993; 2003), y cola-
boradores aportan sustanciales pruebas respecto del punto de vista de Torquatto, V. Buryachenko
por su parte, en su texto de 2007, Micromechanics of Heterogeneous Materials, también aporta
pruebas y desarrolla ain mas la teoria de Torquatto, introduciendo cierto tipo de promedio, que
incorpora naturalmente la heterogeneidad, que, en el caso del primer autor mencionado en este
parrafo, esta surge como consecuencia del proceso de homogenizacion.

Las teorias de elasticidad asociadas a materiales denominados complejos, que luego descri-
biremos detallamente, se fundan, a saber, en el concepto de campo, en el aumento de grados de
libertad del medio descripto por dichos campos, en el cumplimiento riguroso del segundo principio
de la termodinamica, y en la asuncion, y en esto radica la novedad, de la existencia de ciertas
longitudes caracteristicas, a través de las cuales identificamos escalas de profundidad en la des-
cripcion del fenémeno que nos ocupe, surgen asi, las escalas micro y nano-mecanicas aunque
mas recientemente, se agrega una escala cuasi clasica, introducida a partir del concepto de gas
de “fractones”, surgido de la cuantificacién del campo elastico clasico u;(x, v, z, t).

Aun queda por clasificar la perspectiva de Aifantis (2016), respecto de la existencia de una
“Chemoelasticity”, o Quimio-elasticidad en la cual aparecen como variables de campo, ciertos po-
tenciales quimicos que explicarian la existencia de cambios de fase, los cuales a su vez estarian
asociados a cambios en la estructura geométrica del material, justificando asi la presencia de fuer-
zas configuracionales, de manera que, el proceso de geometrizacion iniciado por J. Eshelby, G.
Maugin , M. Gurtin, queda explicado, ahora, en términos, de micro-transiciones de fase, de origen
fisicoquimico, lo cual a escala macroscdpica aparecen en la forma de fuerzas asociadas a la geo-
metria del sistema, asi entonces esta perspectiva estaria ubicada en una zona de transicion entre la
micro y nano-mecanica, introduciéndose ciertos factores de origen no clasico que estan vinculadas
a correcciones de alto orden tipo meca-cuanticas.

Los aspectos meso y micromecanicos vinculados a las propiedades y aplicaciones de mate-
riales complejos, tanto organicos (biomecanica de tejidos, modelado de tumores avasculares, etc.)
como inorganicos, materiales compuestos, metamateriales, etc., han resignificado varias lineas de
formulacion tedrica, proveyendo al mundo de la Ingenieria de una herramienta de disefio y calculo
fundamentales como lo es la Mecanica de Medios Continuos, definida ahora como Micromecanica
de Medios Continuos (MMC) de tipo inhomogéneo y/o configuracional, de tipo Micromérfico, o de
tipo Riemanniano.

Estas versiones no son meras reescrituras de la MMC clasica, sino que, partiendo de prime-
ros principios establecidos en términos newtonianos y compartidos por la comunidad de expertos,
establece nuevas representaciones de las expresiones de conservacion balance, definiendo asi
una mecénica Eshelbiana, esta situacion y la no linealidad de las ecuaciones de movimiento, con-
ducen a un conjunto de ecuaciones de gobierno, que plantean problemas formales particulares,
es decir definen una nueva episteme matematica y fisica, que intenta describir las propiedades
micromecanicas de materiales inhomogéneos y en general heterogéneos.

En particular, las definiciones que reformulan la poro-elasticidad en términos configuracio-
nales constituyen lo que se podria definir como micro-poro-elasticidad, impacta directamente en el
sistema de Biot, el cual, como se sabe, constituye el andamiaje tedrico mas utilizado, para describir
y explicar fenomenos como el de la consolidacion de suelos saturados o parcialmente saturados,
asumiendo la naturaleza porosa de los suelos, lo cual se logra identificando coeficientes poroelas-
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ticos, los cuales sustituyen a los conocidos coeficientes de Lamé.

Una cuestion central en este trabajo esta motivada por las posibles modificaciones a los
resultados de la poro-elastodindmica clasica, que debieran surgir, cuando el sistema de Biot es
escrito en la configuracion deformada y las fuerzas configuracionales, que habitualmente se hallan
referidas en la configuracion no deformada o material, también se expresan en la configuracion
deformada, discutiendo en este punto una micro-poro-elastodinamica asociada a un medio poroso.
Se asume que, la inhomogeneidad de un material segun Mura (1987), surge cuando se implanta
un medio elastico en otro distinto, mientras que una inclusion es un tipo de defecto de naturaleza
geométrica que surge sin participacion de otro material.

Se impone en este punto, analizar en detalle |a estrategia experimental asociada al proble-
ma de Eshelby y sus implicancias poro-elasticas. Eshelby (1957) genera lo que se denomina un
experimento “pensado’, a efectos de caracterizar un nuevo tipo de fuerza, que posteriormente sera
llamada configuracional (Eringen, 1968; Gurtin, 1981; Maugin, 1978; Selvadurai y Sepehr, 1999).

Esta fuerza se origina cuando se extrae una porcion de la matriz del material considerado
y se sustituye por una inclusién del mismo material o de otro, de manera que, lo que se ha hecho
en realidad desde un punto de vista micromecanico, es alterar la distribuciéon de dislocaciones,
defectos u otros aspectos constitutivos del material cristalino, con lo cual finalmente modificamos
su geometria y en consecuencia la energia interna asociada. Esta perspectiva da origen a nuevas
teorias micromecanicas, por ejemplo: la teoria geométrica de defectos (fundada sobre la existencia
de fuerzas de Peach-Koheler), la teoria micromorfica (generalizacion de la teoria de elasticidad
micropolar de Cosserat, (Kumary Singh, 1996)), la teoria de elasticidad de dislocaciones (Lazar y
Agiasofitou, 2014), entre otras.

En cualquier caso, la idea fundamental consiste en describir las propiedades mecanicas de
los materiales, asumiendo una relacion geométrico-energética como la causa de las respuestas de
los mismos ante acciones externas que pueden medirse a escala macroscopica y se denominan
propiedades efectivas. Desde el punto de vista de Gurtin (2000), la aparicién de fuerzas configu-
racionales es la manifestacion de una transicién de fase que ocurre desde la configuracion no
deformada a la deformada y, dicho proceso se verifica, disipando potencia configuracional, la cual
podria escribirse en funcion de estos objetos geométricos.

Eshelby construye una teoria de campo, esencialmente destinada a explicar el fendomeno de
dinamica de fractura (Eshelby, 1951, 1956), asumiendo que las transformaciones micromecanicas
producen la aparicién de un campo medio de tensiones y deformaciones, en general no lineal, el
cual puede describirse de forma geométrica a través de un tensor denominado de energia—impulso
(energia-momento).

De esta manera, a partir de la propuesta de Eshelby, la perturbacion o inclusién microscopica
puede ser geometrizada, manifestandose esta nueva situacion, en funcién de un nuevo tipo de
fuerza llamada configuracional. En este sentido, la presencia de la inclusién, obtenida, segun el
experimento pensado de Eshelby, ocasionara siempre una inhomogeneidad material localizada, lo
cual producird un cambio en la geometria micromecanica y en su energia asociada.

La afirmacion precedente tiene diversas implicaciones, en relacion con el planteo de las
ecuaciones de conservacion de la elasticidad clasica, las cuales se deberan expresar ahora, en
forma lagrangiana (Maugin, 1980), es decir en la representacion no deformada, de modo que, el
primer tensor de Piola Kirchhoff, sustituye al de Cauchy, y el segundo tensor de Piola-Kirchhoff
aparece asociado a efectos viscosos en la representacion no deformada.

Juan Carlos Barreto [19]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

En formulaciones matematicamente mas generales, se escriben las expresiones de la teoria
de la elasticidad en espacios curvos (que se asimilan a los de tipo configuracional), es decir en
términos del tensor de curvatura de Riemann, asociandose al tensor de torsion la presencia de las
inclusiones, o de los defectos en general. La justificacion de la introduccion de un espacio curvo esta
vinculada a la idea de geometrizacion de la inhomogeneidad, esta percepcion tedrica, elude la idea
del acoplamiento micro-macro en términos de mecanismos de homogeneizacion, porque supone
que el efecto de lainhomogeneidad o inclusién, es global, aunque su presencia sea micromecanica.
(Roychowdhury y Gupta, 2013, 2017; Yasutomi, 2007; Kupferman et al., 2017; Grubic et al., 2013).

1.1.2 Motivaciones preliminares

En el abordaje de la presente tesis se establece como primera decision, la definicidén de
manera precisa de los vinculos entre micromecanica y fuerzas configuracionales, sin utilizar proce-
dimientos de homogeneizacion, estableciendo, previo andlisis sintético de algunas lineas teoricas
existentes, el modelado elastodinamico, de manera que las formulaciones seran evolucionarias
0 a lo sumo tasa independiente. En este punto, es necesario decir que los modelos propuestos
seran escritos en términos de sistemas de operadores hiperbdlico-parabdlicos, a los cuales supo-
nemos acotados, compactos y convexos, y por eso mismo uniformemente continuos en espacios
de Sobolev. Se formularan rigurosamente los problemas de Cauchy y de frontera, para luego, en
algunos casos presentar sintéticamente técnicas destinadas a probar existencia y unicidad de las
soluciones.

Si bien, no existe una definicion rigida y aceptada universalmente para definir lo que ya po-
driamos denominar Mecanica de Medios Continuos Mesoscopica, si podrian darse ciertas cotas
tipicas asociadas a estos sistemas, diriamos que estan situados normalmente en el rango de 100
nanometros (el tamafio de un virus tipico) a 1000 nanémetros = 1um (el tamafio de una bacteria
tipica), 500 micrometros (um) es el limite superior aproximado para una microestructura. (Krajci-
novic, 1996; Nemat-Nasser y Hori, 1993; Eshelby, 1957)

4 - Time Scales - 5

+ t t t -
pm nm pm m

Length Scales

Figura 1.1: Escalas que atraviesan la formulacién micromecanica segun sean espaciales y tempo-
rales (Dettmar, PhD. Thesis, Universitat Stuttgart, 2006)
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En la figura siguiente se observa un medio poroso de naturaleza micromecanica. Se trata
de una estructura 6sea, anisétropa y heterogénea, indicandose en ella las diferentes escalas que
componen dicho medio.

Nanoescala Sub-microescala Microescala  Mesoescala Macroescala

Moléculas de H K s
// colageno N——» [
4 S L |

[

Py

_ Fibrilla 7
\ 5 @B Lamela  Qgtesn  Hueso cortical
/ | ' ‘ | : '. | l

|

Cristales d Trabécula N 2
.rls a.es . ° Hueso trabecular Hueso completo
hidroxipatita
1-500nm 0,5-10um 10-500um 0,5-10mm >10mm -

Figura 1.2: Medio poroso de naturaleza micromecanica representativa del denominado hueso tra-
becular. (L. Colabella, Tesis Doctoral, Universidad Nacional de Mar del Plata, 2018).

Otra cota inferior que limita los intereses de la micromecanica podria ser la siguiente: se
asume que, a escala micrométrica, con las herramientas formales que provee el analisis funcional
clasico, no se consideran efectos de naturaleza mecano-cuantica. De este modo podriamos definir
a la micromecanica del medio continuo, como el conjunto de teorias de campo qué, describe, mide,
modeliza y explica fenémenos multifisicos, que ocurren a escala micrométrica, y que, por distintas
vias, puede verificarse su existencia a escala macroscopica.

Es importante sefalar tres aspectos de la Micromecanica de Medios Continuos, que son de
la mayor importancia:

a) Nace como consecuencia de intentar explicar fendmenos de fractura dinamica y de esta-
blecer relaciones entre la escala micro-macro en materiales de la mas variada naturaleza.
(Eshelby, 1957)

b) Pretende vincular la microestructura de los materiales (dislocaciones, disclinaciones, defec-
tos en general) a través de una teoria de campo, con propiedades macroscopicas obser-
vables, muchas de las cuales son conocidas desde hace mucho tiempo (elasto-plasticidad,
dafio ductil y frégil, entre otros) (Lazar y Agiasofitou, 2014)

c) Tiene intereses de disefio alrededor de nuevos materiales, con propiedades micromecani-
cas preestablecidas (materiales inteligentes, meta-materiales, micro vigas, y micro placas),
materiales con memoria de forma.

Establecidos estos aspectos, se impone la discusion acerca de como conocemos un medio,
que, desde ahora, llamaremos micro-estructurado o con microestructuras, debido a que contiene
sub-estructuras, que sostienen la forma y propiedades detectables del material, macroscopicamen-
te, estas son de orden micrométrico distribuidas al azar o periodicamente. Hay, desde esta pers-
pectiva por lo menos diez grandes grupos tedricos, de algunos de los cuales nos ocuparemos en
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esta tesis

+ Teoria Geométrica de Eshelby-Mura-Maugin, consiste en la descripcion de propiedades
micromecanicas utilizando el concepto de fuerza configuracional, la que puede asociarse a
un proceso de transicion de fase de tipo: no deformado-deformado, (Problema de Eshelby),
definiciéon de pseudo-momentum segin Maugin (1988). Solido inhomogéneo y anisétropo
(Nemat-Nasser y Hori, 1993). Otros contribuyentes destacados M. Gurtin, G. Maugin, M.
Epstein, P. Steinmann; S. Nemat-Nasser, Shaofan Li, Z. Hashin, S.Shtrikman.

+ Teoria de Mindlin-Aifantis: se introducen gradientes de deformacién de alto orden aso-
ciados a ciertas longitudes caracteristicas vinculadas a la presencia de microestructuras
(Mindlin, 1964; Mindlin y Eshel, 1968; Aifantis, 1978, 1992). Otros contribuyentes Askes y
Aifantis (2006); De Domenico y Askes (2016a), Polizzotto (2012, 2013, 2014), Tsinopoulos
et al. (2012). Esta es la primera teoria de elasticidad no local, que luego sera generalizada
por C. Eringen.

+ Teoria de E. Kroner: (Elasticity theory of materials with long range cohesive forces, 1967)
Este autor propone, una modificacion sustantiva del punto de vista de Mindlin-Aifantis, intro-
duciendo en la ecuacion constitutiva del material de que se trate, un término vinculado a las
llamadas fuerzas cohesivas de largo alcance. La ecuacion elastodindmica asociada, es un
operador integrodiferencial, en general, fuertemente no lineal. La teoria de Kréner ha sido
utilizada exitosamente en la formulaciéon de medios porosos, cuando en ellos acttan fuer-
zas de cohesion, las cuales quedan representadas por potenciales de tipo Lennard-Jones.
Los suelos expansivos en poroelasticidad admiten una ecuacién constitutiva conteniendo
un término integral de tipo Lennard-Jones (Wang y Wang, 2019).

+ Teoria de pre-stressed de Biot-Bazant, asume una deformaciéon micromecanica preexis-
tente que se incluye explicitamente en las ecuaciones de la elastodindmica surgen asi varias
teorias asociadas segun la estructura del término de pre-tension, Trefftz (1933), Biezeno y
Hencky (1928), BaZant (1971); Biot (1965): Mechanics of Incremental Deformations.

+ Teoria de microestructuras: Cosserat y Cosserat (1909), Eringen y Suhubi (1964); Suhubi
y Eringen (1964) introducen los conceptos de micro rotacion (solidos micropolares) y micro-
dilatacion (strecht), el segundo autor construye la mecanica micromorfica de solidos homo-
géneos anisétropos, y la elasticidad no local (Micro-continuum Fields Theories, Non local
Field Theory), otros contribuyentes a la teoria: lesan (1983, 1985, 2012), Pamplona et al.
(2012), Chirita et al. (2015), Ciarletta et al. (2012).

+ Teoria de Metamateriales de P. Neff, y A. Madeo: introducen un campo tensorial de micro-
distorsion P;;, que integra micro-polaridad y strecht, generalizacion de cuerpo micromorfico,
otros contribuyentes Lazar et al. (2005); Lazar y Agiasofitou (2014), generalizaciones no
locales para deformaciones finitas

+ Teorias de homogenizacion y de multiples escalas. Medios heterogéneos. Definicion de
RVE , y luego técnicas de promediacion definidas sobre las ecuaciones de evolucion. Princi-
pales desarrolladores: Tartar (2009), Sanchez-Palencia (1980), Lions (1988), de Souza Neto
et al. (2015); Blanco et al. (2016); Suquet (1997); Pavliotis y Stuart (2007).

+ Teoria peridinamica: Operadores no locales pseudo-evolucionarios de Calderon-Zygmund,
(Silling, 2000). Problemas de fractura. Problemas con la determinacion e interpretacion de
las condiciones de borde. Implementacion computacional probada en problemas aplicados
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+ Teoria de Mielke-Roubicek (Numerical approaches to rate-independent processes and ap-
plications in inelasticity, 2009): Operadores rate-independent acoplados a rate-dependent,
micromecanica elastoplastica, asociada al concepto de dafio. Operadores sub-diferenciales,
inclusiones diferenciales. Se denominan también operadores energéticos de Mielke-Roubicek,
se utilizan para abordar problemas de laminacién y delaminacién, entendiendo estos proce-
sos en el marco de la teoria de materiales con memoria de forma. Otros contribuyentes a
esta teoria son: R. Rossi, G. Savaré, E. Bonetti, E. Rocca, M. Thomas.

+ Teoria de promediacion de V. Buryachenko para cuerpos heterogéneos. Define una jerar-
quia tipo BBGKY, sobre ansambles definidos sobre varios tipos de RVEs simultaneamente,
es una especie de generalizacion de la teoria de Mori-Tanaka. Un intento de establecer una
mecanica estadistica micromecanica (Buryachenko, 2007).

+ Teoria micromdrfica fractal y Lattice models of Micromechanics. M. Ostoja Starzewski
(2002; 2009), introduce la derivada Hausdorff en el laplaciano de Laplace-Beltrami, u otras
derivadas topoldgicas y reformula el problema de la distribuciéon de campos en términos de
un problema de optimizacién fractal.

+ Teoria de Quimio-elasticidad (Intermittent plasticity, Elasticity coupled phase field models)
(Aifantis, 2003, 2016). El autor introduce una teoria de segundo gradiente en el nivel nano-
mecanico, asumiendo la validez de la mecanica del continuo y suponiendo que las fluctua-
ciones de las dislocaciones y defectos en general , a ese orden, pueden describirse por
sistemas de ecuaciones de reaccidn difusion con correcciones de segundo gradiente, expli-
ca de esa manera fendmenos de plasticidad a longitudes del orden del nandmetro. Esta es
la primer formulacién tedrica que integra elastoplasticidad y plasticidad con teorias de cam-
bio de fase o0 Phase Field Models, se torna fundamental el uso de la teoria de Cahn-Hilliard,
Phase Field Theory, y la teoria de Allen-Cahn para describir transiciones de fase. Uno de los
objetivos que persigue este corpus tedrico es explicar el fenomeno de memoria de forma.

* Teoria de Fractones (Distler et al., 2022) Metamateriales activos (Soft matter). Elastici-
dad no hermitica. Scheibner, Souslov, Banerjee, Surdwka, Irvine y Vitelli (2020). Este es
el primer intento por cuantizar la teoria de la elasticidad, los fractones serian las particulas
que surgen como cuantos del campo elastico. Los fractones son particulas emergentes que
estan inmoviles de forma aislada, pero que pueden moverse juntas en pares dipolares u
otros grupos pequefios. Estas excitaciones exdticas ocurren naturalmente en ciertas fases
cuanticas de la materia descritas por teorias de gauge tensorial. Claramente la teoria de la
elasticidad es un ejemplo de este tipo de objetos, sera posible suponer que, los fenémenos
de fractura son transiciones de fase cuanticas mediadas por fractones (Pretko et al., 2020).

+ Teoria de Metamateriales definidos sobre micro-lattices de tipo pantégrafo. dell'lsola y
Gavrilyuk (2012); Stilz et al. (2022). Este es otro intento de fundamentacion de la aparicidn
de una forma, que en este caso esta asociada a un material disefiado para responder a
alguna accion externa modificando su forma, es decir, su geometria, y en consecuencia la
energia disponible para concretar dichos cambios.

+ Elasticidad no-local de tipo Klein Gordon Lazar y Agiasofitou (2022).

Todas las formulaciones teoricas mencionadas precedentemente son teorias de campo elas-
tico efectivo (EFT, por sus siglas en ingles), en este caso microelastico, todas ellas proporcionan
modelos macroscopicos homogéneos para medios que en general no lo son, basados en técnicas
analitico-computacionales.
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La caracterizacion de un material heterogéneo como un medio efectivo es una herramien-
ta valiosa y versatil para calcular y predecir, en este caso, las propiedades fisicas de materiales
porosos. Las teorias de medios efectivos usualmente dependen de las propiedades fisicas y frac-
ciones volumétricas de cada componente del material, y también de la geometria del arreglo de las
mismas.

La fundamental limitacién de estos modelos reside en el hecho de que cualquier enfoque que
se utilice para obtener los parametros elasticos macroscépicos de un medio heterogéneo parte de
suponer que, la longitud de la onda que se propaga a través del medio es mucho mayor que la
dimensién de las heterogeneidades del mismo, lo que se conoce como hipétesis de onda larga.
Las referencias necesarias para comprender la génesis de esta idea, en cuanto a la forma de
calculo de parametros estructurales, reconoce por lo menos tres autores:

+ Voigt (1889) — EI campo de deformacion es constante en el material compuesto. Se aplica
la regla de mezclas para determinar los componentes de la matriz de rigidez.

* Reuss (1929) - El campo de tension es constante en el material compuesto. Se aplica la
regla de mezclas para determinar los componentes de la matriz de flexibilidad.

+ Hashin y Shtrikman (1963) — Proponen un método variacional que conduce a la obtencion
del problema Micromecanico en la forma de Eshelby, y una desigualdad variacional conduce
a la estimacion de cotas superiores e inferiores para las constantes estructurales.

En este marco, descripto previamente, situamos la teoria de la microporo-mecanica, que se
desarrolla en el Ultimo capitulo de esta tesis, desde la perspectiva del sistema de Biot, el cual modela
el comportamiento mecanico de un medio poroso en términos de distribuciones de presiones de
poro, y campos de desplazamientos.

Esta teoria puede extenderse facilmente a medios porosos multifasicos, en los cuales tienen
lugar una importante cantidad de fendmenos que permiten clasificarlos, también, como sistemas
multifisicos (Mroginski et al., 2011). Como principal hipétesis, estos modelos basados en la teoria
de Biot asumen la existencia de un tensor de tensiones efectivo que acopla las leyes constitutivas
(deformaciones materiales), con las leyes de: Darcy, Fick y Fourier, en los casos mas generales.

Un fendmeno que sera tratado en ese trabajo es el de la dinamica de un medio poroso, no
saturado, escribiéndose para ello el sistema de ecuaciones de Biot en la configuracion deformada
y no deformada respectivamente.

En el referencial de la teoria de Biot configuracional, las distribuciones de fuerzas debidas a
los gradientes de poro de liquido y gas pueden, eventualmente ser identificadas como las respon-
sables del cambio de geometria en el medio poroso (Selvadurai y Suvorov, 2014, 2016), es decir
podrian asimilarse a inclusiones en la matriz sélida, con lo cual se tiene la posibilidad de vincular
la teoria de Biot con la formulacion de Eshelby-Maugin-Kienzler-Lazar.

En este trabajo, asumimos que las inclusiones estan definidas en el esqueleto solido de
acuerdo con la teoria de Eshelby, y los defectos sobre los cuales actuan fuerzas de tipo Peach-
Koehler estan embebidos en el medio elastico, moviéndose en una serie de planos preestablecidos.
El modelo dinamico considera una serie de efectos de interaccion entre dislocaciones, tales como
las ya mencionadas, fuerzas de Peach-Koehler, generacion (fuentes puntuales), aniquilacion y obs-
truccion. Asi entonces, se establece una diferencia sustantiva entre el concepto de inclusion y el de
defecto, el primero es de caracter no local y tiene relacién con la idea inicial de Eshelby, respecto
de una redistribucion de la energia elastica del solido por efecto de alguna accion externa, que se
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expresa en términos del cambio de geometria del objeto, el segundo es local y esta vinculado con
el concepto de dario elastoplastico o plastico, las dindmicas en ambos casos, de nuevo, se escri-
ben utilizando los argumentos clasicos provenientes de las ecuaciones de conservacion balance,
la diferencia se establece en la naturaleza de las fuerzas intervinientes: en el primer caso son de
tipo configuracional , en el sentido de G.Maugin, M. Gurtin etc.; en el segundo caso son fuerzas de
tipo Peach Koehler (Markenscoff y Ni, 2016). Es posible establecer una relacion entre el tensor de
Eshelby-Mura y fuerzas del tipo Peach-Kdehler sobre defectos (Lubarda, 2019).

FERE ) = erijoa(bi&)) = —eij(S5, € (X, D)(bIE))
En términos del tensor de Eshelby de segundo orden, en la configuracién no deformada escribimos:

fER@, ) = ] erij(FiaKagFg) )(bi&j) — (Fia(W 8 48)F5, ) (b1&1))

El trabajo de I. A. Kunin de 1968, establece un grupo de modelos constitutivos con microes-
tructura relacionandolos con la teoria de dislocaciones, también Mura (1963), propone un modelo
dinédmico continuo de dislocaciones y el fendomeno de plasticidad. Rudnicki (2002, 2011), establece
relaciones entre las distribuciones de poro de liquido y gas, con tensiones y deformaciones resi-
duales, al modelar la dindmica de reservorios. Se obtienen a partir de linealizaciones o relajaciones
adecuadas, de las ecuaciones de gobierno, representaciones integrales de las soluciones, que lue-
go podran ser objeto de experimentos numéricos para establecer similitudes y diferencias con las
aproximaciones clasicas.

Se establece entonces como objetivo primordial de la presente propuesta, la formulacién
configuracional de la teoria clasica de Biot y su aplicacion a problemas de geomecanica, en la con-
figuracion deformada. En esta tesis le damos el nombre de fuerza configuracional indistintamente
a aquellas que provienen de problemas de tipo Eshelby, como asi también a las que surgen de
cinematicas microestructurales (micro-rotaciones, micro-dilatacion , micro-distorsion)

1.1.3 Definicion del marco epistemoldgico de la tesis

Desde un punto de vista epistemoldgico, la Micromecanica y sus ciencias asociadas (Teo-
ria de Campos, Cristalografia, Cristalofisica, Micro y Nano-electronica, Nano-foténica, Ciencias de
Computo, Teoria de Optimizacion, etc.), tiene claros objetivos tecnoldgicos, podriamos afirmar que
se trata de la formulacién de un conjunto de dispositivos de anélisis y creaciéon de materiales, es
decir define un entorno de trabajo (framework), en el que se formula y construye un grupo estanda-
rizado de conceptos, practicas y criterios para enfocar un tipo de problematica particular que sirve
como referencia, para enfrentar y resolver nuevos problemas de indole similar.

Hay un area de vacancia, detectada por el autor, en el sentido de que, los problemas en
Ingenieria Civil, se formulan con el especifico objetivo de la simulacion numérica, es decir se parte
de la construccion de la forma débil del problema, e inmediatamente, via residuos Ponderados de
Galerkin u otros medios de construccién del concepto de error, el Método de Elementos Finitos o
alguna de sus variantes

Esta tesis esta motivada en el sentido de, proveer un conjunto de técnicas matematicas y
numéricas, que permitan tratar con toda generalidad problemas dinamicos en Micromecéanica de
Materiales para su utilizacion en Ingenieria Civil, que se ubica antes de la formulacién débil, es
decir en la concepcion clasica o fuerte.

El conjunto de herramientas, o entorno de trabajo, que se desarrolla en esta tesis, destinado
al analisis de un problema micro-elastodinamico reconoce las siguientes dimensiones de anélisis
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Construccién de la formulacion clasica y consecuentemente de sus soluciones clasicas o
fuertes, asociadas a problemas de condiciones iniciales y de borde micro-elastodinamicos
y micro-poro-elastodinamicos en la configuracion deformada y no deformada.

Obtencién de soluciones semi-analiticas en la forma de sistemas de ecuaciones integrales,
sujetas, en general, a ciertas condiciones de resolubilidad (Problema de Neumann)

Aplicacion de la teoria de aproximantes de Picard o de Padé, para la construccion de la
solucion numérica de dichas ecuaciones.

Introduccidn de condiciones iniciales no-locales y de un nuevo tipo de Problema de Cauchy
para el caso microelastodinamico en la formulacion de segundo gradiente

1.2 Objetivos, organizacion de la tesis y aplicaciones

Se definen para este trabajo de tesis los objetivos siguientes

Objetivo General:

Definir con la mayor generalidad posible un entorno de trabajo (Framework) formado por un
conjunto estandarizado de conceptos, representaciones y criterios, que sirva para abordar
problemas micro-elasto-dinamicos, y micro-poro-elastodinamicos, en la concepcion clasica
o fuerte, que luego nos permita, comprender, construir y resolver situaciones problematicas
de indole similar.

Objetivos especificos

Establecer, con toda generalidad, dispositivos matematicos de modelizacion, asociados a
la formulacién de problemas de condiciones iniciales y de borde, referidos al fenomeno de
propagacion de ondas, y difusién, en materiales elasticos y poroelasticos, desde la perspec-
tiva micromecanica, discutiendo el tipo de condiciones utilizado, y sus implicancias en las
soluciones clasicas obtenidas

Definir magnitudes tensoriales en la formulacion micromecanica, en la configuracion defor-
mada y no deformada, utilizando el concepto de fuerza configuracional, y luego en la repre-
sentacion de segundo gradiente y superiores, segun la perspectiva de la teoria de Mindlin-
Aifantis, respectivamente

Discutir la equivalencia de las representaciones de la fuerza configuracional en la represen-
tacién no deformada y deformada, y por otra parte segun la teoria de Mindlin-Aifantis

Utilizar de manera sistémica los teoremas de representacion de Green-Lagrange, teniendo
en cuenta el tipo de sistema material de referencia considerado, las escalas implicadas, y
las representaciones integrales de las soluciones obtenidas

Utilizar de manera sistematica el teorema de Picard, aplicado a las soluciones semi-analiticas
obtenidas, a efectos de construir aproximaciones numéricas consistentes y faciimente eva-
luables, utilizando, para ello, métodos de interpolacion conocidos. Es decir que, se obtiene
un sistema de ecuaciones integrales acopladas cuasi-lineales, que seran el objeto de anali-
sis analitico-computacional

Organizacion de la tesis:

Este trabajo esta constituido por 6 capitulos, y un apartado ultimo que contiene conclusiones

y propuestas detalladas de trabajos futuros.
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La propuesta central de esta tesis es, la formulacion y analisis riguroso de problemas de con-
diciones iniciales y de borde, asociados a sistemas de operadores evolucionarios, los cuales descri-
ben problemas micro-elastodinamicos y micro-poro-elastodinamicos en la formulaciéon de Mindlin
Aifantis, y la consecuente obtencion de soluciones analiticas y semi-analiticas suponiendo que
los defectos (inclusiones, dislocaciones, disclinaciones, inhomogeneidades) estan acoplados a los
campos de desplazamientos microelasticos y poro-microelasticos de manera lineal, con constantes
de acoplamiento pequefias lo cual permite construir soluciones perturbativas a todo orden.

En el capitulo uno se expone: antecedentes y motivaciones respecto del titulo del trabajo y se
enumeran las distintas aproximaciones teéricas que, sobre micromecanica existen en la actualidad

En el capitulo dos se formulan el problema elastodinamico y poroelastodinamico este ultimo
en la representacion (u,p), se trata de sistemas hiperbdlico-parabdlicos, respecto de los cuales
el problema recurrente es formular rigurosamente el problema de Cauchy y de condiciones de
borde, los problemas de existencia y unicidad, como siempre, se resuelven utilizando el teorema de
aproximantes de Picard, aunque también, recientemente, se han utilizado aproximantes de Padé.

En general, puede demostrase, aunque este calculo no se realiza en este trabajo, que las
soluciones son estables segun el criterio de Liapunov. Para estos operadores es posible probar
desigualdades a priori, de tipo Carleman, por ejemplo, a fin de acotar las soluciones halladas. A
efectos de completar de manera rigurosa la formulacién del problema de contorno de Neumann,
se afade en todos los casos donde esta cuestion es tratada las condiciones de resolubilidad del
mismo.

En el capitulo tres, se formula el problema micro-elastodinamico, segun el problema de
Eshelby, se establece su generalizacidn dindmica definiéndose las condiciones iniciales y de bor-
de correspondientes, luego se construye el sistema dinamico en la configuracion no deformada
utilizando el segundo y tercer teorema Green-Lagrange, se obtienen las representaciones de las
soluciones.

En el capitulo cuatro, se formula el problema micro-poro-elastodinamico, segun la teoria
de Mindlin Aifantis, definiéndose las condiciones iniciales y de borde correspondientes, luego se
construye la representacion de las soluciones.

En el capitulo cinco, se formula el problema de condiciones iniciales y de borde de la micro-
mecanica configuracional aplicada al sistema de Biot, en la representacion de segundo gradiente,
en la configuracion deformada, haciendo uso de los teoremas de Green Lagrange, se obtiene las
representaciones de las soluciones.

En el capitulo seis, Se consideran problemas de aplicacion, uno de los cuales tiene un abor-
daje computacional.

En el capitulo siete, se abordan las conclusiones , se realizan propuestas de trabajos futuros
con detalles respecto de su formulacién y posibles formas de soluciones computacionales.

Se incluyen siete apéndices:

+ Apéndice A: Teoremas de representacion de Green-Lagrange

+ Apéndice B: Consideraciones accesorias sobre el problema de Eshelby y su generalizacién
dindmica.

+ Apéndice C: Operaciones Push-Forward Y Pull-Back Para Tensores De Segundo Orden.
Derivada Temporal De Lie
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Apéndice D: Formulaciéon lagrangiana de la elastodinamica
Apéndice E: Teorema de Noether

Apéndice F: Utilizacion de tensores antisimétricos para la determinacién de ecuaciones de
evolucion

Apéndice G: Cddigo de MATLAB

Aplicaciones:

Las principales areas de aplicacion de las teorias de segundo gradiente podrian agruparse

en tres grandes grupos de cuestiones:

a)

Micro-elastodindmica de procesos de micro y nano indentacion, micro-elastodinamica de
adhesion y delaminacion ductil, modificaciones a la ley de Darcy y los fenémenos de difu-
sion micro-poro-elastodinamicos, fendmenos de inestabilidad mecanica por plasticidad in-
termitente en aleaciones de Molibdeno (micropillar compression) y de Aluminio Manganeso,
inestabilidades quimico-mecanicas en anodos de LiB

Bio-quimio-mecanica, Inestabilidades cerebrales inducidas por Glioblastoma, teoria de se-
gundo gradiente aplicada al tejido cerebral con porosidades y vacios, asumiendo cierto flujo
de células del glioma, puede demostrarse estabilidad intermitente, lo cual impacta en las
terapéuticas propuestas.

Teorias reoldgicas de segundo gradiente y superiores aplicadas a fluidos newtonianos, y a
fluidos complejos, acoplamiento de las ecuaciones de la elastodinamica de segundo gra-
diente y generalizaciones de la ecuacion de Stokes a efectos de explicar fendmenos de
visco-plasticidad en emulsiones poliméricas de alta densidad, es posible estudiar también
en este tipo de compuestos inclusiones e inhomogeneidades de manera anéloga a como se
realiza en un sdlido.
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CAPITULO 2

Formulacién general del problema elastodinamico y poroelastodinamico

«...Yo, que tantos hombres he sido, no he sido nunca aquel en cuyo abrazo

desfallecia Matilde Urbach...»
Le regret d’Héraclite,
Gaspar Camerarius, en Deliciae Poetarum Borussiae, VII, 16

Resumen y objetivos:

Se definen las principales entidades tensoriales de la elasticidad clasica y de la mecanica eshel-
biana, se establecen relaciones entre ambas y se formulan los entornos de trabajo destinados al
abordaje de problemas elastodinamicos y poroelastodinamicos en las configuraciones deformada
y no deformada respectivamente.

* Formular y relacionar campos tensoriales elasticos clasicos y micromecanicos, utilizando
para ello los tensores de Eshelby en la configuracion deformada y no deformada.

+ Formulacion exhaustiva del modelo elastodinamico y viscoelastodinamico en la configura-
cion deformada y no deformada.

+ Establecer teoremas de unicidad asociados a las soluciones de los modelos previamente
definidos.

2.1 Elementos de Elasticidad Clasica. Relaciones entre tensores en la configuracion
deformada y no deformada

A continuacion, se establecen algunas relaciones entre el tensor de tensiones o de Cauchy, y
los tensores de Piola Kirchhoff primero y segundo; y los tensores de Biot y Mandel, ademéas también
de relaciones que verifica el tensor gradiente de deformaciones, todos estos resultados seran de
suma utilidad en el desarrollo posterior de la tesis

Fix = Lij- Fix / Lij = FiK'FIz} . Eij = (1/2)(Fjy - Fxj + Fig - Fx)
éij = (1/2)((vi)" +v;) ; Eij=(1/2)F - Ex - F} &
i = diy = (1/2)(L] + L) = (1/2)(EiFg)T + EixFe)) =

:(1/2)F;<T(PI{].+FIEZF'1MPA—41]. :(1/2)F1.‘KTEKLFL‘].1 (2.2)
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Se muestra seguidamente la obtencidn del primer tensor de Piola Kirchhoff, utilizando la definicién
de energia elastica

1 . _
= (1/2) /U(Gij s dij)do = 3 /U(O'ij :Lij)dv = (1/2)/‘/(]01']' : (FixF;))dV
= (1/2) /V Goijeidy) - |(Epi, ENE B2 | dv
=(1/2) /VdV]O'i]‘F]'[FI_il = [/dv [](Fﬂqlﬁlé\q)(()'ijé\ié\j)] :(Pp]é\péj)
=(1/2) ‘/VdV ((]Pl_ilﬁi]') : P]I) =(1/2) [/dVPU : F]'I (2.3)

Pij=]F; 0 5 Pji=JopFy, ; ] =det(Fi)

Obtencién del Segundo tensor de Piola Kirchhoff
=(1/2) /U(Gij tdij)do = %[/(]Gij L (Fig Ex Fr)dv
= (1/2) /V (oieié)) - |(ExhEady) (EasEai)(F5 Eney) | dv
= (112 [ayeidy): (FsboEanFsie) = 112 [ oy : (FEaEs)
= (112) [ U8 - (08 5 En)")  EanEabn) dV
=72 [ av Loy E) s Ean) = (112) [ aVSas: Eua 24
De modo que, definimos el Segundo tensor de Piola Kirchhoff, tomando el pull-back de o;;

SaB = ] Gl]F_T

Otras relaciones que seran importantes en este trabajo son las relaciones entre el tensor
de Cauchy y los tensores de Piola Kirchhoff primero y segundo (Ogden, 1997), que se obtienen
utilizando transformaciones de Piola y operaciones push-forward respectivamente

0ij =] 'Pia-Fa; 5 06ij=] "Fia-Sap - Fy; (25)
oij =] 'F;] - Mg - ng . 0ij =] 'Ria-Tap- ng (2.6)
Relaciones entre los tensores de Piola Kirchhoff primero y Segundo y los tensores de tensio-

nes, derecho de Green, Mandel y de Biot (Ogden, 1997; Bonet y Wood, 2008; Han y Atluri, 2014),
de nuevo utilizando transformaciones de Piola y operaciones pull-back y push-forward obtenemos

Piy = Joij - F 7T ; Sap=]JF, Gz]P v (2.7)
Tap = RZUPiB JR};0i - Fig (2.8)
Cap = FZ;]'F]'B =U3; ; Map=CaStp ; Pia=F4 Mpa (2.9)

] =det(Fip) ; J™'=det(F

Juan Carlos Barreto [30]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

En la figura siguiente se muestran las relaciones entre configuracion deformada y no defor-
mada de los tensores de Piola-Kirchhoff:

N:n()

Figura 2.1: Transformaciones de la configuracién deformada a la no deformada y su inversa. (Bonet
y Wood, 2008)

Relaciones con el tensor elastico

Pip :](ijklfkl)'FfA ; SaB :]ng‘l(cfjkl‘c—kl)'Fj_BT ; (2.10)
Tap = R, Pip = ]Rgi(cfjklfkl) : FjTlg (2.11)
Cap = FZJ'F]'B =U;; ; Muag=CarSip (2.12)

J=det(Fip) ;] = det(Fy;

Una cuestidn de relevancia fundamental en los diversos modos de abordaje de la micromecénica
lo constituye el referencial utilizado para modelar las diferentes formas de interaccion, asi entonces
en la aproximacion de Mindlin-Aifantis, y en general en todas las teorias de segundo gradiente el
referencial utilizado es el deformado, mientras que en el caso configuracional, en la formolizacion de
Gurtin-Maugin, se utiliza la configuracién no deformada , estableciéndose asi lo que en la literatura
técnica se conoce como Mecanica Configuracional o Mecénica Material (Mechanics in Material
Space with Applications to Defect and Fracture Mechanics, Kienzler y Herrmann, 2000).

2.2 Elementos de Mecanica Configuracional. Tensores de Eshelby

La teoria de elasticidad clasica construye sus conclusiones respecto de objetos definidos
en la llamada configuracién deformada. La controversia que intenta resolver la micromecanica,
asociada a la cual se hallan un conjunto vasto de microelasticidades o de elasticidades en objetos
con microestructuras, es definir un estado anterior no deformado y en consecuencia homogéneo,
que estaria asociado a la llamada configuracién material o no deformada.

Esta caracterizacion del solido esta fundada en la idea de que este, no es completamente
homogeéneo en un sentido general, sino que presenta inhomogeneidades localizadas susceptibles
de ser descriptas en términos de ciertas estructuras geométricas llamadas genéricamente defectos.
Sobre estas estructuras se manifiestan fisicamente fuerzas configuracionales, las cuales dependen
de la geometria del entorno que contiene al defecto, tal como lo estableciera Eshelby (1951), cuando
calcula la fuerza ejercida sobre una singularidad realizando una traccion superficial.

A esta altura del argumento, es importante recordar que la teoria de defectos asociada al
concepto de inhomogeneidad estuvo asociada a la explicacion del fenémeno de fractura. Mura
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(1987) reescribe el problema de Eshelby y construye un tensor de cuarto orden anélogo al tensor
elastico clasico, pero ahora definido en el interior de la inclusién, objeto ya definido por Eshelby.
La idea que subyace es que los defectos progresan y finalmente definen una condicion general de
fractura del sdlido, al decir de Maugin “Las fuerzas configuracionales detectan inhomogeneidades”.

La operacién definida por Eshelby en su Gedankenexperiment se denomina “transplante”, la
tesis que prueba Eshelby es que el transplante genera, en el nuevo sélido transplantado, un residuo
deformacional que queda asociado a un defecto, de modo que el tensor energia-impulso del cuerpo
transplantado contiene la singularidad manifestada por la presencia de fuerzas configuracionales.

AUn hoy, los diversos autores utilizan estos tres tipos de fuerzas, a saber: materiales, de in-
homogeneidad y configuracionales como sindnimas, pero distan mucho de serlo. Por ejemplo, las
fuerzas materiales y también las de inhomogeneidad estan definidas Unicamente en la configura-
cion no deformada, y estas ultimas asociadas al total de fuerzas configuracionales que actua sobre
y entre los defectos, las fuerzas materiales estan asociadas a la geometria de la variedad donde
se define el problema elastico y no necesariamente son fuerzas configuracionales.

Por otra parte, las fuerzas volumétricas definidas en la configuracion deformada, con existen-
cia fisica real, a través de una transformacion de Piola-Kirchhoff, quedan expresadas como fuerzas
materiales ahora en la configuracién no deformada, vinculadas directamente a la divergencia del
primer Piola-Kirchhoff, o del segundo Piola-Kirchhoff, mientras que en la representacién no defor-
mada la divergencia del tensor de Eshelby nos da la fuerza de inhomogeneidad representativa de
todas las acciones configuracionales sobre y entre defectos.

Cabria afirmar entonces que la micromecanica y las microelasticidades asociadas surgen co-
mo consecuencia del concepto de inhomogeneidad sostenido este por el tensor de energia-impulso
de Eshelby en la configuracion no deformada.

En la configuracion deformada y cuando se trata de una inclusion, T. Mura prueba la existen-
cia de un tensor de Esheby de cuarto orden que puede vincularse de manera sencilla con el tensor
de segundo orden de Eshelby tal como se estudiara en el Capitulo 3, en relacion con el problema
microelastodinamico. De todas maneras, adelantamos algunos de estos resultados:

Tensores de Eshelby en la configuracion no deformada, y en funcion de los tensores de
Piola-Kirchhoff, primero y segundo (Ogden, 1997; Han y Atluri, 2014) y de los tensores de Cauchy-
Green derecho y de Green-Lagrange.

Kap=Wbap—Fj,Prg ; Kap=Wap—F} (FrcSca)

oW
Kak = Wdak — {m} ; Kak = Wdak — 2{

o]

Tensor de Eshelby en la configuraciéon deformada, y en funcion de los tensores de Piola-
Kirchhoff, primero y segundo (Eshelby, 1975; Han y Atluri, 2014)

Kij = W(Sij — OjkUk,j = Oik = (W(Sij — Kij)uj_,i (2.13)
Kij = Woij — (J'PiaFy)ux,; ; Kij=W&ij— (J 'FiaSapFg, )u, (2.14)
Py = ](W(Sij - Ki]'uj_,k)Fk_X = Spp = ]FAZ-I(W(SZ']' - Kij”;i)cm_laT (2.15)
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Relaciones entre el tensor elastico de cuarto orden y el tensor de Eshelby en la confi-
guracion deformada y no deformada respectivamente:

Cikim = (Wdij — Kij)uj_}ul_li . Cikim = (J7'F;{ (Wb4p — Kap)Fp)u;,,  (216)
Relaciones entre los tensores de Eshelby de segundo orden en la configuracién no deformada y
deformada

Kap = Woap = JF); - (Wojk - ugp) - Fiy +JF ;- (Kjic - ugy) - Fiy

Relaciones entre los tensores de cuarto orden elastico y de Eshelby con el tensor de segundo
orden de Eshelby en la configuracion no deformada, este Ultimo para el interior de una inclusion de
cualquier forma:

=T Woas — K R 17
Sflfm = ]_I(F;L\T W —Kap - Fj) ® (&,,) "

&), ,,- deformaciones residuales (eigenstrain)

En definitiva, la teoria de la uniformidad material y la ausencia de homogeneidad defendi-
da por Epstein y Maugin en términos geométricos (Epstein y Maugin, 1990, 1997) —siguiendo los
primeros trabajos de Noll (1967) y Wang (1968)— produce una caracterizacion directa de la unifor-
midad en términos de un tensor de tensién material K 4 llamado tensor de tensiones de Eshelby.
Este es el dual del tensor energia-impulso de primer orden de la configuracién de referencia, de la
misma manera que el primer tensor de Piola-Kirchhoff: P; 4 es el dual del gradiente de deformacion
clasico.

Definimos la densidad de energia en la configuracion no deformada W (F; X) donde F es el
gradiente de deformacién con respecto a la configuracion no deformada y X son las coordenadas
materiales. Removemos la dependencia explicita respecto de X efectuando un cambio local K (X))
en la configuracion de referencia. Asumiendo que J es el det F, escribimos W = W(F, X) =
JTYW(FK(X)) = W(F, K).

Py = % , Kap = Woap — F),Pig = b} = —g—IZKgA
De modo tal que las fuerzas de inhomogeneidad entendidas como suma de fuerzas configuraciona-
les que emanan de todas las inhomogeneidades materiales de un cuerpo se escriben de la forma
siguiente ‘
Kap,p = —bi}"

En general son fuerzas configuracionales aquellas que actuan sobre y entre los defectos elasti-
cos como por ejemplo vacios, grietas, interfases, dislocaciones, disclinaciones e inclusiones, son
fuerzas impulsoras termodinamicas (Maugin y Epstein, 1998; Cleja-Tigoiu y Maugin, 2000).

Las fuerzas configuracionales son entonces energéticamente duales respecto de los cam-
bios de geometria o de forma del solido.

Seguidamente se muestran las transformaciones entre representaciones de estados tenso-
deformacionales, en un intento de interpretar la accion de las fuerzas configuracionales y de homo-
geneidad que operan en un sdlido a escala meso y micromecanica.
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Transformaciones entre representaciones

T de Piola - -
Ei: Pjaa= _b? » Eai ojkk(X) = -bj(X)
T de Piola
A 'y
P-back P-forward P-back P-forward
A 4 v
; T de Piola
Bt Kans = b} i =Y
T de Piola

Figura 2.2: Transformaciones entre estados tenso-deformacionales en diversas representaciones

Se analizan a continuacion las transformaciones asociadas a cada estado de tension defor-
macién, a partir de lo explicitado en la Figura 2.2.
a) ojkk +pbj(X) =0 enRi; ojx =] 'Pja-Fl,
(J7'Pia-FL )k +pfi(¥) =0 enRy
Pia-(J'FL) k+] ' PiaxFy, +pfi(X) =0 enRy =

| [
:0 =PjA,A

= PjA,A + Jp f](f) =0 enRy= PjA,A + pof](f) =0= PjA,A = —b?
—— ~—_——
po b?

b) Kap = Wbap — F;l]l *Pjp = Pjp = FjaWdap — FjaKap
Pjpp = (Fja(Wdag)),s — (FjaKag) B
Pipp = (Fja(Wda3)),8 — (FjaKag) B

Pjgp = (FjaA(Wp0ap)) + Fija,s(Wdap) — (FiaKap) B
——
-0

Kapp = (W,B(SAB) - FA;P]'B,B = —bxh = |KapB = —bfrh

c) Kap = Wdap — PB; F]'A = pAj = W(SABF];]-l - KABFI;].1
Ppj i = W,jéABngl + Wbas nglr]- —-Kup ngll]- —KAB,]'PE].I

—— ——

-1 -1 0 0
Pyjj=W,dapFg; — KapFg; = b, = |paj;=-by,

_ T . o p-1p-T .
d) paj=JFu - 0kj 5 0k =] Fry-paj
_(p-1p=T\ 1 p-T _ _
okj,j = U Fia) jpaj + ] Fip pajk == Pkjj = |0kjj = —bj
N e’ oo’ S~——
=0 =Pkjj bj
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Transformaciones de Piola y operaciones pull-back y push-forward

oik =J~ (PIA k) Es = E; =Joij - ]II
Kap=Wbap - PAj iB Es=E4 paj= W(SABFB]- - Km&ng]-1
Kap =Wbap — A] Pjp Eo = E3 Pjp=FjaWdap—Fja-Kas

ojk =] 'Fi{ -pax Ea=Es paj=JFy, - o

Caso 1. Calculo de las fuerzas inhomogéneas
Kap=Wbdap - FZ;]. “Pja A Pjg = Fjp-Spa = Kap = Woup — F,Zj - (Fjc - Sca)
Kag =W&ag —Fy;-Pia A Scp = JFci0jkFiy =
= Kap = Woap — JF),(Fic(FGj 0jkFip))
= Kap = Wdap — ]FA]O-]kF s A Ok = I_I(Fj_AT(W(SAB — Kap)F}L,)
= Ojkk = l(FjA (Wb — Kap)Fy,) k

Fuerza de inhomogeneidad expresada en la representacion deformada a partir de la representacion
no deformada

bj=] 1(F L (W84 — Kap)Fp,)

Caso 2. Calculo de las fuerzas inhomogéneas
Kap =Wbap - A] -Pia =
~TET _p-T -T
:)F KAB W(SAB— PA] PjA:PjB—FjAW(SAB_PjAKAB
Pipp = (PA W6AB - ]A KAB)B

Fuerza de in-homogeneidad expresada en la representacion deformada a partir de la representa-
cion no deformada

(P TWoap — KAB),B

Caso 3.
Kap=Woap —paj-Fip = Kapp = (Wbap —paj- Fjp)s

Fuerza de inhomogeneidad expresada en la representacion no deformada

b = (Wbap — ng *PjB).B

Caso 4.
paj = W6ABF§]~1 —Kap - ngl = paj,j = (W(SABng1 —Kap - ngl),j

Fuerza de in-homogeneidad expresada en la representacion no deformada a partir de la represen-
tacion deformada

= (WoapFg] — Kag - Fg))
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Determinacion de la forma de la fuerza de Peach-Koehler sobre defectos o singularidades

Las fuerzas de Peach-Koehler son el primer ejemplo de la existencia de fuerzas configuracio-
nales sobre y entre defectos, vacios, dislocaciones, disclinaciones, etc., (Peach y Koehler, 1950;
Lubarda, 2019) el nombre de fuerza configuracional lo adopta Nabarro (1983) y posteriormente
Maugin y Trimarco (1992). En general la presencia de fuerzas configuracionales en la representa-
cion deformada va a obtenerse al calcular la divergencia del tensor de Eshelby de segundo orden
tal como se indica en las secciones siguientes.

Caso 1. Calculo de la fuerza de Peach-Koehler de naturaleza configuracional
Ki]' = ZU(S,']' — Ojk * Ek]' = W(Si]' - (Pl_Al : 6ABW - Fi_Al : KAB) . ng . Ek]'

Kij;i = (Wbjj - (Fz_Al - 04BW — Pz-_Al -Kap) - ng ©Ekj),j

Fuerzas de Peach-Koehler configuracionales vistas desde la configuraciéon no deformada
referidas a la configuraciéon deformada

fiP_K = (Wi — (F;} - 6aBW — F;{ - Kap) - ng " €j),j

Caso 2. Calculo de la fuerza de Peach-Koehler de naturaleza configuracional
o B —1/. Ty.—1
ik = (wdij — ] (Fia - Kap - FB]')gjk
0ij =] "Fin-Sap - ng ; Sap = ]P;;} $ 0j - Fg]- . Kij =] '(Fia - Kag - ng

Oikk = {(W5ij —J '(Fia - Kag - ng)gj_kl} .

Fuerzas de Peach-Koehler configuracionales vistas desde el sistema de referencia deforma-
do

fT78 = woi; — 7N (Fia - Kap - Fg))ei )k

Otras relaciones del tensor de Eshelby Utiles para calcular fuerzas configuracionales en diferentes
representaciones son

Kap =Wdap— Cap - Spp = Wdap — (P,z]- -ejk - Fxp) - Spp

Cap = (1/2)(F£]. -ejk - Fxp) | ejx —Tensor de Almansi

Oik = 1—‘1.‘A1 - (04BW — Kap) - ng |/ Cap - Tensor derecho de Green - Lagrange

Cjkim = (F;; - 648W —F;; - Kap) - F} &}

sf,jlm = (F{ - 6apW — F;| - Kap) - Fj, (€], )"
Tensor de tensiones poroelastico

En la configuracion deformada y en funcidn del primer tensor de Piola-Kirchhoff, Ledesma
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(2000) escribe
ojk(X, t) = 0](2)(01) + 05, (1) — s Mipa(X, 1) — axMj pu (X, t) (2.17)
o) = UEPAFL, o o) =i (F)PYFL) 218)
‘7](1‘2) = a1Mjipa(,t) = 7 (F)M],paFy, (2.19)
‘7](1?) = asMjipo(¥, 1) = [ (F)M}ypoFy, (2.20)
Paj = J(F)F Zi“}? ; P,(f]-) = 0:(J (F)ngo](-z)) (2.21)

Definicion de las matrices de poro de agua y de aire respectivamente en funcién del primer tensor
de Piola-Kirchhoff (Abousleiman et al., 1993; Cheng, 2016).

M =] (F)M],F,, ; M{ =] '(F)M,Fy,
La dimensionalidad se respeta cuando ambas matrices son mutiplicadas por las constantes de Biot
a1y as.
Tensor de Eshelby poroelastico

En la configuracién no deformada realizamos la siguiente justificacion, partiendo del balance

de momentum en la configuracion material tenemos
Pipa+pofi=0 (2.22)
W

Premultiplicando (2.22) por F; 4
Piaa: Fia = (Pia : Fin),a — Pia(Fia )" = (Pia : Fia),a — Wa — fith
Donde

oW .
Wa = E(E’A)/A +

ﬂ inh _ _ aV_V
0Xx AT 99Xy

F;4=cte.

s
~ dXa

exp

F;4=cte.
b ginh
Kapp+fa" +f4"" =0  Kap=Wbap — FaiPia

La fuerza exterior y la fuerza inhomogénea se calculan de la siguiente forma:

= —pofiPia

. oW

inh — _Z" | fuerza configuracional
A T T, 9

Sustituyendo en el primer tensor de Piola-Kirchhoff (Ec. 2.7) la expresion del tensor de tensio-
nes efectivo poroelastico (Ec. 2.17) asumiéndolo is6tropo, utilizando el tensor de segundo orden de
Eshelby recién definido y sustituyendo en él las expresiones anteriores (Ec. 2.7, 2.17) obtenemos:

Kap = Wdap — Fay - (ch('PE}(Gfl — a1pabji — apwdi)E;)) (2.23)
Kap = Wdap — Fag - (ch(PE}Gleﬁ;T))JF

+ ayFay - (PkC(PE}(Pa 6i)F;7)) + asFa - (PkC(PE}(Pa SiNFF)) (229)

Kapp=0 & fi'=
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La expresion de conservacion del tensor de Eshelby en la configuracion no deformada esta en
Maugin (1993, 2011); Maugin y Rousseau (2015)

Tensor de tensiones poro-viscoelastico en la configuracion deformada en funcién del pri-
mer tensor de Piola Kirchhoff (Bennett, Regueiro y Borja, 2016)

ojk(X, t) = G( )(u) + 0( )(u) alMl]pa(x t) — angpw(x t) (2.25)
o4 =] 1(P)ij % 0 =aU (PP (226)
a](k“) = a1M{pa(x,t) = " (F)Pjap.Fly, (2.27)
](f“’) = angpw(x t) = 1(F)PjprFT (2.28)
= J(F)Fgi0l) Py = 9((F)Fyi00) 229)

Tensor de tensiones poro-viscoelastico en la configuracion deformada en funcion del se-
gundo tensor de Piola-Kirchhoff

k(%) = a<€)(u)+ a(v)(u) O M{ipa(%,t) — M po (%, 1) (2.30)
a@ J"\(F)Fia snggk : (”) = /(] (F)F;aSY)FL) (2.31)
](Z” = T B FaSpaFy ok = (BFaSpeFy, )
s¥) = J(F)F;le f]")P OO &(](P)FAla(]”)F T (2.33)

Tensor de tensiones poro-viscoelastico en la configuracion deformada en funcion del
tensor de Mandel (Bonet y Wood, Non Linear Continuum Mechanics for Finite Element Analysis,
2008);

oi(X, 1) = a< O(u) + 0( 2 (i) - O MEpa(x, t) = asMEp(x, t) (2.34)
a]?,? = 1(F)F MABFTk : (”) = (]~ I(P)F‘TM(U)FTk) (2.35)
0}5”) = aM¥ ikpa : G}ZW) = asM* ikPa (2.36)
Mg = J(F)E}, (E)F oMU =0 (J(F)F}, (”)P T (2.37)

2.3 Elementos de la teoria de espacios funcionales

Las siguientes definiciones enmarcan todos los desarrollos futuros en este trabajo, de modo
que se tornan cruciales al momento de fundamentar muchas de las conclusiones a las que se arri-
ban, en relacién con su estructura funcional, y operacional. Sea CZ([a, b]) = (Cx([a, b]), |l ell).
donde Ck([a, b]) es el espacio lineal de las funciones continuas definidas sobre el intervalo cerra-
do[a,b] € Ry con recorrido en k, sobre el cual se constituye el espacio normado, definiendo:

b 1/p
||f||p={ / dx |f<x>|”} Vf € Clla,b]); Vp:1<p < +oo

Este espacio normado es euclideo si y solo si p = 2. Segun el teorema de completitud,
todo espacio normado no completo admite una coleccidn, Unica salvo isomorfismos en norma, esta
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garantizada, por tanto, la existencia de un espacio completo

L{(la, b)) = (C}((a, b))

Definimos los siguientes operadores vectoriales en forma diferencial

Definicion de Gradiente de un campo escalar

G(p) : E(ACR"®[0,1),[I4]) = E(R" ®[0, 1), [I+])
G(p) = @go =grad(¢) = Fx(xk,t); Vk=1...n

Definicion de rotacional de un campo vectorial

R(ug) : E(GAC R"®[0,1),]14]]) = E(R" ®10, 1), ||
R(ug) = V& ug = rot(ug) = (=) Se(xx, ) ; Vk=1...n

Definicion de divergencia de un campo vectorial

D(ux) : EAC R"®[0,t),[I4) = E(R®10,1), ||l
D(uy) = V- ug = div(ug) = P(xg, t); Vk=1...n

Definicion de divergencia de un campo tensorial

Doj;: ACR™"®[0,t) - R™" ®[0,t)
DG]'Z = diV(Gjl) =0jl, = P]-(xk, t)y Vk=1...n

Definicion de segunda divergencia de un campo tensorial

D(Doji): E(A c R™" ®[0,),|1+]) = E(R™" ® [0, t),||I|)
D(Doj;) = div(div(oj;)) = 0j1,1; = xj(xk,t) Vk=1...n

Definicién de laplaciano de un campo escalar

D(G(9)): E(Ac R"®[0,1), |I+]l) = E(R®[0, 1), [+I])
D(G(p)) = V(grad(p)) = V(Vep) = V2p(xk, t) = E(xg, t) ; Yk=1...n
Definicién de laplaciano de un campo vectorial
G(D(ux)): E(Ac R"®[0, 1), lI4ll) = E(R" @ [0, 1), |I])
G(D(u)) = V(div(ug)) = V(Vugr) = Viur(xe, t) = Fe(xg, £) ; Ve=1...n
Definicién de laplaciano de un campo tensorial
D(D(ojx)): E(AC R™" ®[0,t),]14) = E(R™" &[0, t), I+
D(D(oix)) = V(V(0jx)) = VZojr(xk, t) = gi(xi, 1) ; Ve =1...n

Bnmo'jk,nm(xk/t) = qjk(xkzt) ; Bupy € VP!
Bum =Bmn ;3 Bum0nUm = agvyvy [ Un € S(Q)
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Pertenencia de funciones vectoriales y tensoriales
uk, Sk € Ci(RY) 5 ok € CE(RY™) 5 @, x € Cj(Ro)
Uk, Sk/ ij/ qjk/ Q, Iub/ X € E(q/ ” ” )
Definicién de operador hiperbdlico (Ecuacion de onda)
H(p): E(GAC R"®[0,1),[I%1) = E(R®[0, 1), [I4]|)
H(p)=p(xx,t)Vk=1...n; p€ L*(R,)
H(p) = 2p(xk, t) — a’V2p(xg,t); a € Ry
Definicién de operador parabdlico (Ecuacion de difusién)
H(p): E(AC R"®[0,1),[I#) = E(R®[0,t), [I4]])
H(p) = p(xx,t)Vk=1...n; pe L*(R,)
H(p) = dip(xx, t) — a*V2e(xy, t) ; a € R§
Se escriben a continuacion, diversos sistemas elastodindmicos, acoplado a campos esca-

lares y o vectoriales, los cuales se analizaran en las diferentes aproximaciones teoricas, a ser
desarrolladas en los capitulos siguientes de esta tesis

2.4 Formulacion del problema elastodinamico en las diferentes representaciones

El siguiente cuadro muestra de manera analoga al de la Figura 2.2 las relaciones dindmicas
que se establecen entre las diferentes representaciones de estados tensionales.

9 0 T de Piola . R .
podixj(Xa,t) = Piaa(Xa, t) = =b; p pdiui(X,t) — oj (X, t) = —bj(X, t)
+ T de Piola -
P-back P-forward P-back P-forward
A 4
T de Piola
ItPa(Xa,t) = Kapp(Xa,t) = -Ba |4 | 0097 Xa(xj,t) = pajj(xj, t) = b
T de Piola

Figura 2.3: Representaciones elastodinamicas, para diferentes estados de tensién-deformacion.

Tres de estas representaciones seran estudiadas en esta tesis, a saber: la representacion
elastodinamica clasica en la representacion deformada, la elastodindmica en la formulacion lagran-
giana en la representacion material y se hara un breve recorrido tedrico sobre la elastodinamica
inhomogénea en la representacion no deformada en términos del tensor de Eshelby de segundo
orden expresado también en esta misma configuracién, introduciendo el concepto de pseudomo-
mentum como lo hace Maugin (1993, cap. 4, pag. 88). Finalmente se debe agregar que, en los
capitulos subsiguientes actian como fuerzas exteriores las inclusiones o defectos del material que
van a poder expresarse a través de transformaciones de Piola u operaciones pull-back push-forward
en las distintas representaciones.
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2.4.1 Formulacion de los problemas: elastodinamico y viscoelastodinamico clasicos

Un problema elastodindmico y/o visco-elastodinamico lineal queda definido por la geometria
del sdlido, las propiedades de dicho material, ciertas fuerzas actuantes y unas dadas condiciones
de contorno que imponen restricciones al movimiento de cuerpo. A partir de esos elementos es
posible encontrar un campo de desplazamientos y un campo de tensiones en el sélido, con los
cuales es posible describir y estimar la respuesta activa del medio ante acciones externas, para
el caso micromecanico, las fuerzas actuantes seran llamadas configuracionales o microestructura-
les, seguin nos situemos en la teoria de Eshelby-Mura, Mindlin-Aifantis, o Eringen-Nemat- Nasser,
respectivamente

Condiciones geométricas Leyes constitutivas o de comportamiento para el caso elastico y
viscoelastico

sjk(a?, ) = (1/2)(14]-,;((3?, £) + uk,]-(a?, t)) (2.38)
Eik(X, 1) = (1/2) (1 k (X, t) + 11y j(X, 1)) (2.39)
Gfk(u) = C]?klmslm(f, t) G;Jk(u) = C;’klmélm(f, t) (2.40)
G;k(u) = Clipeim(¥, ) + Cy &1 (%, 1) (2.41)

Para el caso no lineal geométrico tendremos:

eik(X, 1) = (1/2)(uj k (X, t) + up j(X, ) + 1) o (X, )iy (X, 1)) (2.42)
‘E]k(f/ t) = (1/2)(1’[],]((56/ t) + uk,](-;c)/ t) + u],n(f/ t)un,k(f/ t)) (2.43)
t _ - . -
Ojy = C]?klmulm(x,t) + C]Z.’klmulm(x,t)+
p N - o NN (2.44)
+ C].klmum’n(x, Bu, (X, 1)+ Cjklmum’n(x, B, (X, t)

A partir de la densidad de lagrangiano siguiente y del principio de minima accién (Kienzler y Herrmann,
2004; Joly, 2008) (Ver Apéndice C)

=-(Z(uj; aj/ Uj k, T:lj,k) = (1/2)Pu]‘(9_5/ t)l’.’j(f/ t) - (1/2)11]',]((3_5/ t)C]'klmullm(f/ t)_
- (1/2)u].,k(9?, t)C]?’klmul,m(y?, t)+ pu].f].(a?, t) (245)

Obtenemos la ecuacion de movimiento visco-elastodinamica, con condiciones de contorno de Neu-
mann, mixtas y de Robin respectivamente

po"?uj(f, t) — Cjklmul’mk(a?, t) — C]Z.’klmal/mk(f, t) = pf].(a?, t) enRg (2.46)
Condiciones iniciales
ui(x,0)=u? [ u? € (HY(D)® ; dhu(x,0) = w? [ w? € (LA(Dp)?  (24)

Condiciones de Neumann

(=Ctmtm (¥ 1) = Clrptiy ,(F, DA | =8|/ E] € L*(9T1)  (249)
1

Jry
- 0 y Y 7 =t7
(=Citm 1, (X 1) = Cipgpthy (X, 1)1 or, i

. [ t] € L2(dT5) (2.49)
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Condiciones de borde mixtas

(_Cjklmul,m(i’ t) - C]Z']klmal,m(f’ t))ﬁk ‘ = t]{Z

. . /] € L2(dTy) (2.50)

uj(x,t)

—=b —=b 2
=1u u’ € L*(dT 2.51
. ]\m/] (IT) 251)

Condiciones de borde de Robin

_ - _ v . - A - — ﬂ
( Cjklmul,m(x’t) Cjklmul,m(x’t))nk ’ar1+ klu].(x, t) o, t] o, (2.52)
— X,t)—CY, 1, (X,t))f X = ¢b
( C].klmul’m(x,t) Cjklmul,m(x,t))nk ar2+ kQu].(x,t) . t; o, (2.53)
t]l.’ € L%(dTy) tf € L*(T) ; ki, €R] (2.54)
Condiciones sobre las matrices y funciones
v 3X3X3X3 . 3x3 . 2 3
Ciktm Citim €V P €V fi € (LARY)) (2.55)
— — — . v —_ v — v _ v
Cikim = Ckjim = Cikmt = Comjk 5 Ciim = Crjim = Cikmr = Cimji (2.56)
Coittm¥ix%m > 00305 i Ciipy 0jk0im > bo0jk0ji 5 a0, bo € Ry (2.57)

Vjk € F (C Vjk € F,(C?)

2.4.2 Planteo de la solucion del sistema

Si el sistema es homogéneo: p;;6;; = p se obtiene la clasica ecuacion de Navier-Cauchy.
Las soluciones se construyen utilizando el tercer teorema de Green y la identidad de Somigliana.
Este es el tipo de modelo formal que utilizaremos sistematicamente, ayudados por las distintas
ecuaciones constitutivas. En la configuracion no deformada y en la representacion lagrangiana, la
ecuacion de ondas elasticas se escribe (Maugin, 1993, 1995, 2011):

Pod7x,(xi(Xa,t),t) — Piaa(Xa, Fia) =0 en Ry (2.58)

Expresando el primer tensor de Piola Kirchhoff, en funcidn del tensor de Eshelby
= podixj(Xj, 1) = (JoyF; ) a = 0=
= p0d;xj(Xj, t) = (WdjKF1),a + (KjxFi;),a =0

Entonces, en la representacion lagrangiana, la ecuacion de movimiento para perturbaciones elas-
ticas en términos de los tensores de Eshelby en las configuraciones deformada y no deformada se
escriben
2 -1 -1
poat x]'(Xj, ) — (W(SijkA),A = - (KjkPkA)/A (2.59)
——e
Fuerza configuracional

Utilizando el segundo tensor de Piola-Kirchhoff obtenemos

poa?x]‘(X]‘, t) — (FjAW6AB),B = - (FjAKAB),B (2.60)
————
Fuerza configuracional

Haciendo:
(WoiF; )4 = (FnaXjn),A

Juan Carlos Barreto [42]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

Donde se utilizado la identidad de Laplace-Beltrami, para construir el analogo del laplaciano clasico
isotropico.

Tenemos, con el tensor Eshelby en la configuracion deformada, el siguiente problema de
valores iniciales y de borde, donde se ha impuesto una condicién de Neumann en la interface
inclusion matriz y otra del mismo tipo en la superficie limitadora de la matriz:

podixj(Xj, t) = (Feaxji),a = (KjkFa),a  en Ry (2.61)
4(X;,00= ) [ 20 € HYDOP 5 9,0 = 0 [ wl € (LDR) (8)
— Fkij,kﬁA ‘ = _KjkPk_jﬁA )81" i pPo € Ra (2.63)
in—-M in—-M
— . — _q4a a 2 2
Fiaxjxfia ‘ar = —t; arM/ t; e (L“(dT'pm1)) (2.64)

Pre-multiplicando (2.58) por el tensor F4;: (Ver Ap. 3)

p0d; X, =Wo up p +F - (Fic(J - cha]l 3)p=-b" enR, (2.65)
X,(%,0)= X5 / X} € (Hy(Dy))® ; 9:X,(%,0) = X§ / X§ € (L*(Dy))° (2.66)

W ypity + Fap - (Fio(] - Folot] Ei )i =T e RS (267)
T ol
X, =0 ;5 TMe(L*@))?® ; by e(L*(al))? (2.68)

al'y

El problema de condiciones iniciales y de borde para el caso elastodindmico general con con-
diciones de contorno mixtas utilizando el teorema de Helmholtz 14 jux — 11,k — €1pg (Ekgrttm,rp)
nos permitira escribir el tensor de tensiones de la siguiente forma

e
Cl(],zluz,k - ij]zl(flnp(‘sknqup,q)) (2.69)
De modo que la ecuacion elastodinamica sera
tul(x t) - l]klul,kj(x,t) + ijkl(slnp(sknqup,q(x,t))),j =pfi(¥,t) enR, (270)
Las condiciones iniciales se escriben

u (X, t) = ul /u) € (Hy(Dy))? 2.71)
oruy(%,t) = wi;/ € (L*(Dy))? (2.72)

Las condiciones de borde se establecen sobre la superficie M = JI'1 U 9T’y

- (Cl(]e,zlul k= f;,zl(slnp(fknqup,q)))ﬁj =

=t — &), U5 (% t)‘ /%, u e (L%(aTy))? er
=5 T Eupthnp\ X jrHnp 1

u (3, t)) ( i} € (L2(3T2)) @74
fe (2RO : pe RS
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Para el problema visco-elastodinamico tendremos

61‘]'(3_5/ t) = Cie]'kl”kll(fr t) - z]kl(‘c’mnP(Elnq P, q(x t)))+

+ C?jkli{k,l(f, t) - ijl(gmnp('glnq P, q(x t)) = (2.75)
= Clithy, (X, 1) + C?jklak,l(x’ t) - Cijklcpk,l(x’ t) = Cii Py, (X, 1)

El nuevo problema generalizado visco-elastodindmico se escribira asi:

2 > -
Opu (X, 1) = Clpppthy i (X, ) = Chiptty (3, )+
+ Cotm (Emnp (&1t (X, D)) o+ Chip (0 (8,18 4 (X, 1)) 4 =
= pf].(a?, t) enR, (276)

Las condiciones iniciales se escriben
u].(a?, 0) = u]Q / u](.) € (Hy(Dy))? 2.77)
dr;(%,0) = w‘f]. / w(l’j e (L*(Dy))? (2.78)
Las condiciones de borde mixtas seran:

e - A v . - e e A
= Cliepm (X, )7 ‘arl = o mic 3 8) = Clpy €1 (Emngthy o (X, )7

Ty

e - A —_ a _ a - _ 0 a -
C]kszmp(fmnq”p,q(xrt))”k ‘arl_ (tj sjnpun/p(x,t) sjnpun/p(x,t)) ‘ar
(2.79)

¢, i, € (LXIT)))

u(x t)

i, /T (WO f e (LRO) s pe R 280

El problema de Cauchy y de condiciones de borde para el problema elastodindmico asociado
a la interaccién entre una inclusion embebida en una matriz, cuando suponemos que existe una
tensidn configuracional aplicada en la interface inclusiéon-matriz sera:

pIFuj(X, 1) = Cyp it mi(X, £) = (I~ (Fja(W 8 48)Fp)) k=

— (J7'(FjaKapFg;))x  en Ry
uj(%,0) = u? / M,Q € (Hy(Dy)’ ; o (¥,0) = w? / w]0 € (L*(Dy))’*
= Clpt1,m (X, )i ‘ar = (J7 (Fja(Wd ap)Fp} )i T

in-M in—-M

— (7' (FjaKagFg} )ik o

in-M
- Chpmm(E 0] =] /e @Har)y

e 3X3X3X3 . ~e — (¢ — (¢ — (e
C]klm eV C]klm Ck]lm C]kml Clm]k

C¢

St mik > Aokl 5 ag € Ry ujx € F(C°)
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2.5 Prueba de unicidad

En particular consideramos un tipo de problema elastodindmico restringido, de desplaza-
miento puro, este hecho no limita los resultados que se obtendran a continuacion. Para probar
unicidad suponemos la existencia de dos campos que satisfacen idénticas condiciones iniciales y
de borde, aunque suponemos inicialmente que se trata de dos distribuciones de desplazamiento
distintas, esta contradiccion solo podra salvarse si es posible probar finalmente que:

u].(a?, t) = vj(X,t) (2.81)

Los campos:

satisfacen el siguiente problema de condiciones iniciales y de borde (2.39), haciendo, C]?’klm =0,
tenemos:

Fui(X, 1) = Cyppy i (3,1) = pfi(3, 1) en Ry (2.82)
u,(%,0) = u]‘? / u](? € (H}(Dy))? (2.83)
dru;(%,0) = w% / w?]. e (L*(Dy))? (2.84)
— Cthy (F DA ‘a AN CRC (2.85)
u(F, 1) )m = 71! ‘ [} e (L) ; f, € (LR (2.86)

Parav;(x,t)

afv].(a‘c’, t) — C]‘?klmvl,mk(a_f, H(E, 1) = pfi(¥,t) enRy (2.87)
v,(%,0) = v? / v? € (H}(Dy)) (2.88)
9,v,(%,0) = wl; / w), € (L(Dy)) 2.89)
— 0 D )a = t7| /4 e @on)y? 2.0
0.(, t)( | /3 € (L2(3T)) 2.91)

Multiplicando (2.66) por v].(y?, t)y (2.72) por u].(a?, t)

pvj(a?,t)82u.(9? t)—v. (x t)C]klmul,mk(f,t) = pvj(a'c’,t)fj(f,t) (2.92)
pu].(a?,t)& v.(X,t)—u. (x t)C]klmvllmk(J?,t) = pu].(a?,t)f].(f,t) (2.93)

Restando (2.92) de (2.93) e integrando tendremos

p/ dt {///d3x (u (X,1)0%v; (f,t)—vj(f,t)afuj(f,t))}+
/ dt {///d3 v (x t)(C]klmulm(x t)) = U (x t)(C]klmvlm(x,t))’k}} =
= p/ dt {///dgx (uj(a?,t)8t20]-(f,t)—v].(f,t)8t2uj(f,t))}+
0 14
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t
+/0 dt {///‘/d3x (U].(J_c’,t)kalmul,m(f,t) u. (x t)C]klmvl,m(f,t)),k}+
t
+/O dt {[//Vd?’x {skﬂvj(a?,t)(slmnC;npqup,q(f,t))—

=& (X D)€, CrunpgOp.g (X, 1)), }}

= p///d3x (u.(a'c',O)atv.(J?,O)v.(J'c',O)Qtuj(a?,O))+

/ at {///d3x (0%, ) Cly (%, 1)) o = 1 (%, t)(C]klmvlm(x,t)),k)} =

—/0 dt {jégrdS (v (%, t)C]klmulm(x t)—u,; (x t)C]klmvlm(x,t))ﬁk}+

+/0 dt {j%rds L0, £)(8130 €ty o5 D)~

_gk]-lu]-(a?, )(&1in Connpa¥p,q(X, t))ﬁk}}

Sin pérdida de generalidad, dado que no existe derivada oblicua, es decir, no puede expresarse de
la siguiente forma 71; = sl]kb t, pues b es cero.

t
/0 dt {}%rds {‘Skjlvj(z’t)(‘c’lmnC;”Punf‘i(f’t))ﬁk_

=145 (F, )y Connpp g (F, D = 0

Ademas, debido a que ambos campos satisfacen las mismas condiciones iniciales y de borde final-
mente tenemos:

/Otdt {///Vd?’x {vj(’?’t)(cjkzm”z,m(f/t)),k—

_uj(y?,t)(Cjklmvl’m(Ec’,t))},k} =0 & u; =0,

Para el caso visco-elastodinamico puro la prueba de unicidad idéntica al caso anterior, es
decir se proponen dos campos de desplazamientos, que satisfacen iguales condiciones iniciales y
de borde, aunque, ellos mismos se suponen distintos. (2.81),

Fpui(X, 1) = Clppp g (3, 1) = Cip 1ty (3, 1) = pfi(3, 1) en Ry (2.94)
u.(f, 0) = u](.) / u;.) € (Hy(D,))* ; 8tuj(3?, 0) = w(l)]. / w(l)]. € (L*D,))? (2.95)
= Cpmtty (%, D _— ety mic (X, ) o= t! /1] € (L*(91))*  (29)

= _ =1 =1 2 2
w@n| = ‘&rg /7! € (L(3Ty) 297)

Se escribe un problema analogo para v].(J_E, t) y se procede analogamente respecto del problema
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anterior, obteniéndose entonces

p/otdt {///d3x (u.(a?,t)&tzv‘(f,t)—v.(f,t)&fuj(f,t))}Jr
/ dt {///d3 v (x t)(C]klmulm(x t) + ]klmul,m(a?,t)),k—

_uf(x' t)(cjklmvl,m(x' t)+ C]Z')klm@l/m(f’ t))rk}} -

= P{///d3x (u.(y?, O)&tv.(a?, 0)—0.(97, o)atu,(fl O))} +
/ dt {///d3 v. (x t)(C]klmulm(x t) + ]kzm“z,m(frf)),k—

—14(%, ) (Cliy 0 (X, f)+C]klmvl,m(x't))fk}} -

t
:/O dt {ﬁgr {v (& Nty (o D)+ Cygtty (F, )~
1 (F, (0 (E, 1) + ]klmvl,m(a?,t))ﬁk}}

Nuevamente llegamos a la condicion:

/ gt {///d3 0. (x t)(c]klmulm(x t) + ]klmullm(y?,t))’k_

(T, D)(Cyy 01 1)+ Cly m(x,t)),k}} ~0
Que solo es cierta si y solo si uj(a?, t) = vj(a?,t) A a].(a?, t) = zbj(a?, t) Se prueba de esta

manera la unicidad de las soluciones asociadas al problema viscoelastico sin derivada oblicua. Se
han utilizado las siguientes identidades:

///d3xv (%, t)(C]kzmul,m(a?,t)),k = ///Vd?»x Uj,k(f't)cszmuz,m(f,t)—

# dSv. (x t)Ceklmulm(x )i,
or

Tercera identidad de Green:

—///d?’xv.(ic',t)(cj‘?klmulm(a?,t))k =
ﬂ/ A2 (&34 Coppuntimn, ) * (€35 Coppn @) + 14 1Cir(Cogp )
///V 8% (0%, ;g (&1t (F 1)) = 15(F, E)(E gy (€1, 000 (D)) =
- jégrds (&)1 (F, (&0, (B, 1) = £,5,0,(F, (&, 10y (%, D)),
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Para el caso del solido elastico homogéneo e isétropo tendremos las conocidas ecuacio-
nes de Navier-Lamé, y el problema siguiente de condiciones iniciales y de borde sera (Chandra-
sekharaiah y Debnath; Continuum Mechanics, 1994), (Eringen y Suhubi, Elastodynamics, 1975),
(Hetnarski y Ignaczak, The Mathematical Theory of Elasticity, 2013).

pafuj(f, t) — ‘uu].,kk(a_c’, £ —(u+ /\)(uk’k(f, t)),]. = pfj(f, t) enR, (2.98)
uj(f, 0) = u](.) / u](.) € (H&(Dk))3 ; (9tuj(3?, 0) = w? / w? € (LQ(Dk))3 (2.99)
(—pu; (X, 1) = (e + M) ( (X, )7 oL (L*(9T1))? (2.100)
u;(%,t) . ij /i € (L*(I2)*; p,u, A € Ry 5 f; € (L*(Rw))’ (2.101)

Para el caso del solido viscoelastico como cuerpo de Voight, homogéneo e isétropo tendre-
mos, el problema siguiente: (Chandrasekharaiah y Debnath; Continuum Mechanics, 1994), (Brown
et al., Analysis of models for viscoelastic wave propagation, 2018).

pofu; (X, 1) — pu; o (3, 1) = ( + M (3, 1)) ;=

Bt (3,0 — (B + Dl s(E D), = pfi(E, ) enRy i
uj(f, 0) = u](.) / u]Q € (H)(D,))’ ; Qtu].(a?, 0) = w;.) / w;.) € (L*(D,))? (2.103)
(—pu; (X, 8) = (e + D)y (X, D)7, _— o100

(it (7, £) = (1 + Mg (8 00| = 7] /87 € (@)
u(F, 1) ‘arz = 1! ‘% /7 e (LX) ; p,u, A A €R] 2105)

Para esta situacion volvemos a utilizar la estrategia de formar con dos soluciones, que veri-
fican idénticas condiciones iniciales y de borde la siguiente identidad

u].(f, t)&fvj(f, t) — uj(a?, t)&fv].(f, t) + y(v].(a?, t)uj’kk(f, t) — u].(a'c’, t)v].,kk(a?, )+
+ (# + A)(v](fl t)(up,p(fl t)),] - v]'(f/ t)(up,p(';c)/ t)),]) = O (2106)

Probamos unicidad en la misma forma que en las paginas precedentes
///d3x (u,(X,0)0,0.(x,0) — u (%,0)9,v.(x,0))+
v j j j j
t
+ y/ dat’ {///dgx (v].(y_c’,t’)u]. (X 1) = u].(y?,t’)v]. kk(a_c’,t’))} +
0 14 ’ ’
tl
ren) [ { ///V 3 (0,F, )1, (R, 1) | - vj(a?,ﬂ(up,p(f,t'»,j)} -
0

- ///d3x (u].(y?, 0)9,0(x,0) — u].(f, 0)9,v(x, 0))+
1%
t
Fu /0 ar { j%rds (0,(%, ), (7, 1) - uj(f,t’)vjlk(f,t’))ﬁk} ;

t
+(y+/\)/0 dat’ {///Vd‘gx (vj(a?,t’)(up,p(a?,t’))—vj(a'c’,t)(up,p(a?,t’))n].)} (2.107)
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Como v].(a?, t)y u].(a?, t) satisfacen iguales condiciones de borde e iniciales se tiene que:

t
y/o dt’ {/[/Vde (vj(a?,t’)ujlkk(f,t) —uj(f,t’)vj,kk(f,t’))}+
t
+(u +)\)/0 dt’ {///Vdgx (vj(a?,t’)(up/p(f,t’)),]. - v].(a?,t)(uplp(fc’,t')),j)} =0

Que solo se cumple si y solo si:
vj(a?,t) = uj(z?, t)

Los problemas de existencia, unicidad y estabilidad de las soluciones asociadas a problemas elas-
todindmicos, han sido tratados extensamente en Andrianov et al. (2021); Bloom (1981); Hetnarski
y Ignaczak (2013) y Knops y Payne (1971). En algunos casos la prueba consiste en construir un
funcional de energia que se asume convexo, y que para E| 1o = 0, de donde se sigue la unicidad.
Utilizando la primera desigualdad de Kérn como se expresa en Oleinik et al. (1992), se prueban
condiciones de estabilidad, local y asintética de las soluciones.

Las soluciones (X, t) son funciones vectoriales coercivas que verifican la siguiente expre-
sion
ui(xi, t)x;
llxill
El operador elastodinamico Z es autoadjunto y verifica

— 400 i ||xj|| — o0

2
Zu;, ui> > c||luillg

2
pdfu; — Cijrruig1j, ui) > c ||luill

ijpu,i/ Pa,j> 2 C2 ||Pa,i||2

(
(
(oijj i) > e fJuj ]
(
c,c1,02 € R§
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CAPITULO 3

Formulacién del problema microelastodinamico

«...Para que su horror sea perfecto, César, acosado al pie de una estatua por
los impacientes pufiales de sus amigos, descubre entre las caras y los aceros
la de Marco Junio Bruto, su protegido, acaso su hijo, y ya no se defiende y
exclama: “jTu también, hijo mio!”...»

La Trama, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

Se formulan modelos microelastodinamicos y se construyen las soluciones semianaliticas en la
forma de sistemas de ecuaciones integrales cuasilineales. Se describe e interpreta el problema de
Eshelby, como dispositivo de anclaje de la teoria subsecuente.

+ Describir detalladamente el problema de Eshelby y sus implicancias micromecanicas.

* Formular rigurosamente el problema dinamico de Eshelby, al que definimos como Modelo
Microelastodindmico.

+ Construir soluciones semianaliticas, y sus condiciones de validez, asociadas al problema
microelastodinamico.

3.1 Consideraciones previas respecto del marco tedrico a desarrollar

En el marco teorico que desarrollamos asumimos la validez de la teoria de Mindlin-Aifantis,
también llamada de segundo gradiente (Coussy, 2004; Sciarra et al., 2007; Aifantis, 1994) aplicada
a un medio poroso segun el modelo u-p de Biot, donde u es el campo de desplazamientos en el
esqueleto solido y p son los campos de presiones de poro de agua y aire respectivamente, por
lo expuesto es valida también la hipotesis de existencia de un tensor efectivo que generaliza el
tensor de Cauchy. Suponemos inicialmente un sistema isotérmico, en las cercanias del equilibrio
termodinamico, es vélido ademas el principio de mezclas enunciado por A. Eringen.

Al esqueleto solido lo suponemos elastico o en general viscoelastico, para el caso elasto-
plastico, se distinguen dos teorias que difieren conceptualmente en el enfoque que debe darsele a
las variables internas. Por una parte, en el marco de la teoria de mezclas se asume que la inelas-
ticidad esté restringida al esqueleto solido (Borja y Alarcon, 1995; Borja et al., 1998; Bennett et al.,
2016), mientras que, siguiendo la teoria de medios porosos continuos de Coussy (2010), las fases
porosas experimentan también efectos irreversibles como ser cambios en la porosidad (Coussy,
2004; Mroginski, 2013). Las ecuaciones de evolucién de los campos de presiones de poro se ob-
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tienen por aplicacion de la ley de Darcy y el principio de conservacion de la masa, lo cual termina
acoplando el campo de presiones de poro y el campo de desplazamientos.

En el esqueleto sdlido se resuelve el problema de Eshelby en el sentido de determinar la
estructura de una inclusion, de modo que, desde este marco tedrico, se utiliza el término inclusion
asociandolo al de microestructura y por ende definido en términos de fuerzas configuracionales
expresadas en la configuracion deformada.

El sistema obtenido por aplicacidn de las ecuaciones de conservacion balance es de carac-
ter hiperbolico-parabdlico, termodindmicamente consistente, validando la desigualdad de Clausius-
Duhem.

Se formulan los problemas de: valores iniciales (Problema de Cauchy) y de contorno, en
este caso de tipo Neumann, y mixto, en este sentido el problema se dice bien puesto (Well-posed)
en el sentido de Hadamard, se prueban condiciones de existencia, unicidad y estabilidad de las
soluciones fuertes o clasicas en espacios de Hilbert, 0 mas generalmente en espacios de Sobo-
lev adecuadamente definidos. Se persigue, por aplicacion de los teoremas de representacion de
Green-Lagrange la obtencion de soluciones fuertes o clasicas que, en general vendran definidas
en la forma de un sistema de ecuaciones integrales acopladas a las cuales denominamos Repre-
sentaciones Integrales de las Soluciones.

Para la construccidn de las Representaciones Integrales de las soluciones, se utiliza la técni-
ca de las funciones de Green, calculando para cada clase de operador un tipo de funcién de Green
consistente con la naturaleza de la funcion sobre la que actua el operador, asi entonces habra
una funcién de Green de caracter tensorial asociada al campo de desplazamiento, y, funciones
de Green escalares asociadas a los campos de presion de poro de agua y aire. Se construye la
siguiente forma asociada al problema de Neumann (Problema de Mandel en Geomecanica).

t
/0 dat’ {///V d3x’ (8u(X =¥, t = t)Eu (¥, ') - u (¥, ')Egy (R = ¥, £ — t’))} =
K
t
=/ dt’{/// d3x’(g].k(5c’—a?’,t—t’)fk(a?’,t’,u)—
0 Vk

(¥, )8, (6(F ~ ¥t~ )~ 1/V))}

Donde los operadores X, son auto-adjuntos, acotados y uniformemente continuos, sus es-
pectros son completos y forman una base del espacio de Hilbert respectivo.

Utilizando el teorema de la divergencia en la expresion anterior se llega a la representacion
integral mencionada precedentemente. Respecto de los operadores parabdlicos de porosidades el
problema se formula de manera idéntica.

Respecto de la funcion de Green, esta aparece asociada a un problema Backward, y, en ese
sentido es un problema mal puesto (lll - posed) que debe simetrizarse previamente.

Para la formulacion débil se definen distribuciones v y 1, ¢ asociadas a los campos de des-
plazamientos y porosidades respectivamente, todo lo cual conduce a la construccidn de elementos
finitos mixtos.

Junto con los campos de desplazamiento se introducen formas analogas para los campos de
presion de poro de agua y aire Se construye la siguiente forma asociada al problema de Neumann
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(Problema de Mandel en Geomecanica)

t
/ dt’ {'/// d?’x, (ga(f - J_C)/,t - t')EPa(J_C", t’) - pa(fl/ t/)E‘gcx(f - J?/t - tl))} -
0 Vk
t
) / " {/// X' (g(X =%, t =) f(t', po)+
0 Vk

+(_6a(5g - i),/t - t/) - 1/V)pa(3?/ t/))}

El problema de Neumann, en general no tiene solucién Unica de manera que se afiade una
condicion de resolubilidad quedando asi rigurosamente formulado, esta basicamente consiste en
construir una solucién constante que se asume como un promedio de la solucion completa

t t
/0 dt’{ j%rds c;fklmul,m(z’,t’)ﬁk}:_ /0 dt’{ //[/ d?’x’Sf]flms;mlk(f’,t’)}
K
t
/dt’{# ds t]‘?(a?’,t’)ﬁk} =0
0 ar

Para los campos de desplazamientos y expresiones analogas para los campos de porosida-
des

3.2 Problema de Eshelby

La presencia de diferentes tipos de defectos, en los materiales, a escala micro y nano, im-
pactan fuertemente en las propiedades efectivas de estos a escala macroscdpica. Respecto de
estas microestructuras, distribuidas, segun maltiples escalas de longitud y energia, existen diver-
sas aproximaciones teoricas, todas ellas, en mayor o menor medida hacen uso del concepto de
auto deformacion, y asociada a esta idea aparece el concepto termodinamico de transicion de fase.
Asi entonces, podemos pensar el problema micromecanico como proceso de transicion de fase
de una configuracion no deformada a otra deformada, inducida por una nueva clase de objeto fisi-
co llamado fuerza configuracional, los estados meta-estables inducidos por estas, se expresan en
términos de auto deformaciones (Eshelby, 1957).

Las fuerzas configuracionales son acciones dindmicas que reconfiguran geométrica y ener-
géticamente un material, operando sobre los defectos del sélido y produciendo a escala macros-
copica las propiedades efectivamente medidas. Este nuevo tipo de fuerza no reconoce un origen
newtoniano, en el sentido de que no se trata de un efecto inercial sino energético geométrico,
aunque participa de ecuaciones de conservacion balance claramente newtonianas. Asi como en
mecanica clasica la presencia de fuerzas esta asociada a la variacion instantanea del momentum
lineal, en micromecanica las fuerzas configuracionales estan vinculadas al cambio instantaneo de
una nueva funcién vectorial llamada pseudo-momentum.

Por todo lo expresado, queda claro que surge aqui, una nueva mecanica denominada Me-
canica Configuracional o Mecanica Material, esta Ultima denominacion aparece relacionada con
el hecho de que, el sistema de ecuaciones de este tipo de modelos encuentra su representacion
natural en la configuracion no deformada, material o lagrangiana, algunos autores, G. Maugin, M.
Gurtin, entre otros, llaman a este nuevo corpus teorico, Mecanica Eshelbiana, recordando asi la
obra fundacional de J. Eshelby en este campo, al introducir el tensor de Energia impulso que lleva
su nombre y que esta indisolublemente unida al célculo de las integrales J, tipicas de la teoria de
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fractura. De hecho, los primeros trabajos de Eshelby (1957, 1958, 1959) surgen al intentar explicar
los fendmenos de fractura ductil y fragil en solidos.

Existen, otras perspectivas tedricas, a partir de la cuales son posibles de abordar los pro-
blemas micromecanicos, por ejemplo, la teoria de la homogeneizacion. En esta version, se parte
de la definicién de un Elemento de Volumen Representativo o (RVE) por sus siglas en inglés, y
luego, a través de técnicas de promediacion que se desarrollan sobre el sistema de ecuaciones de
gobierno, se obtienen las tensiones y deformaciones residuales como correcciones a las denomi-
nadas ecuaciones constitutivas.

Para generar estas correcciones se definen multiples escalas que conectan el modelo micro-
mecanico (definido a partir de un RVE consistente) con el macromecanico, y es a partir de estas
que se realiza el proceso de promediacidn ya mencionado (Tartar, 1974; Bensoussan y Lions, 1973;
Lions, 1984)

Otra vision tedrica, es la de de Souza Neto y Feij6o (2006); de Souza Neto et al. (2015),
los cuales proponen criterios variacionales microscopicos, escritos sobre los RVE, definidos ade-
cuadamente, y, a partir de técnicas variacionales clasicas, obtienen el sistema de ecuaciones de
gobierno multi-escala, lo cual conduce naturalmente a la obtencion de las tensiones y deformacio-
nes no mecanicas, que, de nuevo corrigen las ecuaciones constitutivas, empleando las condiciones
de Hill-Mandel como nexo para el salto de escala.

3.3 Formulacion del problema de Eshelby

Un aporte sustantivo de Eshelby (1957) destinado a la comprensién de estos es su experi-
mento pensado (Gedanken). Los cuatro pasos del experimento virtual para construir la solucion de
Eshelby son los siguientes (Barnett y Cai, 2018; Meyer, 2014; Bhm, 1998):

a) Se tienen Un sélido elastico lineal con volumen V, y superficie S (matriz). Una inclusion V;
con superficie Sy esta incrustada en la matriz;

b) Se suprime la inclusién de la matriz;
c) Se aplica la traccion superficial T a Sy para que la inclusion vuelva a su forma original.

d) Se vuelve a incrustar la inclusion en la matriz y se quita la traccion T

‘

Figura 3.1: Experimento de Eshelby

El problema de Eshelby con condiciones de Neumann, en términos de la secuencia experi-

Juan Carlos Barreto [54]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

mental anterior se escribe de la forma

e — e * peo— e [ e * — *
&ij = &+ &; = 0ij = Cpjp & = Cyip (Skinm i — £y

. _ e e _ e o x
Oij = Cijklskl = Cijkl(sklnmfmn &)

e _ QEs & e Es &
Cz]klekl Sljmn Czjklgkl Sljmn mn
Es 2 . Es _ e
Cijkz”k,lj(x) Sz;szkl,j(x) enRy 5 Sijun = CijriSkinm (3.1)
Cé u, (X ﬁ‘ —SEs & (R)A. 32
ijkl k,l( ) ] &rinfM ijkl kl( ) Ior,, u (3:2)
Cipt (D] = t9 € (L(ry))? 33

& ].(9?): son las deformaciones residuales no mecénicas.

Condiciones sobre las matrices

e Es 3X3IX3X3 ., ~e  _ e e _ (e Es Es Es
Cl]kl’Sl]kl eV Cz]kl C]zkl Cz]lk Cklz] ! Sz]kl S]zkl Sz]lk
Es . +
Cl]kl 1]£kl > AgéE; 1] ; Szjkl 1]£kl > b ‘c’ El] » o, by € RO

g; €F(C); € € F(SES)

En términos de las condiciones de borde impuestas se escribe la solucion de la forma:

ui(-’_g) = <u(f)> - ‘///Vdgx,gim(f - )Sm]klgkl ](x )+

= Es 2N\ A = 2N (NS
+ jég dS g, (¥ —X)S ]kl‘c'kl(x )n]. ‘8FmM+ # ds g;,,(x —xX")t, (x )n]. o (3.4)

in arl 1
Donde la funcion de Green verifica:

Ct1 81 (AF) = ~0in(B(AT) — (1/V) en Ry 35

ijkzgkn,z(Af)ﬁj‘ =0 ; ijkzgkn,z(Af)ﬁj ‘arlzo (3.6)

d in—-M

La condicion de resolubilidad es:

j% a5 g, (F ~ )86,

— 2N (2N
rm M - ,#‘ dS g (x )tm(x )n] arl

///dgxl (8 (% - )Sff]klsz,j(?)

3.3.1 Justificacion de la relacion entre el segundo tensor de Eshelby y el tensor de cuarto
orden de Eshelby-Mura

Una inclusién no homogénea, Q, con una forma arbitraria y cualquier distribucion de de-
formacion inelastica, incrustada dentro de un cuerpo homogéneo y sometida a cargas externas
arbitrarias, puede ser igualada al efecto que produce una inclusion homogénea que acompana a
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Figura 3.2

' D-£2

Figura 3.3

una distribucion de deformacion propia equivalente dentro de ella. Las distribuciones de tension y
deformacion total en el sistema no cambian, es lo expresado graficamente en las Figuras 3.2y 3.3.

La justificacion formal de lo expresado en los graficos precedentes, puede expresarse en la
forma siguiente:

* X *\ _ e X 0 =2
Clini(&rt + € — €)= Cijkl(gkl +egg &) YXeQ
C;.*].kl, Cl?].kl: son las constantes elasticas de la inclusidn y del sustrato respectivamente.

¢+ Deformacion residual en la inclusion inhomogénea

stl: Deformacion elastica en la inclusién homogénea inducida por fuerzas exteriores conocidas,
que se denotan como X
821: Deformacion residual en la inclusion homogénea.

Si no hay fuerzas exteriores:

* % 0 N
Ci]'kl(‘skl - 'Skl) = ijkl(fkl - Skl)Vx e =

oL _ e . * . % _ QEs *
&kl = Cijkl' Eun = Okl = (Clkmn' Cmnsp). &p = Slkspesp
E .og*
Sks = ¢, GEs Kii = Wor = (S, &p) - tim)
= et " _
lksp = ClkmnOmnsp Kap = Woag = J(F), - (Sflip: &) Fig) - thm,1

Relacidn entre el tensor de Eshelby de segundo orden y el tensor de Eshelby Mura de cuarto orden
en las configuraciones deformada y no deformada respectivamente

St V¥, ghs =gk = gEs . esun tensor definido positivo.
msp kmsp mksp kmps

Relacion entre el tensor de cuarto orden de Eshelby-Mura y el tensor de segundo orden de
Eshelby en la configuracion no deformada:

Sflfz,ﬂ = [T (FjaKapFg)(€),,) ™" = ] (Fia(Wdap)Fz)(g),) "
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A continuacién, formulamos un conjunto de problemas de Eshelby de gran interés en micro-
mecanica, en la configuracién no deformada

* Problema de Eshelby como transicion de fase, de la configuracion no deformada a la defor-

mada Maugin (1979)
~Hiaa T _SfAkBEZB,A
—P 0, Mg _SjEAkB SN P
Donde se han definido:
ajk(a?) = C;kZm”z,m(’?) ; (;].k(a?,t) = C;.’klmul/m(a?,t) (3.8)
0y =] 'PyFs 5 0 =] 'FS,Fp (3.9)

ajk(f,t)zat(]—lpmpgj) : ajk(a?,t)zat(]—lP].fsABng (3.10)

Condicién de equilibrio y fuerza configuracional

— 0 =pfi(X) enRq (3.11)
pfi(X) = =85, (%) en Ry (3.12)
Sitim = 7 (FiaKapFgp)(e),) ™ = T (Fia(W8ap)Fgp)(g,) " (313)

* Problema de Eshelby en la configuracion deformada

e ) — Es * =
- Cjklm”l,mk(x) - _Sjkszzm,k(x) en Ry (3.14)
e byd _ Es *
= Cim ), (X) ) o= Stk &, (X) . (3.15)
— C¢ Y — 44 a 2 2
Cltm 1, ()11 ‘arl t; arl/ ti € (L°(dl1)) (3.16)

* Problema de Eshelby en funcion del primer tensor de Piola Kirchhoff, expresado en la confi-
guracién deformada, con condicion de borde sobre la interfaz inclusién-matriz JT';,,.

(="' PiAFp) ;= =Si;

iakpxp,a(x,f) en R (3.17)

Se impone una condiciéon de Neumann en la interfaz inclusién-matriz
-1 T\~
(=] P, Fy ) 5

-1 T A
(=] PiAFAj)nj

_ Es * -~
L= =S kpEep(x, A, - (3.18)
in-M in-M

Y a 2 2
= t; arl/ t! € (L*(dI'1)) (3.19)

ar

* Problema de Eshelby en funcion del segundo tensor de Piola Kirchhoff, expresado en la
configuracion deformada

(=] 'Fi) SapFp) i = ~Siap€ipal¥, 1) enRy (3.20)
-1p-T T \s — E * ~

(=] Fi4 S4pFpji; T =S pEep(x, i, _ (3.21)
-1p-T T\s — 2 2

(=] F, SABFBj)n]. . t! arl/ t! € (L*(dT'1)) (3.22)
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Condicion de equilibrio viscoelastica con fuerzas configuracionales expresadas en la confi-
guracion deformada

- ojk/k(fc’, t) — ('fjk,k(a_c’, t) = pf].(a'c’) en Ry (3.23)
0, (%,0) = a](.)k / a](.)k € (Hy(D,))> (3.24)
() = =875, €, (D) en Ry (3.25)

Condicidn de equilibrio viscoelastica con memoria y fuerza configuracional

- O']'k/k(z/ t)—(g(s)o é-jk,k(f' s)) = Pf](-')_c)/ t) enRg (3.26)
0,(%,0) = O']Qk / O']Qk € (Hy(D)>® ; geL*RY) (3.27)
pfi(E 1) = —szfsz7m,k(’7r ) enRy (3.28)

Condicion de equilibrio viscoelastica con memoria y fuerza configuracional

= 0,1 (X, 1) = (8(s) 0 0y (%, 5) +(3(5) 0 65y (¥, 5) = pfj(X, ) en Ry
pfi(E, ) = =S5 & X enRe 5 g, 8 € L(RY)) (3.29)
04(%,0) = a3, / oy, € (Hy(Dy))>® (3.30)

* Problema de Eshelby viscoelastico en la configuracion deformada

> o - _ E % -
B C;klmul,mk(x’ t) - C;’k,mul,mk(x, t) = —Sjks,m &, (X, 1) en Ry (3.31)
uj(x,0) = u;-) / u](-) € (H}(Dy))? (3.32)
> . - _ E % =
(=Cietm™1,m(X) = Cliptly (X, D))y |arm_M = -8k & (¥)n, (639
= N - _ 2 9
(Cltmthy (X, 1) + Clipp 1ty 4, (X, £))11 _— t arl/ t! € (L°(T1)) (3.34)

* Problema de Eshelby viscoelastico no local en la configuracién deformada

- kalm“l,mk(f' t) —(g(s)o C;’klmul,mk(f,s)) = —Sf,flme’;mlk(f, t)en Ry (3.35)

u,(%,0) = u? / u? € (H}(Dy))? (3.36)
(~Cytty (B = (§() © Cptty (% 8D |armM _

=-S5 & (X)n, ‘armM (3.37)
(~Cltt Er 1) = (8(5) © Clyity (F, ) (arl =e| (3.39)

t e (L@r)) ; gel’ Ry

+ Problema de Eshelby en funcion del primer tensor de Piola Kirchhoff, de tipo viscoelastico
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expresado en la configuracién deformada

U™'PaFp)),j + 9™ PigFy))j = =Siaipeip 4 (X, ) en Ry (3.39)
uj(%,0) = u / u € (Hy(Dy))* (3.40)
-1 T -1 T A _ E * A
(~U7'PFL) — A Py F )i )MM = —SEneisl D, | a4
(U 'PyFy) = o' Py Fy DA, | =tf| [ t! € (L*(dTin))* (3.42)
] 177 T oty ary

+ Problema de Eshelby en funcidn del segundo tensor de Piola Kirchhoff, de tipo viscoelastico
expresado en la configuracion deformada

(=] ' FiA SapF)),j = U i) S spFp)j = ~Siappéipalx,t) eN Rk (343)

u,(%,0) = u;.) / u](.) € (Hy(Dy))? (3.44)

arin—M

_ Es * ~
= =S pEp(x, i, _— (3.45)

(—-J7'F;[S ABP];.) - (J'F)'S ABng)ﬁ ;

1 p-T T s
U™ Fy S apFpi)7;

_ g4 a 2 2
- t; arl/ t! € (L*(dI'1)) (3.46)

d

+ Problema de Eshelby en funcion del segundo tensor de Piola Kirchhoff, de tipo viscoelastico
con memoria, expresado en la configuracion deformada

(<] F) S apFy) ;= (8(5) 0 0 F[S 1 F) ) =

= =S s€p (X, 1) eN Ry (347)

u].(a?, 0) = u]Q / u]Q € (Hy(Dy))? (3.48)
(=7 F S 15Fp)) — (8(5) 0 9 (U™ Fi S ypFp )AL =
al—‘in—M
= =S g€ (x, i, -
-1p-T T\ — 2 2
(-] 'F;} SapFp)f; . t} arl/ t/ € (L*(dI'1)) (3.50)

+ Problema de Eshelby viscoelastico con fuerza configuracional asociada una inclusion viscoe-
lastica en la configuracion deformada (Shahidi et al., 2014; Laws, 1980; Barthélémy et al.,

2016).
= . - _ E % -
- kazm”z,mk(x' t) - C]z'}klmul,mk(x’ t) = —SijZmEZm,k(x, t)+
= S & k(K. 1) en Ry (351)
Cltm ™y i (X, 0) = ”]Q / u;') € (Hy(Dy))? (3.52)
(~Chn D~ Cht 0], =
=-Sks & (%, t)n, ‘ar - S]’.Ek”lmé;m(a‘c’, tyn, L 383
in-M in—-M
(=C %o 1) = Clip iy (X, )11 )arl =tf| /1 €O s
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* Problema de Eshelby viscoelastico no local con fuerza configuracional asociada una inclu-
sion viscoelastica también no local, en la configuracién deformada

C]klmul mk(x t) (g °© C]klmul,mk(f’ t)) - kaslm‘glm,k(f/ t)_
—(go ka”lmélm,k(a?,t)) enRy; g€ L*RY); g€ LARY)) (355)

u,(%,0) = u‘? / uQ € (Hj(Dy))? (3.56)

(- C]klmul m(x) (g ° C]klm”l,m(;f/ t)))nk |81" =

in-M

E * 2 .
= =80, &, (%, t)n, —(go S]klmelm(x,t))nk o (3.57)

in-M in—-M

(= C]klmulm(f’t) (gOC]klmulm(x’t)))nk‘ =
4 aI'y

=t
I lor,

/] € (L%(dT1))* (3.58)

* Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes asociado a la difusién de esfuerzos
(Showalter, 2015)

- - _ E
at'gjk(xr t) — C;klmnpgnp,ml(xl t) = S]kslmnp np, ml(x t) enRg (3.59)
£,(%,0) = &), /&) € (Hy(Dy))™® (3.60)
- A _ E * - A
C]eklmnp Enp,m (X, D) = —Sjkslmnpsnp,m(x, ), . (3.61)
C]eklmnp np, m(x, t)ﬁl . = t“ / € (L2(ar1))2><2 (3.62)

* Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes asociado a la difusién de esfuerzos

Ottt (1) = iy (F, D)t = Sf,flmnp (1) enRe (369

u]',k(f/ 0) = u;'),k / u;'),k € (I_I(%(Dk))gx3 (3.64)
2 ~ _ E * - N
— Cyny iy (B, D) )arm_M = S Erp DR a6
¥ 2 — 2 2X2
=l 0y (B0 | = 0]/ 80, € (L20T) (366)

* Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes asociado a la difusion de despla-

zamientos
(R, 8) = Cp 0 (B, 8) =SB &, ((F,1) en Ry (3.67)
u(%,0) = u](? / u;.) € (Hj(Dy))? (3.68)
— Cptty o (F D) ’arm = e E 0| (3569
= Chtt (% 0y | = 7|/ 8 € (L))’ (3.70)

* Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes con memoria asociado a la difusién
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de desplazamientos (Difusién en el sentido de Showalter, 1997)

&tuj(f, t)—(go C]?klmul/mk(f, s)) = —Sf,flme’l‘m,k(a?, t) enRy 3.71)
u,(%,0) = u;.) / u](.] € (Hj(Dy))? (3.72)
—(go C;klmul,mk(a?, S, ‘ o=

= SR i@ 08| g€ IARY @7
= (8.0 Cloyty (& 0| = 22|/ #7 € (L30T a74)

* Problema de Eshelby en términos del operador de Stokes viscoelastico, asociado a la difu-
sion de desplazamientos (Showalter, 2005)

atu]'(f/t) - C]?klmul,mk(f’ t) - (g o C;]klmasul,mk(f/ s)) =

= —Sf,flme}*m,k(a?, t)en Ry (3.75)

u].(y_c’, 0) = u](.) / u]Q € (Hy(Dy))? (3.76)
(=Clpm My, m (X, 1) = (& © Cly 14y, (X, ) ‘arm_M =

= -SEnEnE0R [ em

(=Citm 1, (¥, 8) = (8 0 Clpthy (X, D) ‘arl =t aTy 70

g € LA(R)) ; t] € (L*(aI))’

3.4 Problema de Eshelby dinamico

Formulamos rigurosamente el problema de Eshelby dinamico univoco en la forma siguiente:
Sea B una region regular y acotada de R, con frontera 0B, y sea: 7 la normal exterior a dB. Sea
B;,,_ una region regular y acotada de R3, interior a B, con frontera dB;,_, y sea: fii,_p la
normal exterior a dB;;, . Establecemos que los siguientes datos se asignan sobre By B, m
respectivamente.

a) El campo elastico o de Navier-Cauchy o[e](X); donde o[e] es una aplicacion sobre, que
va de o (el espacio de los tensores de segundo orden) dentro de sima|e] (el subespacio de
tensores simétricos de o).

b) El campo de tensiones residuales o de Eshelby 6*[+](X); donde 6*[] es una aplicacion
sobre, que va de ¢ (el espacio de los tensores de segundo orden) dentro de sima™[e] (el
subespacio de tensores simétricos de o).

¢) La densidad de campo p(X) > 0
d) Los campos de desplazamiento y velocidades iniciales:
w(%,0)=u? /ul e (HYDYP duy(F,0) =0 /o) € (LX(Dy))?

e) Se elige un campo de fuerzas volumétricas f] € B x R}, asociado al campo de Navier-
Cauchy.
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f) Se establecen los campos de desplazamientos y tracciones sobre sendas porciones de su-
perficies de dB, llamadas dB; y dB; que verifican B = dB; U dB3;dB1 N dBy = o,
respecto del campo de Navier-Cauchy:

u (3, t)) ( /ul € (LA@I)? ; aTy = 9By X Ry

— (%, 1) (&r/ £1(%,1) € (LAaT2))? ; T2 = 9By X Ry

o.1.
77 or,

g) Se establecen los campos de tracciones sobre la superficies de dB;,—y que estan asocia-
dos al problema de Eshelby

:(—A

11],9

=6E,0|  /£E 1) € LX) 5 o1y = 9Biy xR
J M/

-M

Formulacion del problema de Eshelby dinamico con condiciones de borde tipo Neumann
para el sistema elastodindmico configuracional en la referencia deformada (Markenscoff, 2014;
Markenscoff y Ni, 2016; Wang et al., 2005)

f].(a?, t) = S;E]flmelmlk(a_c’, t)/ €, (%,t) =€ h(t—six})
quj(f, t)— jklmul,mk(z’ t) = Sf,flm slm,k(a_c’, t) en Ry (3.79)
u(%,0) = u® [ ul € (HIDO) ; o (R,0) = 0 / o € (L2(Dy)’

e bve o Es 2 ~
C]klm”l,m(x' t)i, ‘ar S]klm g, (X, )i, (3.80)

in-M in—-M

_ce = o a _ 1 1 9 2
Cltmty,m (X, DT ‘arl =1 |ar1/ t; € (L°(l)) (3.81)

kasz,n = ] (FiaKapFz)(€),) " = (Fja(Wd4p)F5)(g],) !

Construccion de la funcién de Green

tgn](Ax At) — kzmgnz,mk(Af/At) = —0,j(0(AX, At) = (1/V)) (3.82)

gn].(Ax,O) =0; o'?tgn.(AJ?, 0)=0 (3.83)
]klmgnl m(Ax At)nk‘ =0 (3.84)
ar m—M
C]klmgnl (AX, AN | =0 (3.85)
I’y

Multiplicamos el operador elastodinamico por la funcién de Green, y el operador asociado a
la funcién de Green por la amplitud del campo de desplazamiento obtenemos la forma siguiente

p,j (A, AN (%, 1) - g, (AZ, ADCT 1 (3, 1) =

= —g,/(A%, ADSE &, (X)) (386)
pu; (X, t)&tgn](Ax At) —u, (%, t)C]klmgnl’mk(Af, At) =

= un(f)énj(é(m?, At)—(1/V)) (3.87)
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Sustrayendo convenientemente llegamos a la expresion operacional siguiente

pgn](Ax At)82u (X,t)— pu,; (X, t)&tgn](Ax At)+
+gnj(Ax At)Cjklmul X 1) —u, (X, t)C]klmgnl a(AX, At) =
——gn](Ax At)S]klmslm,k(x) u,(¥)0, (6(Ax At) —(1/V)) (3.88)

Utilizando la regla de derivacion de un producto de funciones, tenemos, para a primera dife-
rencia del primer miembro la expresion

pgnj(Af,At)o'? u.(x,t)— pu; (X, t)&t gn](Ax At) =
= P9t(gn]-(Ax, AN u (%, 1) = u(%, 1)0,g,,(AX, At))

Procediendo andlogamente para el segundo término, tendremos:

gn].(Af, At)C]‘?klmul,mk(f,t) u,(x,t)C¢ Sim&nl, a(AX, At) =
= (gnj(Af At)C?klmullm(x t)—u, (%, t)C]klmmgnl o (AX, At)) i
= &nj, ((AX, At)C]klmul R (61 +u k(x t)C]klmgnl A (AX,At) =0 (3.90)

Integrando y aplicando el teorema de la divergencia tenemos la representacion de la solucion

j%r, 45 (gn](a w)cfklmul nE ) ‘arinMJrj% 1 (gnl(é #/)CJklmulrm(fl))ﬁk |ar1
- <[[[/d3x, gnj(f - )S]klmglm,k(zl) - u”(f) + <u”(§)> (3.91)

La representacion de la solucion seré:

u,(x,t) = (u (X, t)> -

/ dt’ {///d%c’ gn](x —x ,t—t )S]klm'glm,k(f’/ t’)} "

; /// A (1%, 0)Dug, (¥, 1)) = g, ~ ¥, )3y, (%', )+
14
t

t
- dS(g,,(X — X', t —t)Cy 1y, (X, 1))
«/O‘ {-#;Fl (gn]( ) jklm l,m( )) k P
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La condicion de resolubilidad del problema de Neumann sera

t
/0 dt, {‘#i;rmds C;klmul,m(fl, tl)ﬁk (9rinM} B
t
- _/0 ar {///VdSXl S]Elflm‘c';m,k(;l’t,)}
t
’ € X', t)h =
A # {ﬁrlds Cjklmul,m(x Ay 3F1} =Y

La formulacion del problema mixto sera:
2 = e 2 _ _QEs * =
pIiu (X, £) = Clpppytty i (X, 1) = =S5, €, (X, 1)

ui(%,0) = u} [ uj € (Hy(DY))* 5 duy(3,0) = wjl [ wj € (LX(Dy))*

e 2 ~ _ Es
= Cliepmym (X, t)”k‘ = =Sikim
] ¢ Tin-m I

o/ ] € (L@

g (X, )i, -
in-M

(2, ‘ = 7!

Construccion de la funcién de Green
pal?gn] - C]?klmgnl,mk(Af’ At) = _671]'6(A5C)’ At)
gnj(Af, 0)=0; 8tgnj(AJ?, 0)=0

- kangnz,m(A’?f Ab)ity | =0

in-M

8,j(AX, At) ‘arl =0

(3.93)

(3.94)

(3.95)
(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)
(3.100)

(3.101)

(3.102)

Procediendo analogamente respecto del caso anterior, se obtiene la representacion de la

solucion siguiente:

t
Mn(J_C), t) = _é dt’ {/:/[/dg)C/ gn](J_C) - J?//t - tl)S]Ekslm E}Fm,k(f,’ tl)} +

3a7 =/ = =/ = =/ =/
+ ///Vd X (u].(x ,O)&tgn].(x -x',t)— gn].(x - X ,t)&tuj(x ,0)+

t
+/ dt’ {# AS (uy (X', )€y, &y (X = X', £ = 1)) ar}_
0 er '

t
— dt’ dS (¢ (X=X, t —t)C® X', ') | 3.103
/) {‘#;‘rl (gn](x X ) ]klmul,m(x )le) 81“1} ( )

La formulacion para el problema de Robin sera:

P&tzuj(’?r t) - kaZm”l,mk(’?/ t) = _SEJSme;m,k(’?f )
uj(f, 0) = u]Q / u]Q € (Hy(Dy))? ; Ao € Ry
atu]-(f, 0) = w? / w? € (L*(Dy))°
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(~Cytt o D + A1, t))( =SB, Eon )
(~Clraty l® it + Ay ED)| t].l )arm_M [t € (LaT))’ (3.108)
Construccion de la funcion de Green
PO 8, = Clrim&nt mi(AX, At) = =0, ,0(AX, At) (3.109)
gn].(Ax,O) =0; atgn].(Af, 0)=0 (3.110)
(~Cy &t (T, AR + 1,8, (AT, AP)) ‘ar,» =0 @.11)

(—Clttm &t m (X, DY + 118, (3.112)

Procediendo analogamente respecto del caso anterior, se obtiene la representacion de la
solucion siguiente

t
u,(x,t) = —/0 dat’ {[//Vd?’x’ gnj(a? - ’)S]klmelm,k(f’,t’)} +

+ /// B’ (17,0001, (F - 1) - g,,(F — ¥, )0, (%, )+
1%

t
+/ dt’ {# 4 g, (% = 7t = )M, (7, ) = oty (7 )nk)) }
0 aI'y Tin-m
t
+/ dt’ {# ds gnj(f — Xt - t')(/\zu].(f',tf) - C;klm”l m( S )nk)‘ } (3.113)
0 or, ’

La condicion de resolubilidad sera para este caso escrita en la forma:

t
/0 dt’ {///Vd?’x'gnj(f— —t )C]klmul/mk(a?’,t’)} =
t
:/0 dt’ {///‘/d3x/uj(fl’t,)C;klmgnl,mk(f_J_E,’t —t’)} (3.114)

El problema mixto Robin-Dirichlet se escribe en la forma:

Fpuy(E, ) = Clptty (X, 1) = =S5, €, (%, 1) en Ry (3.115)
u,(%,0) = uj ui € (Hy(Dx))* 5 du(%,0) = w} [ w) € (L*(Dy))? (3.116)
(=Cpmtty (%, DA + Ayuy(3, 1) _— Sf,flmelm(f,t)ﬁk . (3.117)
u(, t)‘ o/ € L@ s Ay € Ry (3.118)
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La funcién de Green satisfara el sistema

P9; 80 = Corim&nrme (A%, At) = =8, ,8(AX, At) (3.119)

gn].(Aa?, 0)=0; atgnj(m?, 0)=0 (3.120)

(= Clitmutm (A, MDY + A18,,(AX, A1) | =0 (3121)

g,i(AX,At)|  =0; Ay €R] (3.122)
J ar,

La representacion de la solucion sera:

t
Mn(J_C), t) = _é dt’ {///Vdgx, gn](f - f’,t - t/)S]EkSlmgalem,k(fl’ t/)} +

+ ///d?’x’ (u].(a_c”, 0)(gn].(5c’ X, t—t)) - gnj(f - X, t)atu].(f', 0))+
1%
t
¥ / at’ {# 45 g, (7 = ', = 1)y (7, ) = Clyg ity )iy | } -
0 AT, ’ A in_m

t
- / dt’{ # 4 g% = ¥/t = (1,8, (&)~
0 ory

- C](?klmgnl,m()_g - fl’t - t,)ﬁk)

&r} (3.123)

La condicion de resolubilidad sera para este caso escrita en la forma:

t
./0 dt’ {///Vd?’x'gnj(f -X',t- t’)C;klmullmk(g?’,t’)} =
t
:/0 dt’ {///Vd?’x’ (X ) Cp &t mic (X — X —t’)} (3.124)

Formulacién del problema no lineal con condiciones de tipo Neumann

pafuj(f, B) = Cfypptty i (1) = €y (o (3, D, (3, 1) =

= =S ik E 1) 5 u(%,0) = u) [ u) € (Hy(Dy))* (3129)
dru;(%,0) = w;) / w;) € (L*(Dy))’ (3.126)
~ 2~ _ E * - N
- C]?klmul,m(x’ E)7i ‘a o _Sjkslm &, (X, )it Torar (3.127)
= Clpm My (X, D) ‘ar =t ‘ar/ t; € (L*(0I))’ (3.128)
1 1

De nuevo utilizando el teorema de representacion de Green-Lagrange, la funcién de Green definida
previamente y las ecuaciones de movimiento (3.125), se construye la representacion integral de la
solucion, la cual en general sera semi-analitica, dado que en general las fuerzas exteriores y la
propia estructura del tensor de Eshelby podrian ser cuasilineales, por ejemplo, de la forma.

f](fr t) = _S;'Ekslm 5;”1,}((3?/ t) — Sf]flm(g*mn(f/ t)Knpf;l(f/ t))

f](-;c)/ t) = _S]'Ekslm E;m,k(fl t) - S;'Ekslm(‘g*mA(z/ t)KABE*Bl(J?I t)),k
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La representacion integral de solucion sera

u, (%, 1) = (u, (X, 1)) - /Otdt’ {///Vd?’x’gn].(a?—a?’,t - t’)Sf]flme}‘m,k(f’,t’)} —~

_ /O tdt’ { ﬂ/v dPx’ g, (% = ¥/t = 1) Chy (1 (¥, t’)up,l(a?’,t’)),k} +

+ ///V a3 (u (¥, 0)(0rg,,;(% = 1)) = 8, = ¥, £)dpu, (¥, 0))+

- /Otdt’ {ﬁgmds (gnj(a? - X', t- t’)C]?klmul/m(J?’, )i, arm_M} -

_ /Otdt’ {j%rlds (gn].(a?— X, t— t')cszm”z,m(f'rt'))ﬁk arl} (3.129)
_ /Ofdt' { ///V d3x’ C]?klm(up,m(f’,t’)up/l(f',t')),k} (3.130)
/0 ar { jégrlds Cl ity (X )|

Condicion de resolubilidad del problema de Neumann

¢ t
/ dat’ {# ds C]?klmul/m(f’,t’)ﬁk ‘&r' } = —/ dt’ {///d3x' Sf,flmefmlk(f',t’)} -
0 dl'y, in=M 0 v

3.4.1 Solucion semi-analitica del problema visco-elastodinamico tridimensional, no
acotado, con una inclusion

} =0 (3.131)
Ty

El recinto considerado en algunos de los problemas micromecénicos mas usuales, es todo
R? o todo R?, lo cual significa que las dimensiones de la inclusion o del defecto que se trate, res-
pecto de los limites macroscopicos de la region de integracion estan separados por varios ordenes
de magnitud, con lo cual, lo que se exige a las soluciones es el cumplimiento de una condicién de
contorno asintética, de la forma
lim (uj(a_f, t)) =0

.
[[3]] e

de modo que en la mayoria de los casos resolvemos un problema de Cauchy o de condiciones
iniciales.

En este trabajo de tesis suponemos que el contorno o superficie limitadora, sobre las que
estuvimos definiendo las condiciones de borde se hallan en las cercanias de la inclusion, inhomo-
geneidad o defecto considerado, a diferencia de lo dicho anteriormente.

El siguiente ejercicio, muestra el modo de abordaje de los llamados problemas sobre recintos
no acotados o semi-infinitos, la técnica matematica utilizada es el anélisis microlocal (Hormander,
1971) y se sustenta en la teoria de la transformada de Fourier a la que se llama genéricamente
teoria de Operadores de Fourier, solo como una brevisima sintesis de este otro tipo de abordaje de
problemas micromecanicos, se desarrolla la solucion siguiente. Suponemos validas las ecuaciones
de elastodindmica para un solido elastico isétropo y homogéneo con una inclusién
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Ecuaciones de Navier-Lame (Hetnarski y Ignaczak, 2013):
pdfu (%, t) w?u].(f, t) — (u+ A)@(w].(f, t))—
— V(% 1) — (3 + DYV R 1) = =80 &, (3 1) en Ry (3132)

jklm
uw,(Z,0) = uj [ uj € (Hy(Dx))* 5 duy(%,0) = w] / w} € (L*(Dy))’ (3.133)
II*lliIm (u;(X, ) =0 ; A, A eRS (3.134)
X|| — o0

Siem = ) (FjaKapFg)(e),) ™" = ] (Fia(W o 4p)Fg;)(&;,) ™"
Transformando por Fourier tenemos:

a].(zZ, £+ p—lpk]?u].(ﬁ, t) + p—lﬁ(kj)2u].(1‘<’, )+ p (u+ Nk - (k- u].(E, 1))+

+p M@+ k- (k- 1k, ) = —p—lsﬁgme;m,k(z?, £) (335

La solucién operacional, en la forma de una representacion integral, seré:

t
- _ 0 0 _ , _ ’ - ~ - , - ’
uj(k,t) = K].(t,uj,w].) /0 dt’ g(t —t ,k){Kj(u].(k,t ),8t,uj(k,t )+

+ S5 K 10} (6139)

L P LR
gt -t k)=

o sen(K2q(u, ) - (t =) VE>
Kq(p, 1) joHE

Donde se han definido, las siguientes funciones y parametros:
g, m) =p " PN2 - q@=pm
0 .0y _ —p k%) 0.7 72 =
K].(t,uj,w].) =e P H {uj (k) cos(k“q(u, i) - t)+

e - gD sntifat ) 0|

R (K, t), dyu (e, 1) = ki + A)(k) - (K, ) + (1 + D)) - (Dt (k, )
Los aproximantes de Picard son:

t
ud(k, ) = K;(t, uf, w?) - / dr’ g(t—t,k)Sﬁl)mejm’k(k,t') (3.437)
0

La aproximacion de orden n sera:

t
u](."+1)(k,t)%u?(k,t)— / dr’ g(t—t',k)IZ].(u](.")(k,t’),(&t,uj(k,t'))(”)) (3.138)
0

e—P_lﬁEQ(t—t’) - ~
gt —t,k) = sen(R2q(u, B)- (= t)) VE >t

k2q(u, 1)
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Finalmente, anti-transformando por Fourier

t
u](.)(x].,t) = ///d?’k e i) {K (t, u w?)—/o dt’g(t—t,k)S;fl)ms}*m’k(k,t)} (3.139)

=P Lk (t=t) -
gt —t,k) = —sen(k?q(u,ﬁ)-(t—t’)) Vi >t
k2q(u, 1)

Y para la aproximacién de orden n tendremos:

uWDE ) = ﬂ/ BE ey O 1)—
) v ]
7o t - o - -
- /// A3k oikF { / dr’ g(t—t’,k)K].(u](.”)(k,t’),(&t,uj(k,t’))(”))} (3.140)
14 0

Que es la representacion integral de la solucion semi-analitica del problema planteado
3.5 Formulacién del problema dinamico de Eshelby en la configuracion no deformada

El siguiente desarrollo vuelve a situar el problema de Eshelby en una region finita, es decir
acotada y compacta, pero en la configuracion no deformada, segun la escritura de Maugin (2011).

Campo de desplazamiento lagrangiano o material, con inclusiones mixtas, en funcién del
primer tensor de Piola-Kirchhoff (Maugin, Material Inhomogeneities in Elasticity, 1993)

Pod7x (X =P, LX) = SfAnB(e;,B(X,t)),A (3.141)
x].(X,O) =0/ x¥ € (Hy(DK))* ; atx].(;?,o) = 0! / 0! € (LX(Dy))? (3.142)
. T,
P (X, ity ‘arm_M = —SEs(es(R |, (3.143)
v ~ _ 2 2
P.A(X,t)nA ‘arl =1t |ar1/ t; e (L“(dI'1)) (3.144)
Siars =) (FicKepFp)(Tip )7 = T (Fic(WocD)Fpp)(Thp )70 (3.145)
g, T ; I—>1m—B ; TI;:eigenstrain mixto (3.146)

Se define la funcién de Green en la forma
Pd; 8 (AX, At) = gip 1 (AX, At) = 8, (5(AX, At) = (1/V)) (3.147)
g].k(Af(,O) =0 8tg].k(A5(, 0)=0 (3.148)

—g].k,A(Af(, Ab)it, =0 ; —g].k,A(Af(,At)ﬁA ‘ar =0 (3.149)
1

Tin-m

Y encontramos la representacion integral siguiente
Po ///Vdv (85X = %/, 1)0,%,(X,0) - 1, (X7, 00,8, (X - X, 0)} +
+ ﬁ‘rds (x, (X, t)gjk,A(X - X't =), - (gjk(X =Xt =P, (X t)n, =
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/dt {///dng(X X't—t)SkAnB nBA(X’t)}

—x(X t)+<x (X t)) (3.150)

Donde hemos impuesto la condicion

t
/ dt’ {///dv {gjk’APkA(X—X’,t—t’)—xk(X, t),A gjk,A(X_X,,t—t/)}} =0 (3.151)
0 14

Finalmente obtenemos la representacion del campo lagrangiano xj(f( 1)

x].(f(,t)=—/ dt’ {///dng(X X/t =S5 enp 4(X, t)}

T Po /f/‘/dV xk(X', O)atgjk(x X, 0) - g]-k(X - X t)&txk(}?, ())} +
+ ‘# ds (g]k(}_é - }?/,t - t,)PkA(i/’ t')nA_
or

—x (X, t)gjk,A()? ~ X', t—t)h,) (3152

Esta representacion esta referida al problema mixto, para el caso del problema de Neumann
que es el que corresponde a la situacién estudiada tendremos, con la definicion de la funcién de
Green dada precedentemente

x(X t) = (x(X ) — /dt {///dng(X X’t—t)SkAnB nBA(X’t)}

+py ///V dV xk(X’, 0)9,8,(X - X',0) - g,e X = X', 09,0,(%, 0)} +
+ # ds (g].k(ic — Xt = )P (X', )+
arin

+ # ds (gjk(fc ~ X', b= tP (X', ), (3453)
aI'y

Y se afiade la condicion de resolubilidad siguiente

ﬁg s P (X', V)i, = ///V dV SES sy (X' 1) (3.154)

# dSP,_ (X', t')i, =0 (3.155)

Ty
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Para el caso del segundo Piola Kirchhoff tendremos:
t
v _ "y ’ v ! N cE * ST
xj(X,t) = (xj(X,t)) —/O dt {///Vdv gik(X =X, t =) p€np a(X'/ t )} +
+ po /// AV {5 (R7,000,8,(X - X',0) - g, (X = X', 19,5, (X, 0)} +
1%
+ # dS gjk(X = X', t — t')F,5Sp (X', )+
&rin
+ # dS gik(X = X', t = t')F,5Sp (X', ), (3.456)
ar,

De manera anéaloga al caso anterior para obtener la representacion integral de la solucién
se impone

t
/ at’ {///VdV {gjk,AFkBSBA(X - X t=t)—x (X, 1) 4 g].k/A(X — X't t’)}} —0
0

Y se afiade la condicion de resolubilidad siguiente

ﬁgr dSF, ;S (X', t)ii, = ///V dV S5 ip€ip A (X', 1)

# dSF, Sy, (X', )i, = 0
a1

3.6 Problema micro-elastodinamico en la formulacién de segundo gradiente

Las teorias de elasticidad denominadas, en general, de segundo gradiente de deformacion
surgen en la literatura, junto con las teorias llamadas no locales, de las cuales solo difieren en su
forma de escritura; son dispositivos analiticos capaces de explicar las fuerzas de interaccion de lar-
go alcance dentro de la microestructura de los materiales, y para capturar fenomenos detectados
experimentalmente tales como efectos de escala, dispersion de ondas, localizacién de deforma-
ciones, etc.; los cuales eran ignorados por la teoria clasica, (Krdner, 1967; Krumhansl y Matthew,
1968; Mindlin, 1965; Mindlin y Eshel, 1968), mas recientemente (Ma et al., 2018)

Dentro de este marco, de particular interés, es en el articulo fundamental de Mindlin (1965),
que, este autor, formula la primera teoria de gradientes de tensién tanto para el caso estatico como
para el caso dinamico introduciendo, un término inercial idéntico al definido en mecénica clasica.
La idea fundamental de Mindlin es que, los efectos de escala pueden ser estudiados si asumimos
la existencia de un desarrollo perturbativo (desarrollo en serie de Taylor) de la energia elastica,
alrededor de las micro-defomaciones del material. A pesar del nimero excesivo de constantes
materiales requeridas en ella (1560), surgidas de las posibles combinaciones de se producen al
construir tal desarrollo, esta teoria sigue siendo un prototipo por sus fundamentos conceptuales y
su capacidad para capturar efectos de escalas de longitud. Toupin (1964), Ostoja-Starzewski (2011,
2017) mediante un estudio sobre modelos de redes mono y poliatdmicas, (elasticidad de segundo
gradiente sobre lattices fractales) sefialaron la capacidad de una generalizacion de la teoria de
gradientes de deformacion para interpretar la estructura atémica de la materia.

Aifantis y colaboradores proponen una teoria de elasticidad isotropica basada en el primer
gradiente de deformacion, que requiere solo de tres constantes materiales (es decir, las dos cons-
tantes de Lamé clasicas y un pardmetro de escala de longitud), (Aifantis, 1992; Altan y Aifantis,
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1992; Ru y Aifantis, 1993). Esta teoria se extendio luego dinamicamente, al introducirse términos
deinercia de orden superior al segundo (Askes y Aifantis, 2006, 2011) para los cuales solo se requie-
re un parametro adicional de escala de longitud. Es también cierto que, con estas modificaciones
tedricas, el problema de Cauchy, asociado al operador hiperbélico de segundo orden (operador
elastodinamico de segundo gradiente); se modifica sustancialmente debido a que son necesarias
cuatro condiciones iniciales, dos en el interior del volumen de integracion y dos sobre ciertas su-
perficies iniciales que deben conocerse previamente, (no son las superficies limitadoras tipicas de
la teoria macroscdpica), para determinar existencia , unicidad y estabilidad de las soluciones.

Este modelo de elasticidad (aqui conocido como el modelo de Aifantis) se ha empleado para
abordar una variedad de problemas estructurales que muestran que no surgen singularidades de
deformacién en las indentaciones y nucleos de dislocacion, y que se pueden capturar los efectos
de dispersion de ondas (Askes y Aifantis, 2011). Sin embargo, como muestran Lazar et al. (2005),
las singularidades de doble tensién (ambigtiedad en la divergencia del tensor de tensiones, en los
extremos de la deformacién) no pueden eliminarse con el mencionado modelo de Aifantis. Para el
caso de teorias de segundo gradiente, partimos de la forma general para la densidad de energia de
deformacion, escrita segin Mindlin (1964, 1965), Polizzotto (2012), Sadd (2019), Aifantis (2003),
Askes y Aifantis (2011) en la forma

w(eij(f), sl.].’k(f)) = (1/2))\51.1.(9?)8].].(2?) + yeij(f)sij(f) + leij,j(f)gik,k(f)"'
+ c2£ii,k(f)£kj’j(f) + c3£ii,k(5c’)£].j/k(f) + c4£i]./k(5c’)£l.j/k(5c’)+

+C5£ij,k(5g)£kj,i(f) (3.157)

Los numeros c1, ¢5, son constantes estructurales del material llamadas coeficientes de gra-
dientes de deformacién. Se eligen las constantes siguientes:

cp=C=0cs=0 ; c3=(1/2)cA ; c,=cu

La constante c tiene dimensiones de una longitud al cuadrado, ahora la expresion para la
densidad de energia de deformacion sera:

w(ei].(f)), si].,k(f)) = (1/2)/\81-1-(9?)5].].(55) + ysij(a_c')sl.j(fc')+
+ (1/2)c(/\£ii/k(f)£j]./k(f) + yeijlk(a_c’)el.jlk(a?)) (3.158)

La expresion anterior puede a su vez escribirse en forma

w(gij(f)), ‘c'ij,k(';é)) = (1/2)(01']'(75)51']'(2) + [Ji]‘k(f)xi]‘k(f)) (3.159)

Donde sl.j(a?) es el tensor conjugado de ai].(x) y yl.].k(a?) lo es de xi].k(a?). Finalmente
definiendo:

0;;(x) = Cii e (X) 5 pyj(¥) = lzzwcfjmngmnk(’?) (3.160)
&;(¥) = (1/2)(u; (%) + u; (X)) (3.161)
Kijk(f) = gi]',k(f) = (1/2)(7“[1',]']((9_6) + u]',,'k(f)) (3.162)

Juan Carlos Barreto [72]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

El problema de Eshelby en la formulacion de segundo gradiente se escribe (Ma et al., 2018)
Eijl].(x) +f,=0 = ijszkl,j(’?) — yi].k/k].(a?) = —fj(y?) ==
== Cie].klukl/]-(i_f) - ij\/fcfjkl(uk,nn(f)),lj = 557{1(7_5)5](1/]'(%)_

— 13Sin (@D ey ,, (%) (3169

Una generalizacién del problema de Eshelby en la formulacion de segundo gradiente se
escribe (Bonfoh y Sabar, 2023)

e by4 2 s byd _
Clirattie ;i) = L Clierm (g (X)) 15 =

_ Es * 2 2 gEs

ijki zjkznm(ﬁiz,nm(f)),j en Ry (3.164)

Las condiciones de contorno de Neumann son

— _gks

! +
arin—M l]kl

Tin-m

; Ly € RY(3.165)

in-M

¢ )7 2 5 bv4 7] % 2\ A
(Cijkl”k,l(x)”j B lMCijklnm(uk,nm(x)),ln]') sz(x)”j

2 gEs * 2\\4
+ 10 ktnm (€t ()7

(Clygty (DN = B2y (01 (D)) ) (arl = £,/ € (LEr))? (3.166)

Si el tensor de segundo gradiente es isétropo respecto de dos de sus indices coincide con
el tensor elastico y el problema anterior puede escribirse de la forma siguiente

e > 2 e 72 >\ Es _x >
Cliattye ;) = Iy Clig (Vo 11(X)) = =83 €y 1 (X)+
2 QEs (2 .+ >
+ DSt (V € um (X)) j €0 R (3.167)

+
in-M

e 2\4 2 s 72 = ~ _ Es o+ (2\4
(Cliratte, (O = Ly Clip (Vg (X)) 1717 er_M— =Sk € (7 o

2 QEs (572 % (2W\ 4
+lMSl.].§d(V ekl(x))n].

3.168
al—‘in—M ( )

a 2
arl/ t! € (L(dI1)) (3.169)

o\ A 2 &2 2V 4 _
(Ciejkz”k,l(x)”j - lMCiSjklnm(V ”k,l(x)),l”j) }arl =t}
La representacion de la solucion es:
(%) = (u(x)) + ///Vdgx’(gim(f - f’)Sffjkl(l - 112\/1@’2)8}21,].(3?’)—

_ j% a5 g, (F S5 - 1V,

arin—M

_ dS ) _’_ >/ tﬂ >/ ’\'
ﬁgﬁ 8ulE - D)L EN |

(3.170)

1

Para el calculo de la funcién de Green tenemos:
Cli(1 = 13, V)8, 1i(A%) = 6,,(8(AF) — (1/V)) en Ry (3.171)

2 &2 o\ A - 2 2 X )i =
C:'ZJ'kl(1 - IyV )gkn,l(Ax)nf or =0 ijkl(l — IV )gk”'l(Ax)nj =0

T,
(3.172)

in-M
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Las condiciones de resolubilidad son:

# 4 gim(F—T)SE%, (1-12,57) €5, (T +# 4 gim(F—)E4 (),
d in &ri”—M 81“1 1—'1

= ﬂd3x’ (gzm(x x’)sm]kl(l — l?\/{@/?)szl’j(f/)) (3.173)

Para la formulacion del problema dinamico se utiliza la formulacién clasica de Mindlin-Aifantis
que se escribe, para la conservacion del momentum lineal en la forma siguiente:

(1-12 V2)82u (X, t)—(1-12 Vz)al]](x t)=—(1-12 VQ)SUklskl](x t)  (3.174)

0'1]](x ) = lklukl(x £+ C]klukl(x t) (3.175)

En la ecuacion (3.174) aparecen términos de microinercia que corrigen en términos de una
dimension caracteristica [, , el término de inercia clasico. Esto impacta directamente en una nueva
formulacidn del problema de Cauchy que podriamos denominar, en general, problema de Cauchy
multiescala, si bien formalmente podemos demostrar existencia y unicidad para la ecuacion (3.174),
podrian existir inconsistencias respecto de si es posible la determinacién simultdnea de las proyec-
ciones de las condiciones iniciales clasicas sobre cierto conjunto de superficies que caractericen la
aparicion de los fendomenos micro y nanomecanicos (Okatev y Zubko, 2020).

Resulta simple, a partir del mecanismo descripto previamente, la incorporacién de otros cam-
pos como los de temperaturas, vacios, micro temperaturas, difusion, y en general multiples porosi-
dades, también son posibles, aproximaciones gradientales de orden superior al segundo.

3.6.1 Problema de Cauchy micromecanico

La otra cuestion, que se tratara previamente, y que surge al intentar la representacion de
las soluciones elastodinamicas, utilizando la técnica de funciones de Green vy el tercer teorema
de representacion de Green-Lagrange, conduce a un nuevo tipo de problema de Cauchy, en el
que ademas de las condiciones clasicas se agrega un nuevo par de condiciones iniciales definidas
sobre ciertas superficies iniciales, que caracterizan los &mbitos micro y nanomecanicos de modo
que, la novedad residiria en el hecho de que el conjunto de condiciones iniciales se amplia a cuatro,
esto surge debido a la situacidn de no localidad de la teoria. Las nuevas condiciones iniciales se
escribiran en la forma:

2 (2 P
B le(ui(x’O))fknk‘an - ’an

_ 70
i

/ EQLH € (Hy(d11))? (3.176)

1

w;
o

- pl3(9u(%,0)) 7, ; e (L?(dI1))? (3.177)

Si tuviéramos en cuenta una correccion de orden cuarto, tendriamos otro par de condiciones
iniciales que se escribiria de la siguiente forma:

4002, (= P I
PNV ui(x'o))'knk‘ar - ‘ar [ ar

€ (Hy () (3.178)

1 (V2(0,u,(Z, 0))) iy

_ =2 —2 2 2
- w; )ar | w; ‘ar € (L*(dT)) (3.179)

Donde Ty 91T caracterizan las superficies nano y micromecanicas respectivamente. Sus
longitudes caracteristicas son [, > [,
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Las ecuaciones de movimiento de la teoria junto con las condiciones iniciales y de borde,
seran:

Campos de desplazamiento

2 - 2 2 - - . -
pdiu,(x,t) — by (dru,(X, t)),].]. - ijkluk,l].(x, t) — ijkluk,l].(x, )+
2 &2 > 72 &2 (=2 4y _ _E 2 G2\ (2
+ ZMijle uk,l].(x,t) + ZMC;’jle uk’l].(x,t) = —Siﬁd(l -,V )ekl,j(x,t)+

Condiciones iniciales

uAEAD::u?/u?e(Iﬂ(DkD3 ; aggaio):zf/v?e(L%E%»3 (3.180)
bvd =0 =0 1 2
ui(x’o)‘an = U; ‘(m/ u; ‘&H € (H,(d11)) (3.181)

O, (&, 0) aty| =] /ol € (L2EMY (3.182)

Condiciones de borde entre: inclusion-matriz y superficie limitadora exterior, se denominan
condiciones de Gurtin-Murdoch

e Y Y X i
(=Clipgtti ) (X, 1) = Crpyiy (X, D)7 ‘a ,»n-M+

2 72 = 72 &2 . > A _
FI2CS VP, (3, 1) (ar (Y 970, (7, D,

in-M in-M
— E * > Y E 52 % > A
= —Si].klskl(x,t)nj ‘a | _M+ Si].le ekl(x,t)nj )ar B (3.183)
Sobre la superficie limitadora externa
e - 19 . - A
(—Cl.jkluk’l(x, t) — Ci].kluk,l(x, t))nj ar1+
2 e Y72 = ~ 72 U 72 = ~ Y
F RGP G0+ (€ 0 (R, ), ‘arl_ AN

t? € L*(T)

Calculo de las funciones de Green, para el campo de desplazamientos

pdig. (A%, At) — b?(9} 8in(AX, Ab)) i — Citi&uk, i (A, Af)-

: > 2 &2 > 72 &2 4 > _
- ijklgnk,l].(Ax, At) — lnyjle gnk’l].(Ax, At) + lHijle gnk’l].(Ax, At) =
=06, (6(AX,At)—1/V) (3.185)

Utilizando el tercer teorema de representacion de Green-Lagrange, se obtienen las represen-
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taciones integrales de las soluciones las cuales se escribiran en este caso de la siguiente forma:

u,(x,t) = <ui(f, t)> +

t
+/0 dt’ {///Vd?’x’gm(a?— X, t-t) {SE]kl(l — Ve (7 1)+

4885 (- 12,972, (R, 1))} +
+ ‘#mdS {un(x, 0)(d,8;,(X — X', t))/].ﬁ]. . Sm} +
; ﬂ/v B 1, (7, 0) {1, (7, 09,8, (7~ ¥ 1) - g, (F - &, )d,u, (7, 0)} -
t
—/0 dat’ j% | ds {gm(f— t—t)(SE]Skl(l 12V (%, t)‘
m}

t
_SEJSkl(1 V2, t)A; )ar. M} _/0 ar j%r i {gi"(f R
mm— 1
(3.186)

Las condiciones de resolubilidad para el problema de Neumann son las siguientes

- 8, (E = 7, )(0,u,(%,0)) i,

# ds €y (1= 13V)uy (3, 6) + €y (1= 1, V)i (3, 1) =

///d3’ (L= Ve (3,0 + 505 (1= 1, V728, (3 t))} (3.187)

3.7 Generalizaciones de la teoria de gradientes de alto orden

A continuacién se fundamenta lo establecido en la subseccién 3.6.1 para lo cual hacemos
uso del concepto de operador de Mindlin-Aifantis (Askes et al., 2007, 2019; De Domenico y Askes,
2016a; Engelbrecht y Berezovski, 2015)

3.7.1 Operadores de tipo Mindlin-Aifantis

Se define el siguiente operador de mdltiples escalas en términos de un desarrollo de gra-
dientes tipo virial, a todo orden:

m
9= 1-IV2+ IV - ISV0 4 =14+ > 12V [ eRE; Vse N (3.189)
s=1
Lh>lhb>Ilg>-->1,: 83 =-1,s=2k-1; 3°=1,s =2k Vke N (3.189)
Puede probarse, que este operador es acotado, compacto y por eso mismo, uniformemente con-
tinuo, utilizando para ello analisis microlocal (Hormander, 1971), al polinomio diferencial anterior
puede aplicarsele la K-teoria algebraica clasica, y el algebra cohomoldgica de De Rham (De Leon
et al., 2021) a fin de caracterizar una secuencia de haces de homologia que vinculan de modo
causal las diferentes longitudes (Segev y Epstein, 2020). La utilizacién de operadores de Mindlin-
Aifantis corrige el término de inercia clasico introduciendo los llamados términos de micro-inercia

p{1 s ssszgs@zs}(azuj(z, ) = pdRausE, 1) - pE(FRuu (7, D)+
s=1

+ plgﬁ‘l(afuj(f,t)) - ngﬁﬁ(&fuj(f,t)) +oe 4 pI2VE (PP (3, 1) (@190)
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Por otra parte el tensor de Cauchy, que para este caso lo asumimos viscoelastico y cuasi-lineal
tiene la siguiente forma

T]'k(f/ t) = SOGZ']'(J_E/ t) = ijkz(soul,k(f/ t) + 80(”1,;7(9_6/ t)up,k(f/ )+

+ Clin(p(duy (%, 1)) ) (3191)

Para el caso poroelastico el tensor de Cauchy efectivo corregido sera
T (7,1) = 9o (F,1) = Cly (om, (B, 1) + CFy (o (7, )
j At ij ijkI\& ¥ A ik \& B
alM;‘kg)pa(J?, t) — a2M]f“}’(gopw(9?,t) ;a5 € Ry (3.192)

Todas las matrices asociadas a los tensores de cuarto orden y segundo orden son simétricas y
definidas positivas.

La ecuacién de movimiento multi-escala serd, en la representacion deformada:
pp(97uj(X, 1) = (Tik(¥, ),k = =9, (X, t) en Ry (3.199)
3.7.2 Teorema de la divergencia sobre multiples escalas

El teorema de la divergencia podria expresarse ahora utilizando los operadores de Mindlin-
Aifantis de la siguiente forma (Angoshtari y Yavari, 2015)

ﬂ/v Px(piy(F 1), = ///V s { fi+ f; 52, t)},k _
- jéérdSuk(a?, b, + é g5 2s {jéér

3.7.3 Tercer teorema de Green-Lagrange multi-escala

dsls(ﬁz‘suk(f,t))ﬁ;} (3.194)

Is

El tercer teorema de representacion de Green Lagrange para dos campos vectoriales Wi, 0;
se escribe

J o 3,101,500~ .G, D00, 50, =
= ///d?»x{vj(a?,t){{l + ifjﬂfﬁ%}u},/k(f,g} _
Vi - )

anffi Sl el |-
5= k

_ j%rds {v].(;c’, Dy (7, 8) = uE, D (3, t)} i+

m
+ Z; 52135{ j%r dsi {v;(%, HV>u & —uE, V>0 e t)}ﬁ;} (3.195)
5= Is
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CAPITULO 4

Formulacion del problema micro-poroelastodinamico

«...Distraidos en razonar la inmortalidad, habiamos dejado que anocheciera
sin encender la lampara. No nos veiamos las caras. Con una indiferencia y
una dulzura mas convincentes que el fervor, la voz de Macedonio Fernandez
repetia que el alma es inmortal...»

Dialogo sobre un dialogo, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

Se describe y formula el entorno de trabajo que nos permita el abordaje de problemas micro-
poroelastodinamicos.

+ Formulacion del problema de condiciones iniciales y de borde, y demas condiciones de va-
lidez, vinculadas al problema micro-poroelastodindmico.

+ Obtener soluciones semianaliticas en la configuracion deformada y no deformada asociadas
al problema micro-poroelastodinamico.

4.1 Descripcion del problema y modelizacion

Los medios porosos constituyen un tipo de material en extremo versatil, con un gran nimero
de aplicaciones en Ciencia de Materiales y consecuentemente de particular interés como elemento
estructural en Ciencias de la Ingenieria, desde esta perspectiva, el capitulo que se desarrolla a
continuacién aspira a mostrar, las diferentes formas de abordaje que admiten modelizacion mate-
matica, asumiendo que, la teoria de Biot de la poroelasticidad y la de mezclas de componentes,
refieren de manera simple y elegante al conjunto de fenémenos que tienen lugar en este tipo de
medios, de los cuales el suelo es un ejemplo.

En este trabajo se considera el medio poroso como un sistema trifasico, compuesto por un
esqueleto sdlido, con poros de agua y aire, e interacciones poro-mecanicas entre las distribuciones
de poro de agua y aire (Straughan, 2017), (Biot, 1956a,b; Biot y Temple, 1972), (Svanadze, 2019),
(Bazant, 1971), (Rudnicki, 2000).

El conocimiento de las interacciones existentes entre las tres fases del sistema constituye
el punto basico para el entendimiento del comportamiento del suelo no saturado. A continuacion,
seran comentados brevemente algunos aspectos béasicos referentes a cada una de las fases cons-
tituyentes, a partir de las cuales se inicia el proceso de modelado de los fenémenos que tiene lugar
en este tipo de medios:
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+ Fase sdlida: Esta integrada basicamente por un esqueleto solido

+ Fases intersticiales: Representada por campos de presiones denominados presiones de
poro de agua, aire, poluentes etc.

Biot (1955) propone una profunda revisién del modelo de Terzaghi de la consolidacién, para
lo cual formula su teoria poro-elastica de materiales, en ella el principal supuesto es que se trata
de una teoria de campos definida sobre la tripleta de objetos siguiente:

H(uj' (Pa/ ¢w)

Donde se tienen los campos de desplazamiento, y los campos escalares de ciertas variables
descriptoras llamadas porosidades, en este caso llamadas poro de agua y poro de aire. En rigor las
porosidades son campos de presiones que responden a la ley de Darcy. De modo que todo medio
poroso queda descripto en lo sucesivo por grupos de campos de la forma:

H(u].,pl,pQ,...,pn,cl,c2,...,cn,vl,...,vn,T)

Donde de nuevo tenemos campos de desplazamientos, porosidades concentraciones de
poluentes, temperatura, distribuciones de vacios, también podriamos supones la existencia de ca-
tegorias de desplazamientos como por ejemplo en la teoria micromérfica donde se introduce un
campo microscopico de naturales geométrica o micro rotacion.

Biot postula la existencia de dos dinamicas acopladas que describen: desplazamientos a
través de la Ecuacion de Navier-Cauchy, solo que los coeficientes de Lamé se sustituyen por coefi-
cientes poroelasticos, cuyos valores pueden calcularse experimentalmente, o estimarse a través
de métodos variacionales como los de Hashin y Shtrikman (1963), y una dinamica de tipo difusiva
asociada a las porosidades, y a los demas campos ya mencionados, de manera que en este caso la
ley de Darcy, la ley de Fourier y la de Fick junto con sus respectivas generalizaciones son utilizadas
para describir las acciones del sector de campos escalares:

P1sParesPnsC1sCornvesCpy0yyen, 0y, T

En definitiva, tendremos en todos los casos, salvo los completamente degenerados (dina-
mica viscosa), un sistema hiperbolico parabdlico, cuya formulacién en términos del problema de
Cauchy y de borde ha sido extensamente estudiada probandose existencia unicidad y estabilidad
de las soluciones fuertes, ademas también esta probada la existencia y unicidad de los problemas
débiles (Svanadze, 2019).

4.2 Caso poroelastico

En un medio poroso con dos porosidades, el tensor efectivo, suponiendo isotropia y homo-
geneidad, se expresa en la forma siguiente (Mroginski et al., 2011; Mroginski y Etse, 2014)

ajjff (%, 1) = 65(%, 1) = a4, M{jp, (X, 1) = a,M{p (3, 1) (4.1)
T F) = > . o) _

05 (%, £) = Cligquy (%, 8) 5 Ciipy = A8y + 18,0, +6,,0) (4.2)

a;>0Vie N ; A, u: Lame poroelasticos

Si existe una inclusion, el tensor efectivo debera incluir un término de la forma:

- E % -
ij(x,t) = S;k;;;slm(x,t) (4.3)
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Donde el tensor de Eshelby de cuarto orden es:

(Es)
Sjklm

El cual debe calcularse en términos de la geometria de la inclusion que se considere con los
procedimientos desarrollados por Mura (1987).

e}‘m(q, q): Son las deformaciones producidas por campos no mecanicos como, por ejemplo:
dislocaciones, disclinaciones, vacios, y en general defectos de material incluido. El nuevo tensor
efectivo sera

7 > > > Es) x /o
G;ff(X, t) = ij(x, t)— alejpa(x, t) — a2Mf]‘.’pw(x, t) — S;klszlslm(x, t) (44
afj(a?, t) = ijkluk/l(f,t) : c(;zl = A8,y + (8,0, +6,0;) (4.5)

a;>0Vie N ; A, u: Lame poroelasticos

Escribimos a continuacion algunas relaciones utiles entre el tensor efectivo poroelastico y
los tensores de Piola Kirchhoff, Mandel y Biot

P,y = ](Cyppex) - Fip +pad;Fip +]py0,F s (4.6)
_p-1 -T -1 T -1 T

Sap = JE4; (Cijy&) - Fig +JF3ipa0,Fig +JF,ip,6,Fg (47)

T,,=R..P,.=]JR..(C. &) FL+JR..p. 6. FL +JR..p 6. FF 48

AB = Baitip T I B4\ Y €) " FiB AiPa9iit B AiPvOiit B (48)

Cap=FpFp=Usp 5 J ' =det(Fy (4.9)
_ -1 -T -1 -T -1 -T

Mg = Cy UF (Cijpy&y) - Fig +JFpad;;Fig +JF;p,0;;Fig (4.10)

Se escriben a continuacion las leyes de conservacion para la distribucion de presiones de
poro de aire y agua respectivamente, en donde se incluyen ciertas funciones V, y V., representa-
tivas de ciertos comportamientos histeréticos que enmarcan las interacciones entre las presiones
de poro y el esqueleto elastico del medio. Se supone vélida la ley de Darcy asociada al flujo de
presiones de poro.

0,0,p,(X, 1) + (J/ (X, 1)) ; + a\ Ml j + 0,0,Vy(t, P, Pa) = h(x,t)en Ry (4.11)
0,0:iPw(X, 1) + (X, 1)) ; + ayMJiti j + 04,0, Volt, puy, pa) = h(x, 1) en R (412
Vi, Vo—Lipschiz ; 6,0, a; € Rf Vi=1,2; h,h e L*(Ry)
Las leyes de Darcy se escriben de la siguiente forma
Ji (X, 1) = =K{(p,(%, 1)) ; en Ry (4.13)

Ji'(%,t) = =K (p,(%, 1)) ; en Ry (4.14)

Las derivadas de las funciones V1, Vs, se expresan en la forma siguiente:
aj}‘ll(t/ pw/ pa) = 928tpw(3_5/ t) 7 8tV2(t1 pwl pa) = éQatpa(fl t) (415)
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Finalmente, las leyes de conservacion se escribiran:

0,0,p.(X, 1) + (]]?I(J?, b)) ; + a My j - 0,9,p, = h(x,t) en Ry (4.16)
000;Pw(X, 1) + (X, 1) ; + ayMtti j + 8,9,p,) = h(x,t)enRe  (417)

Sustituyendo en ellas las expresiones de Darcy obtenemos:

0,9,Pa(X, 1) = (K§i(p, (3, 1)) ) ; + ayMfitij = 0,9,p,, = h(x, t) en Ry (4.18)
0,0:Pw(%, 1) = (K5 (po(%, 1)) ) ; + @M il j + 0,0,p,) = h(x, t) en Re  (4.19)

La ley de conservacion del momentum lineal para el medio poroelastico sera:

pdu (%, 1) - a]{ J(Z,t) = pfi(F, 1) en Ry (4.20)

En términos del tensor efectivo tendremos:

p&fuj(fc’, t) — G;k,k(f, t) + alM]‘?kpa’k(f, B+ a,Mip, (X,1) =

(ES) *

= _Sjklm Elm, k

(X,t))en Ry (4.21)

Finalmente sustituyendo la expresion del tensor elastico tendremos:

pdu (%, t) - C](.;)mlum,lk(f, B+ a,Mip, (F, 1)+ a;Mip, (7, 1) =

E * -
= —S;kls’:ielm,k(x,t)) enRe ; f,=0 @2

El sistema de ecuaciones de gobierno junto con las condiciones iniciales y de borde se escri-
ben para el medio poroelastico no saturado, con dos porosidades, y una inclusion en el esqueleto
solido como se indica a continuacion

pdFu.(%,t) - c](?mlum,lk(f, b+ a,Mip, (F, 1)+ a;Mip,  (7,1) =

1

= =S e E N eNR 5 p>0 @)
6,9;Pa(%,t) = (KL (pa(%,1)) ) ; + & M{ itk j + 6,0,y (x, ) = h(x, t) (4.24)
0,0;Po (%, 1) = (K (poy (%, 1)) ) ; + @M1k j — 0.,0,p,) = h(x,t)en Ry (4.25)

hohe L’(Re) 5 Kj, Ky, M, M7 e V¥ ay,a0,a1,d € R}

Condiciones iniciales y de borde

u].(J?, 0) = u](.) / u]Q € (H&(DT))?’ : 8tu].(5c’, 0) = w? / w? e (L*(D,))? (4.26)
pa(X,0)=p) / ps € Hy(D7) ; po,(%,0) = p3) / ps, € Hy(Dr) (4.27)
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Condiciones de borde mixtas

(-c® ul,m(f,t)+a1Mkaa(fff)+azMﬁcpw(’z't))ﬁk‘ -

Jklm T
= -85 6, (F D }a @] =w ] BEDeor)?
_ K?kpa/k(f, t) + alM]?kuk(Ec’, t)n]. ‘arm =q ‘arm ;o opa(X, 1) . =0 (4.29)
(K§ip, (3, 1) + B, Mi (X, . g 5 pup(X, 1) . 0 (4.30)

geL*dr1) ; q,€L*dly)

4.3 Caso poro-visco-elastico

Para el caso poro-viscoelastico (Mroginski, 2013), se introduce un tensor viscoelastico,
que es construido analdgicamente, teniendo en mente la estructura del tensor eléstico ya discutido
anteriormente

@z 1y ~O - (2 . (@) _ 3 -
0y (X, 1) = Cogit (X, 8) 5 Cripy = 400y + (8,0, +6,0,)

A, 1 : Lame poro-viscoelésticos

Luego las ecuaciones constitutivas para este caso seran:

af]ff(f, t) = of(X, 1) + 07X, ) — ay Mip, (X, 1) — ayMip, (X, t) (4.31)
ij(f’ t) = Cf;izl”k,l(;’ t) Cgfiz = A0;0y + (8,0, +0,,0,) (4.32)
O'Z(;)?, t) = Cz(]Z'Jk)luk,l(f’ t) , ng;}k)l = X(Sz‘]'ékl + ﬁ(éikéﬂ + 61'16]'k) (4-33)
A, u : Lame poro-elasticos ; /_\, u : Lame poro-viscoelasticos

De manera simétrica se pueden introducir en la ley de Darcy, términos de viscosidad en la
forma:

Ji(E 1) = —Kip,(3,1) , = Kf;p,(X, t) ; en Ry (4.34)

JP @) = -Ki(p, (3, 1), — Kipo (3, 1), en Ry (4.35)
K?]-,Kiju,KE?,KNf-? e V>

K;?]., Kij“, Kl?;?, K?;’ son matrices simétricas, definidas positivas con normas pertenecientes
a algun espacio de Banach convenientemente definido.
Las ecuaciones de conservacion para las porosidades son ahora:
Qaatpa(fr t) - (K;‘Zk(Pa(Q_E/ t)),k),j - (K}lklba(f/ t)),k"‘
+ 51Mfk”j,k +0,0,p, = h(x,t)en Ry (4.36)
Qwatpw(fl t) - (K]u]]c(pw(f/ t)),l’),j - (K?;]{Pw(f, t)),k"‘
+ &M, — 0,0,p,) = h(x,t) en Ry (4.37)
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De acuerdo con Dormieux et al. (2008), i1(x, ) y h(x, t) expresan fuerzas impulsoras ge-
neralizadas que provienen de las inhomogeneidades existentes

_ (Es) o+ (= S _ (Es) o+ (= ,
h(x,t) = _(Sjklsmglm,k(x’ t)),; ; hix,t)= —(Sjkfmslmlk(x,t)),] (4.38)

De manera que el nuevo modelo poroviscoelastico es:

P (E, 1) = Clgy 1, (F,8) = € ity (F 0+

+ alM].”kpalk(f, t) + azMﬁcpwlk(f, t) = pfj(a?, t)en Ry (4.39)

Sistema de ecuaciones para las presiones de poro

Qaatpa(f/ t) - (K?k(Pa(f/ t)),k),]' - (K?k(ﬁ’a(f, t)),k),]"‘

+ay M, ~ 0,0,p = h(x,t) en Ry (440)
Qwatpw(fl t) - (sz](pw(f’ t)),i),j - (K%(Pw(fr t)),k),]'+

+aMi 0,0,p, = h(x,t)en Ry (441)
hhel*Ry) 5 K, KK RS, M, MY e VS

ay, Ay, 0y, Ay € Rar ; f] € (L*(Ry))?

Las matrices son simétricas y definidas positivas

Kf].:K‘?

ji’

KY = K¢

jir Kij = Kj

jirKij = Kji

jir Mjj = Mj,

oM = M

Kji&i&; > ag&;&; s Kip& & > bo&i& 5 Kignyn; > conny 5 Kigniy > doin;
XX > CXiXi s M XX > qoX;X;

ay, by, o, do, €, 99 € Ry

éi € F(Kf])/ éi € F(K;Z])/ ni € F(KZ]), T?i € F(Klz;))/ Xj € F(MZ)/ )_(1' € P(MZZ;J)

Condiciones iniciales
u].(y?, 0) = u;.) / u;.) € (H&(DT))3 : (9tu].(5c’, 0) = w? / w? e (L*(D,))? (4.42)

pa(X,0)=py [ pa € Hy(Dx) 5 po(¥,0) = py [ py € Hy(Dy) (443)

Condiciones de borde de mixtas para los campos de desplazamientos y los de porosidad
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respectivos
(- kaﬁm”zm(frf) Clttty (F 1) + @, MY p, + a,Mip, )i, oSl 6
W@ 0|, =0 /7 @Er)? § e wer)y (445)
(— K WPa k(x ) — Kkp k(x t)+a1M uk(x n, ‘8F1= q o, (4.46)
(—K;‘,’{pwlk(f, t) — K;‘;{pa,k(f, t) + agM]?;’cak(f, t)n; ‘arl =7 o (4.47)

gel20r) : Fel’dn) ; pa(f,t)‘ —0 - pw(f,t)‘ R
arg ar2
ay, 0y, 8,05 €RY 5 fie (LR 5 £ €(L*0)° ; h hel’(Ry)

4.4 Problema poroelastodinamico en la representacion lagrangiana con fuerzas
configuracionales

Ademas de las fuerzas newtonianas estandar de la mecanica del continuo clasica, (Gur-
tin, 2000) se ocupa de un nuevo tipo de fuerzas de distancia y contacto, que él denomina “con-
figuracionales”; otros nombres propuestos para este Ultimo son “material” (Maugin, 1993) y, mas
recientemente, “Eshelbiana”, de modo que se pueden, formar los pares coherentes: estandar/con-
figuracional (o estandar/material) y newtoniano/eshelbiano.

Las fuerzas estandar estan relacionadas con la posicion espacial y la forma de un cuerpo
en el momento actual; son observables en el sentido de que realizan trabajo cuando cambia la
posicion y/o la forma del sélido. Para estudiar los efectos de las fuerzas estandar sobre los sélidos,
los observadores actuales encuentran conveniente comparar la posicion y la forma actuales de un
cuerpo, con alguna referencia fija. Una forma de derivar la ley de equilibrio que las fuerzas estandar
deben obedecer es establecer el requisito de que su accion, en cualquier parte del cuerpo, sea
invariante bajo traslaciones de los observadores actuales.

Las fuerzas configuracionales se consideran como acciones que alteran la geometria del
defecto, mas precisamente, estan relacionadas con las estructuras materiales de un cuerpo (Gur-
tin, 2000). Las estructuras materiales pueden ser: una textura cristalina dada (una disposicién de
atomos en una red); frentes de solidificacion, inclusiones, vacancias, dislocaciones y grietas. Estas
estructuras pueden evolucionar por acrecion, o transferencia de material. (Podio-Guidugli, 2002)

Las fuerzas configuracionales son observables en el sentido de que realizan trabajo cuan-
do cualquiera de estas estructuras materiales evoluciona en el tiempo. Para estudiar las fuerzas
configuracionales, los observadores referenciales comparan las formas de los materiales, indepen-
dientemente de la deformacion y el movimiento, en la configuracion no deformada. A continuacion,
y en términos del trabajo de Maugin y Trimarco (1992), escribimos un conjunto de problemas poro-
micromecanicos utilizando el formalismo configuracional o material (Mariano, 2020)

Ecuaciones de movimiento

Campo de desplazamiento lagrangiano configuracional, en funcién del primer tensor de Piola-
Kirchhoff

p08t2x].(X, t) — P].A,A(X, )+ alM]‘.lApa,A(X, t) + aQM;Z‘pw A(X, 1) =

]AkB(ekB(X t) A (449
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Condicién de hiperbolicidad fuerte
p08t2x].(f(, t) — Piya>0

Campo de porosidades en la formulacion lagrangiana en la configuracidén no deformada

Poro de aire;

0.9,pa(X, 1) = (Koup, 5 (X, 1) 4 — (Ko ppas(X, 1) 4+
+ MM (X, 1) = 00,0, (X, 1) =0 (450)

Condicion de parabolicidad fuerte
0,0,p4(X, 1) = (K5 5p, (X, 1)) 4 — (RYppa,p(X, 1) 4 >0
Poro de agua

000, Po0(X, 1) = (K4ypo p(X, 1) 4 = (RYspo p(X, 1)) 4+
+ alM;;leA(i, t) = 0,0,p,(X, 1) =0 (451

Condicién de parabolicidad fuerte
000Po(X, 1) = (K¥spy, 5 (X, 1) 4 = (RYppa,p(X, 1) 4 > 0
Condiciones iniciales

x(X,0)=x) /20 € (H}(Dy)® 5 9,x,(X,00=00 /o € (LX(Dy))’  (52)
Pa(X,0)=pY [ pde HYDy) ; po(X,0)=pY)/pS € HY(Dx) (4.5

Condicion de consistencia termodinamica

Po(9ne(E,n) = pa(X, )i} + po(dne(F, 1) = poy (X, D)1+
A, /P (Kiypy 1) + TEC, D/ p)(KEypy 1)+
+ (pg@ne(F,n =] 'Pja) : Faj 2 0 (454)

Condiciones de contorno en la interface inclusién micromecanica-matriz

(_PjA(i’ E))ii, ar,, + ale'aA(pa(i' P, + 0‘2Mfi;(l9w(5(, B,

i dl'i,
= —SF 58 5(X, 1)y o 459
(~Khnpa (X 1) = Koy, p(X, ) + M 5,(X, )| =0 (456)
(=K% Py 5(X, 1) = RYpp p(X, 1) + MY %X, )i, | =0 (4.57)

in
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Condiciones de contorno sobre la superficie exterior de la matriz

(~Po(X, 1) + 0, MY (po(X, )ity + esMEp (X, t))nA) C=t] o e
(=K% P, 5(X, 1) = Kipp, o(X, 1) + ME (X, )i, | =0 (4.59)
1
(=K% Py 5 (X, 1) = Ry, 5(X, 1) + MY (X, 1), =0 (4.60)
1
Definimos la funcion de Green de la forma
P98 (AX, At) = gy 4 4(AX, At) = 5, (8(AX, At) = (1/V) (4.61)
g].k(Af{, 0)=0 : 8tg].k(A5(, 0)=0 (4.62)
- GeaAX A0, | =0 =g (0K, AN, ‘arl =0 (463

Y encontramos la representacion integral siguiente
0o ///Vdv {g].k(i ~ X/, 1)9,x,(X,0) - x,(X, 0)&tg].k(5< ~ X', 0)}+
+ /0 v { ///V av {g (X = X', t =) {a,Mf,p, (X', ) + a2M;;pw,A(5<',t')}}}+
+ j%rds (x (X, t)g].k,A(i — X't =), - (g].k(i — X', t = t)Pra(X, t'))n, =
- /0 tdt’ { ///V dv g].k(f( ~ X't - t’)SEZnBe;B/A()z’,t’)}—
- x].(f(, t)+ (x].(i, 1) (464
Donde hemos impuesto la condicion

t
/ dt’ {///dv {gjk,APkA(X - X’,t — t’) — xk(X’ t),Agjk,A(X _ Xl,t _ t/)}} (465)
0 %4

La representacion anterior esta referida al problema de Neumann, tendremos, con la defini-
cion de la funcion de Green dada precedentemente

X, (x £ = (x; (X, 1)) / dt’ { /// dv gk(X X't t)SEans;BIA(}z,t)}—
—/0 dt’{///vdv{gjk(i—i',t—t’){al L paaX )+ aMYp, 4 (X, ’)}}}
+ po /// AV {x(X’,000: 8 (X = X',0) = g, (X = X', )9, x,(X, 0)}+
+j§€r ds (g k(X X’ t— t)(PkA(X’ t')+a, M, (pa(X )i, +a,M (pw(X t)n ,+

; j% s (86X = X', t = )Py (R, 1) + @M (o (X, 1) 4+
1

+ @MY (po (X, 1)), (466)
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Y se afiade la condicion de resolubilidad siguiente

j%r ds (P, (X', 1) + a, M2, (pa(X, D), + ayMEp (X, D), =

= ///dv ks et (X, H) (4sT)
. ,

# dS (P (X', t') + a,M% (po(X, DA, + a,MYp (X, )i, =0 (468)

m

Se propone ahora una técnica analoga a la desarrollada precedentemente, a efectos de ob-
tener representaciones analiticas se las soluciones asociadas ahora, a los campos de porosidades.
Definimos las funciones de Green de la forma siguiente

Para el poro de aire
— 0,0,8,(AX, At) — (K8, 5(AX, Ab) , = (K8, 5(AX, A1) , =

= 6(AX,AH) - (1/V); g(AX,-T)=0  (469)
- (K558 50K, A) ~ K8, 5(AX, A0 | =0 w10

- (KZlBga,B(Ai’ At)) - KZBga’B(Ai, At))ﬁA ‘81" =0 4.71)
1

Para el poro de agua
— 0,,0,8,(AX, At) = (K%, 5(AX, A) , — (R, &, 5(AX, A1) 4 =

= 6(AX,At)—(1/V); g(AX,-T)=0 (472
— (K¥38, 5(AX, AD) = K4, 5(AX, A7, ‘ _— 4.73)
— (KY58,, 5(AX, AE) = Ry &, o(AX, Aty ‘ o =0 (4.74)

Utilizando de nuevo, el segundo teorema de Green, obtenemos la representacion integral
siguiente para ambas porosidades

6, /// AV g(X — X/, t —t")p, (X, 0)+
1%

+ /Otdt’ ‘}ég | ds Pa(i’,t')KﬁlBg’B(f( ~ X't )i, —
_ /Otdt’ ﬁg S g(X =Xt = VKl oK = X E = )i+
+/0tdt' j% S Pa(X/ Ky 5(X = Xt =tV ,—
_ /Otdt’ ]%P ds g(f( — X', t- t/)KZ\Bﬁa,B(i X - )i, =
+0, ///Vdv gX =X/, t =)0, p (X', #) = po(X, 1) (475)
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% ///VdV gu(X = X/, t = )p, (X', 0)+
+ /Otdt' j%p ds pw()?’,t’)KZ’nglB(i — Xt )i, -
- a s g X=Xt =K (X=Xt =6
+ /Otdt’ ﬁgr_ dS po (X', VK8, p(X = X/t = )71, —
_ /Otdt’ jégp as gw(f( — X't - t')ij"Bpw,B(f( _X/t— )i, =

t
- / dt’ /// dV g, (X = X', t =t )M, ,(X, 1)+
0 v ’

+0, W AV g (X = X', t =)0, (X', ') = po(X, 1) (4.76)
1%

Para el problema de Neumann tendremos

t
pa(X, t) = (p.(X, 1)) - &1/0 dt’ ///Vdv 8a(X =X/, t =t )M, %, ,(X, 1)+

+0, /// AV g, (X = X', t =119, p (X', t') - 6, /// AV g, (X = X', t —t")p, (X', 0)+
1% 1%

t
+ / dt’ # dS g, (X = X', t — ') (K gp, g (X', )4 + K pp, g(X/, )71 4+
0 ol ’ ’

t
+ / dr’ ﬁg dS g,(X = X', t = ') (K p, oKX, )04 + K, oKX, 1)), @477)
0 T

po(X, 1) = (p,(X, 1) - &, /0 tdt’ ///V dv g, (X — X' t - t’)M;lej,A()?,t)+
+0, ///V AV g, (X = X', t =)0, p (X', t') =0, ///V AV g, (X=X, t—t")p (X', 0)+
+ /0 ar jégrlds So(X = X/t =) (K4yp, s (X', )i, + KSpp,, y(X7, ), +
+ /0 tdt’ }% r1ds Su(X =X/t = t")(KYypy 5 (X )iy + K pp, (X, H))i0, (478)

Finalmente, el sistema de ecuaciones integrales representativa de las soluciones, a las que
denominamos semi-analiticas es el siguiente:

Representacion integral de la solucién asociada al campo de desplazamiento lagran-
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giano x].(f(, t):

x(X t)—<x (X, 1)) / dt’ {///dng(X X', t—t)sks nBA(X’ t)}
—/0 dt’{///vdv g].k(i—ﬁ',t—t’){al Paa(X )+ aMp, (X, t)}}}
+ po /// AV (X, 00,8, (X = X,0) - g, (X = X, 09X, 0)f +
+‘;§gr as (g k(X X’ t— t)(PkA(X’ t)+a,M?, (pu(X b)), +a MY pw(X t))n ,+

+jégr as (g k(X Xt t)(PkA(X’ t')+a, M, (pa(X )it +a,M, pw(X t)n ,
(4.79)

Representacion integral de la solucion asociada al campo de presiones de poro de
aire p, (X, t)

t
pa(X,t) = (pa(X,t)>—§1/0 dt'///VdVga(X—X’,t—t’)M;ZAJ&j,A(X,t)+

+0, /// AV g,(X = X', t = t)d,p(X', ') - 0, /// AV ¢, (X = X', t = t")p, (X', 0)+
1% 1%

t
¥ / dt’ j% 45 ,(X = X' ) Kp, 5K 00 + Ky (K )t
0 1
t
+ / dt’# dS g,(X = X', t =t")(Kgp, g(X', ), + K pp, o(X', '), (4.80)
0 ory ’ ’

Representacion integral de la solucion asociada al campo de presiones de poro de
aguap,,(X,t)

Po(X, 1) = (po(X, 1) - &, /0 a ///V AV g, (X = X', t =t )M, 4(X, 1)+
+0, ///V AV go(X = X', t=t)0,p (X', ') = 6, ///V AV go(X =X, t=t)p, (X, 0)+
+ /0 tdt’ }% rlazs Guo(X = X/, t = t)(K¥pp, o(X, )ity + KSpp o (X )+
+ /O a j% r1ds G0o(X = X/t =) (KSppy, p (X 07, + KSppo n(X7 )i, (481)

Condiciones de resolubilidad del problema de Neumann

# ds (Kija,B(f(, t)i, + IngBpa,B(f(,t)ﬁA =0 (4.82)

in

ﬁg dS (K% zp, 5(X, )ity + Ko pp, o(X, 1)ty =0 (4.83)
I
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# s (K;f’Bpw,B(i, )it , + K;?Bpw,B()?, D, =0

m

P45 (a1 (X, 0y + R (%, 0, = 0
Iy

Condiciones de integrabilidad

///V dV g, J(X = X', t =K% p, 5(X', 1) =

- ///V AV p (X' VK% pg, (X = X' t = 1)

///Vdv gw/A(f( — X't t’)KZprw,B(f(’, t) =

///V AV py A (X )KS g, y(X =Xt = 1)

(4.84)

(4.85)

El sistema de ecuaciones para el analisis del fendmeno de consolidacién se escribira de la

siguiente forma

_PjA,A(X/ t) + alM]@Af?g,A(X/ t) + QQM;Z?ZU,A(X/ t) = —S}EAkB(F,;(IB(X, t)),A (4-86)

Campo de porosidades

Poro de aire:

0,0:pa(X, 1) = (Kb, (X, 1) 4 — (R ppap(X, 1) 4+

+ BMY % A(X, 1) = 00,9, (X, 1) = 0

Poro de agua

040Po0(X, 1) = (KYgpy 5(X, 1) 4 — (RYppo,p(X, 1)) 4+

+ @MY% ].,A(;?, t) = 000,p,(X, ) = 0

Condiciones iniciales
x(X,0) =} [ x] € (Hj(Dy))?
Pa(X,0)=p2 [ pd e HYDy) 5 pu(X,0)=pS [ pS € HY(Dy)

Condiciones de contorno

(=P o (X, 1) + o, My (po(X, £t + oM (X, )i )ap _ 0

ar,
(—=K5pp, (X, 1) — IZZBpa,B(X’ t)+ M, x,(X, H)n,

=0
ary

=0

(_K,ZXBpw/B(X/ t) - K;{{Bpw,B(X/ t) + Mlzj)qxl(X/ t))ﬁ(l oT,

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)
(4.92)

(4.93)

Estos operadores se denominan tasa-independientes, y son un ejemplo de operadores parabdlicos

completamente degenerados (Showalter, 1997, 2005)
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CAPITULO 5

Micromecanica configuracional Aplicada al sistema de Biot en la
Formulacion de Segundo Gradiente

«...Fluctuat nec mergitur...»
Lema de Lutetia

Resumen y objetivos:

Se formula el problema micromecénico configuracional aplicado al sistema (u;, pw, pa) de Biot,
concretandose asi lo declarado en el titulo de esta tesis.

* Formular consistentemente el problema dinamico micro-poroelastico, en la formulacién de
Biot, en la configuracion no deformada, es decir, conteniendo fuerzas configuracionales con
la notacién de Maugin y Trimarco (1992); Maugin (1992).

5.1 Consideraciones previas respecto del marco tedrico a desarrollar

Se desarrolla un modelo micromecanico configuracional de Biot, con dos porosidades en el
referencial no deformado , en términos de del primer tensor de Piola-Kirchoff (Maugin, 2011), con
condiciones de borde tipo Neumann y consistencia termodinamica (Mindlin y Eshel, 1968), (Mindlin
y Tiersten, 1962), (Polizzotto, 2012).

Ecuaciones de movimiento

Campo de desplazamiento microelastico configuracional, en funcién del primer tensor de Piola-
Kirchhoff (Maugin, 1993, 1995), (Askes y Aifantis, 2011)

Podix (X, 1) = bEOFx,(X, 1)) g = Pia 4 (X, 1) = 9Py 4(X, 1)+
+12(P]A KK(X b)) 4 +l P (PAKK(X 1) o+ a; M, (P, (X, b)) 4+
+ a,M{ (P, (X, 1) 4= Laa M2, (P, KK(X,t)), A
l2a2M APy KK(X ) 4= IA]B(E] B(X ) A+ SzA]B((E;,KK(i't)),B),A (5.1)
Campo de porosidades en la formulacién de segundo gradiente en la configuracién no deformada

Poro de aire

0,0:pa(X, 1) = (K5, (X, 1)) 4 = (Ropp, p(X, 1)) 4+
+ (K5 (p,, (X, 1) ) 4+ (K (P, (X, 1) B+ ML (X, 1) -
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= M (5 1) ) 4 = 000ip(X, 1) + 120,0,p (X, 1) 44 =0 (62)
Poro de agua
wIiPwX, D) = (Kigpy, 5(X, 1)) 4 = (Rippy, p(X 1) 4+

LK (P k(X D) ) 4+ T (RSP e (X, 1) ) 4+ M (X, 1) 4=
12 M B(x (X t) KK) LA éwgtpa(ir t) + lzzuéw(gtpa(ir t)),AA =0 (5.3)

Condicion de consistencia termodinamica
Po(9n8(F,n) = pa(X, 1)) + py(9,8(F, n) = po(%, 1))+
+(Ja(X, t)/pa)(Mypp, 5 - lg(foBPa,KK),B)“L

+ (T )/ pu) (M., 5 — o (MAsp, ci) )+
+ (p08nE(F, ) —J7'Pia) 1 Fai 20 (54)

Condiciones iniciales

x(X,0)=x/ e (HYD,)® ; 9,x,(X,0)=0"/0" € (LXD,))? (55)

v _ =0 =0 1 2
x(X, 0) )m =%| /| e miom) 56)
v ~ _ .0 0 2 2
(9,%,(X,0)) ot jm =of| /ol e (LX) 57)
pa(X,0)=py [ pl € Hy(DY) ; pu(X,00=py /ph € (L*(Dy)  (59)

Condiciones de contorno en la interface inclusién micromecanica-matriz

+

in

(=P (X, 1) = 0, P (X, ) + [Py (X )i |

+

in

+ (lﬁat(PjA,KK(X’ )AL, + aleA(pa(i, DA, + ayMi, (p,, KK()_é’ D)7, or

(LM (K, D)g = RayME (i (K, D) ‘ar -

mn

_ E * ~ E * ~
_SiA]'B(E]',B(X/ )i , ‘8 + S,'A]'B((E]' KK(X/ t)),B)nA ‘81" (5.9)

Tin in

(K (X5 = R, (K1) + BKG (0, (K1) iy |+

+ (I3RS, (p,, (X, 1) )+ M % (X, £) = EM], (2,(X, 1) k)it .

li’l

+

in

H130,0po(X, 1) 4ty | =0 (810

(K P (R, 1) = Ry (R, 1)+ B (b i (R0 )1y |+

in

+(I2 (K, APy KK(X t) )+ Mjx,(X,t) - Z%Mﬁ(xi(X,t)lKK))ﬁA +

&rin
+128,(0,p,(X, D) 4, (ar‘ =0 (1)
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Condiciones de contorno sobre la superficie exterior de la matriz

P.A(i,t)—atP.A(S(,t)Jrz?(P.A (X, DA, .

+ (128 (P. ia, KK(X thi, +a M, (pa(X )i, + asMi,(p,, KK(X E))A , ‘&r
I or,
(5.12)

+ (- l2a M (p, KK(X )i, — 120c2M yL(2 KK(X t)))nA

(- KIApal(X t) — KzApal(X t)+ 2K, (p, KK(X t) )nA‘ .
+(l2(K (Pa KK(X t)) D+ML (X, t) - ZQM”Z (1, (X, t) KK))nA|
+120,(0,p,(X, 1) afiy ‘arl =0 (513
(Ko (5 = R 1)+ B (i (K10 ) |+

+(I2 (K, APy KK(X t) )+ Mjx,(X,t) - ZMY(%.(X, 1) KK))nA‘

2 —
w(8tpa(X, t) afig ‘arl =0 (5.14)

Definimos la funcién de Green micromecanica en la forma siguiente:

P; 8 (AX, At) = b2} g (AX, AL)) 44 = 8 44 (AX, Ab)—
= & an(AX, A1) + (g5 4(AX, AD) ) 4+
+ (8 A(AX, A ) 4 = 8, (B(AX, A) = (1/V)) (515)

Y utilizando el tercer teorema de Green tenemos la representacion integral siguiente:

Do ///V AV {g; (X = X', 1)9,x, (X, 0) = x,(X’,0)9,8,,(X = X', 0)}+
+b2 j% HdS(xk(i', 008 A(X =X, )ity ~ b, }% HdS(g].k(f( =X/, (9,2, (X7, 0)) 4+
+ jéé mdS (2 (X, 1)g i1 A(AX, At) = g (X, P4 (X, 1))t 4+
+j§§ mdS (xk(}?,t)gjk,A(A}?,At)—g].k()?,t)PkA()?,t))ﬁA+
+ 12 ]% rindS (€ (P aX 1) i = 1 (X, (831 (DX, AL)) 4)f 4+

CT2 S (g, Pa(% 1) = R g (0K, 800 ) =

t
= /0 dt’ {///Vdv g(X = X't~ t’)]k(X’,t)} —x,(X, 1) + (x].(X,t)> (5.16)
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Donde
J; = _gijIEAnB(E:z,B(X’ £) 4+ 8jk5£AnB((€;,KK(X, £) B) A=
N algjkMI?A(pa(X' t)),A + azgjkM;?}A(Pw,KK(X, t)),A"'

+ lialgjle?A(pa,KK(X’ t) 4+ lﬁa2gjle?j4(pw,KK(X’ t),4 (617)
Donde hemos impuesto las condiciones de integrabilidad siguientes

t
/ dt’{///dV{gjk AP (X=X t—t)-
0 v '

—x (X, t),Agjk/A()? — X't - t’)}} =0 (5.18)
t
/ dt’{///dV{gjk AP X =X = t)-
0 1% ’
~x (X, t),Ag].k’A(f( — X't - t’)}} =0 (5.19)
t
/ dt’{///vdV{gjk’APkA/KK(X - X', t—t)-
0
- x (X, t)/A(gjleK()? — X't - t’)),A}} =0 (5.20)
t
/ dt'{////dv{gjk,APkA,KK(X - X', t—t)-
0
~x (X, t)/A(g'].k,KK(f( — X't - t’))/A}} =0 (5.21)

La representacion semi-analitica de la solucion, asociada a los campos lagrangianos, para
el problema mixto se escribira:

x].(i, t) = /Otdt’ {//[/dngk(i — X, =) (X, t’)} +
+ oy /// AV 2, (R, 009,8,,(K ~ X,0) — g,,(% - X', 09,x,(%, 0)] -
b2 ]% HdS(xk()?', 008 (X = X', £))fi 4 + b7 }% HdS (8 (X = X', 1)9,x,(X,0)) 4+
+ ﬁgrds‘(g].k(i — X/t = )P, (X, ), — x (X, t)g].k’A(f( — X, t—t"))A -
- # | dS(x (X, )8,y 4(AX, At) = g (X, )P4 (X, )ity
- ﬁgrmdS(xk(f(,t)g].k,A(Af(,At) = g (X, P, (X, )i,

— li jégr‘ dS(gjk(PkA(}?, t)),KK - xk(i/ t)(gjk,KK(A}?rAt)),A)ﬁA—

-1 ]%F dS(8(Pes(X, 1)) i = %X, (&1 (DX, AD) ity (622)
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Para el problema de Neumann tendremos:
x].(i, t) = <x].(5<, b)) + /Otdt’ {///Vdv g].k(i - X, t =] (X, t’)} +
+ 0y ///Vdv {xk(i', 0)9,8;,(X = X',0) - g, (X - X', )9,1,(X, 0)} -
~b? jéénds(xk(;{’, O)gjk’A(}z—}z', £)it ,+b> j%ndS(gjk(;?—f(', 19,2, (X7, 0)) )+
+ ]%rdS(gjk(i — X' b= )P (X', ), + ﬁg |

; j%r 4S(3, (AX, AP, (X, )i, — 12 ﬁgr AS(, Py (R, 1) )it~

dS(g].k(f(, HP,, (X, )+

-1 ﬁgﬁ 45(3,, (P (X, 1) ), (523)
Las condiciones de resolubilidad seran:

jé}gr AS(-Pyy(R, 1) = P, (R, ) + 2P, (X, )i+
1

2 jég Sy (R, 1)y + o MEgpo (R, )44

1
+ ayly # dSMffq(pw/KK(if,t))ﬁ 4~ Lay # dSMfA(puIKK(X,t))ﬁ -
aI'y dI'y
- a, jégr dSMfﬁ‘(pleK(f(,t))ﬁA =0 (524)
1

# AS(=Pyy (R, 1) = By (K, )+ 2Py (K, )i+

m

+ 12 ]%P AS(P (X D)y + 0, MEp (X, D)+

+ayl} ;{% ASM (p (X, D)ty = Ly ﬂ ASM (P, (X, 1))

m m

- 2a, j%r- ASME (P, (X, )i, = — ///V AV SEy g€ p(X, 1)) 4+

+-12 ///V VS p((& (X, 1) ) 4 (525)

Para el poro de aire se plantea una funcién de Green que debera satisfacer el siguiente
problema de condiciones iniciales y de borde

— 0,0,8,(AX, At) = (K' 58, 5(AX, A1) 4 — (R%58, 5(AX, AD) 4+
+ 2K 5(8, ki (AX, AD) p) 4 + BRG5(8, cx (AX, AD) ) 4 =
=6(AX, A —(1/V) ; ¢, (AX,-T)=0 (526
(K58, 5(AX, A1) = Kfpg, (AX, ARty |+

m

+ (K% (8, ki (AX, AD) 5 + I2(RY (8, ki (AX, AD) p)it, L =0 (5.27)

m
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(=K3p8, p(AX, A1) = Kiypg, p(AX, AD)A, |+
1
+ lc%(KZ}B(ga,KK(AX’At)),B + ig(KfAB(Qa,KK(AXIAt)),B)ﬁA P 0
1
Analogamente para el poro de agua

~ 0,9, 80(AX, A1) ~ (K358, 5(AX, A) 4 = (R, (AKX, AD) 4+

+ ZSJKIZXB(ga,KK(AX’At)),B),A + 73122]3(8'a,1<1<(AX/ At)) g) 4 =

= 8(AX, A = (1/V) 5 g,(AX,-T)=

(K358, 5(AX, A0) = K58, (AKX, A, | +

+ LG8, ki (X, D)+ TE(RE (8, (AX, AD) )y | =0
(K58, 5(AX, AN) = Ry g, y(AX, Ay |+

+ B8, ki (AX, ) + (RS (AR, AD) ity | =0

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

5.2 Sistema de Biot Micro-poromecanico configuracional en la formulacién de segundo

gradiente

Sistema de Biot Microporomecanico configuracional en la formulacidn de segundo gradiente
con dos porosidades, vacios y consistencia termodinamica en el referencial deformado (Dormieux

etal., 2006).

La densidad de lagrangiano para el problema poro-visco-elastodinamico en la formulacion

de segundo gradiente en un medio con microestructuras (Ver Apéndice C)

Q(u u]k,&u v.,,X,t)=

ik’

= {(1/2p(@,u,(F, 1)* = (/2P (@ (F, 1))~ (1Dt (7, CS 11, (F D)+

+ (1/2)12{V2 u; (%, 1)C; klmv%tl n &Y+ (1/2)0; (3, )Chy,, 0, (%, )=
VQulm(x f} - alM (1- ZQVQ)pa Kl (X, t)—

- (1/2)11{V2 K& DCH,,
(1 — ZQVQ)pw Kl (X, t) - (S]klmglm,k)”j(x/ t)}+
+ {pw<x B)0,pa(%, 1)+ pa(X, )0, (T, 1)-

— (/2K (1= V?)p, ((F, Dp, 1%, 8) = (1/KG(1 = 2V2)p,, (R, )p,, (%, )=
- (1/2)K’? (1- Z2V2)pa (%, t)puj(x t) — (1/2)K;‘,’{(1 - l,sz)pw,k(x,t)pw/j(x,tH
+a, My (1= 15 V)i, pa (R, 1) + a,M0 (1= V)it py (3, 8) = TH(pa, po)} - (6:32)

La accion asociada a la densidad de lagrangiano anterior es

t
- /0 dt{ f//v {12,y (E, 0 = DI Or(F, )y~

(1/2)u k(x t)C]klmul/m(f,tH
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+(1/2)12{V?u ES t)C]?klm@Qul,m(J?, B} +(1/2); (%, )€}y, 01, (%, )=

= (2H{Vi, (%, 6)C,,, V20, (R, )} = a MG (L= BV2)p, (%, )=

— a,MY(1 - B9p,, 0 E 1) — (S 5, Ju(E, t)}}+

o[ tdt{ J/A Al E 097+ Pl D9 1)

— (/2K (1= V?)p, ((F, )p, 1%, £) = (1/2K5(1 = L2V2)p,, (%, )p,, (%, )=
— (/2R (1= V)P, ((F, P, (%, 8) = (1/KG(1 = 12V2)p,, (R, ), (%, )+

+ Zle].“,’((l - lfﬁ?w}.’kpa(f, t) + ﬁzM].“,’((l - 13@2)aj,kpw(f, t) — tH(pa, pw)}} (5.33)

Utilizando el principio de minima accidn se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento
Ecuaciones de movimiento

Campos de desplazamiento
pafui(f, t) — b2(8t2ui(a?, t))’].]. - ijkz”k,zj(’?f t) — C?jkz”k,lj(’?f t) — Bi]-(p’]-(a?, £+

Vp $2. (2 2 &2 > 72 &2 (3 >
+1, B,V (p/j(x,t) + ZHijle uk/l].(x,t) + lny.’J.le ukll].(x,t) + ale].palj(x,t)+

> 2 &2 > 2 &2 > Es o+ (=
(X, t) — lmejV pa’j(x, ) + ZQ#MfJ‘?V pw,].(x, t) = —Sijilekl,].(x, )+

w
+a2M,.pw1]

g
E 2 % 2 . V 42 42 2 +
+ SV (X t)en Ry ay o, Ly, L 15y, 15, p € Ry (534)

Vacios

pkathO(f/ t) — A)‘/]((P,kj(f/ t) - (kauk’i(a?, t)),]‘ + Bl‘jui/]‘(f/ t)—
- bj(P,]‘(z/ B+ & @ )+ E0,p(X,t) = pfV(%,t) (5.3
Porosidades de aire y agua

0,0,pa(F, 1) + 7 (%, 8) + M (i1, (%, £) = 3V?it, (%, 1))

= Bj{(¢; j(%, 1) = 13V, (Z,1) = 3,V (%1, || — pol| , ) =0 (636)
0,0;po (%, 8) + I (3, 1) + M7 (1, (3, 1) = V20 (X, 1)~
= B¢ ;(%, 1) = 15V, (Z,1) = 9,V (%, [[pw = pal| , @) =0 637
Flujos y desigualdad de Clausius Duhem
JIE 1) = =K{p, (%, ) = K{p, (%, 1) + [}, MIV?p, (3, 1) (5.38)
JP(E 1) = =Kip, (%, 6) = Kip, (1) + 15, MIV?p,, (X, 1) (5.39)

p(Oye(E,m) = pa(X, D)1 + p(9(E,m) = poy (X, ) i+
+ P(9175(F, n) — &, )+ P(anE(F,n) -(1- 62)01‘]'1';3) F+
U t)/p“)(ijpﬂ,]’ - l%yM;lePa,j(f, t))+
O G, (M = 1M P G, 1)+
+ (I}/(a?,t)/@)(Ml.‘]((p’j _ ZL/M;](@ZQO/]'()—EJ)) 20 6

Juan Carlos Barreto [99]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot

Condiciones iniciales
u,(%,0) =u) /u) € (Hy(Dy))* ; du(X,0)=10/0) e (L*Dy))?
= _ =0 =0 1 2
(%, 0) ‘QH - |aH /i L’?H € (Hy(dID)
> ~ — .0 0 2 2
O, &0 aty | =0?| /0¥ e (LX)
p.(%,0)=pl /p) € Hy(Dx) ; po(X,0)=p /ps € L*(Dk)
(X,0)= @,/ ¢, € Hy(Dx) ; 9,9(X,0)=¢) /@) e L*(Dy)

Condiciones de borde entre: inclusion-matriz y superficie limitadora exterior

(=Cfiptty (%, 1) = Cligi (%, ), ‘ .
+ (—Bijﬁo(f, t) + ZXBﬁz(P(’?' t) + lﬁcfjklﬁzukl(f’ t))ﬁf ‘ar -

in

+ (B3 (3,6) + 0, MU, (R, 1) + a;Mp, (&, 00 |+

H=1g 1 n

2 2. (% 2 29 (% )4 =_SE & (% )i
(3 MV, (F, ) + BMEVp, (R, 00| = =85, 6% 0|+
E &2 % /= A . V 32 42 2 +
+ Si].le £,(X, t)nj ‘ar,—n enRi s ayo, 1y, Ll 15, p € Ry

Sobre la superficie limitadora externa

e - 0 y Y i
(=Clipthi 1 (X, 1) = Crpiy (X, D)7 ‘arf

+(=Bp(F, 1) + 1BV p(X, 1) + lﬁijkﬁzuk/l(f, A,

+
ol

+ (LC Vi (3, 1) + 0\ Mpo (%, £) + a, M poy (%, E)A ‘arf

+ (15, MEV2p, (3, 1) + 15, MV, (3, 1), )ap = —55k1821(’7' b

E Vo2 52 g2
+ g 2,1

oy w
iV € (X,

enRy ; a
or, » 21,27
Para el campo de vacios y la inclusion y sobre la superficie limitadora externa

(Aj @ (&, 8) = (Dfuy (%, 1) + B, (X, 1) = g;0(F, D), ‘a =0

m

(A5 (%, ) = (Djjat (3, 1) + BT, 1) = g0 &, D)y | =0
U}, 1) + MGG, 0 = 9%, )| =B, (0] -
- 292 (&, 00| =0

. PN 202 (2 X
OF () + MEG(E, 0 = B0 )|~ Bl(p,E 0] -

- B2 (&, 00| =0

in
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JOE, )+ MG, 1) - 12970, t))‘

- 12V%¢ (%, t)A,| =0 5.52
¢ (% ))n ilar, (5.52)
TG, 1) + M2 (7, 1) — 29%0,(R, t))| ~BY (¢, (%, t)‘ -
2172 —
. EAY qoli(x,t))nj - 0 (5.53)
Calculo de las funciones de Green, para el campo de desplazamientos

PO} 8, (AT, At) = b%(978,,(AX, A1) 1 = CFip 8,y 1 (AF, A) = CF & (A, A)=

Z2Cf]le2gnk,l].(Ax,At)+12CZkIV2gnk (A%, At) = 8,,(8(A%, At) = 1/V) (554

Para el campo de vacios
pko? gy (AX, At) — (A WSy, ((AX, At)) (x t)—b. gV](Ax At) =
= 0(AX,At) - (1/V) (555)
Para el campo de porosidades
~ 0,0,84(A%, At) — Kii(g, (A%, At) ~ Vg, (A%, Ab)) -
- K{(8, (A%, At) —ZQVZgal(Ax At)) ; = 8(AX, At)  (556)
— 0,9,8,(A%, At) — K{(g,, (A%, At)—ﬂv?gm(m Ab)) i~
- K{i(8,,(A%, At)—lZVZgW(Ax At)) = 80(AX, At) (557)

Representacion integral de las soluciones idénticas a las obtenidas para el primer caso solo se
incorpora el términos de vacios

5.3 Sistema de Biot Micro-poromecanico configuracional en la formulacién de segundo
gradiente con pre-stressed

Sistema de Biot Microporomecanico configuracional en la formulacidn de segundo gradiente
con pre-stressed (Bazant, 1971), (Biot, 1965), (Bioty Temple, 1972), (Singh et al., 2010) en la formu-
lacién de segundo gradiente con dos porosidades, vacios (Cowin y Nunziato, 1983) y consistencia
termodinémica en el referencial deformado

Ecuaciones de movimiento
Campos de desplazamiento
Ju (X, t) - b2(8t2ui(f,t))l].j = ijkluk l].(y_c’ t) — fjklak lj(f t) — ((G?kukj(x,t)) —

=B (x, 1) + /B, V2 (%, 1) + [3C5 VPuy (X, 1) + T3CF V2 (3, D)+

+ alk(Vzuk](x t)) + alMZ]pa](x t) + aQMU pw](x t)— 12 M”Vzpa].(x )+
+I§HM;;.’V2pw,].(x,t) =— z‘]kl‘ﬁkl](x t)+55le2£kl (X,t) (558)

Vacios
pkd?p(x, t) - A]k(p k](x t) — (Dljkukl(x t)) ; +Bl]ul](x t)-
8P ,]-(x,t)+51<p(x,t)+518t<p(x,t)=pfv(f,t) (5.59)
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Porosidades
JiG, ) = -Kfip, (3,1) - Kip, (%, t) + 12 M”VQpIZj(J?,t) (5.60)
0,9,p,(%, t)+] (x t)+MZul](x t) — Bl]gol](x t)-
-9, V,(%,t,||pa — ) =0 (561)
]w(x t) = —Kl]pa](x t) — Kl]pa](x t) + l2 MwV2pw,].(5c',t)

wIiPw(X, t)+]w (X, t)+Mf]"ul](x t) — BZ](pl](x,t)—
-9,V (X, ¢,

) =0 (562)

Pw — Pal| »

Desigualdad de Clausius Duhem

p(9,e(F,n) = po(Z, 1)) + p(9,8(F,n) — po(F, 1))+
+p(9,e(F, ) - (X, t))n + (pd,e(F,n) - (1 VQ)GZ]F]_AT) Fai+
+ (pd,e(F,n) - (1 -V?)¢! AT ]A) Eai+
+(J7E /P (Mp, ; — MV?p, (%, 1)+
+(JPE 0/p)Mp, = B MINVp,, (3, )+
J/ &, t)/(p)(Ml]go ; zXMZ.W?q;J(f,t)) >0 (569)

Condiciones iniciales

u(%,0)=u’ /ud e (HYA(DY)? ; du(X,0) =2/ e (L}Dy))? (5.64)

b4 _ =0 =0 1 2
ui(x,O)) = il ( /it |aH e (H)(91D)) (5.65)
0 0 2 2
(du,(¥,0)) o I H/ v; € (L*(JIT)) (5.66)
p.(%,0)=py [ pl € Hy(Dx) ; po(X,0)=py / py € (L*(Dy)) (5.67)

Se escribe a continuacion el modelo poroelastodinamico de Biot en la configuracion no deformada
con fuerzas configuracionales y de inhomogeneidad, este sistema tiene solucién Gnica y es equiva-
lente al problema de Biot en funcion del primer Piola Kirchhoff (Maugin, 1992). Multiplicando la (5.1)
sin los términos de segundo gradiente por 1—“;]. y utilizando la definicion del tensor de Eshelby en

la configuracion material, y recordando que | Ml.].lﬂ‘].‘AT = M, , obtenemos la siguiente estructura
formal (Coussy et al., 1998; Martinec, 2019; Steinmann, 2022)
I(poF;(dex ].(ic, 1)) + Ky 4 (X, 1) + P;j(alM;Apu(i(, 1) 4+
+ Fj(a,Mp,) 4 = bi"(X, 1) = 65, Wa(X,t) enRy (569)
0,0,pa(X, 1) = (Kiyp, (X, 1) 4 = (Kiyp, (X, 1)) 4+
+a,M Ax]A(x t) - 0,0,V, (t, p(X, 1)) =0 (569)
OwdyPoo(X, 1) = (K, (X, 1) 4 = (KO, (X 1) 4+
+ AMY 14X, 1)+ 0,0,y (t, pa(X, 1) =0 (670
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pOF;].(&t x].(}? ,t)) = Pa: Pseudomomentum; -6, AW,A()? , 1): fuerza configuracional.

Condiciones iniciales y de borde

Fjx ].(5(, 0) = F;x? | Fj.x) € (Hj(Dy))? (571)
9, (PBT].x].(X, 0)) = F;]w? / Pg]w? e (L*(D,))? (5.72)
(-Wb, 5+ Kz, — alFBTjM]?Apa - aQF;].M]@‘pw)ﬁA ‘QQ =t |(9Q (5.73)

2 2 . T = _rT=
t, € (L20Q)? ; FB].xj(x,t))ag_) = F} @

T = 2 2
o FiE € (L(002) (5.74)

(Kp (X, 1) = Kiyp, (X, 1) + 3 MEx (X, D) ‘arl =q|,,
(K (X, 1) = R, (X, 1)+ &MY, (X, )i, ‘arl =7l
g € L*(dT) ; g € L*(dTy) ; Ej € (L*(dT1))* py >0

PaE | =puE 1| =0 bl € (L(Q))? (5.77)
JCOINES ‘am /%, € (L*@T))° 5 Vi, Vo— Lipschitz (578)

Las matrices y constantes han sido definidas previamente. Nuevamente utilizando el tercer teore-
ma de representacion de Green-Lagrange, encontramos la representacion semi-analitica, también
denominada representacion integral de la solucion, la cual se obtiene multiplicando (5.22), (5.23),
(5.25) por 1-";]. e introduciendo la relacion entre el primer tensor de Piola-Kirchhoff y el tensor de
Eshelby. En términos de una generalizacion para teorias de gradientes de alto orden se introducen
el operador de Mindlin-Aifantis.
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CAPITULO 6

Problemas de aplicacion

«...No puede haber sino borradores. El concepto de texto definitivo no
corresponde sino a la religion o al cansancio...»
Prefacio al cementerio marino de Valéry, Jorge L. Borges

Resumen y objetivos:

Se formulan problemas de aplicacién micro-poroelastodindmicos en 2+ 1 dimensiones, obteniéndo-
se la representacion integral de las soluciones, las aproximaciones utilizando el teorema de Picard
y, en algunos casos, se construyen las formas cerradas de las soluciones a partir de la utiliza-
cion de funciones de Green conocidas. Se realiza un experimento computacional que nos permite
observar la distribucion de tensiones y deformaciones en un material, en la aproximacion microme-
canica, asumiendo que las fuerzas configuracionales (fuerzas de Peach-Koehler) estan asociadas
a defectos de todo tipo en un dado espécimen. (Lubarda, 2019)

+ Formulary construir modelos micro-poroelastodindmicos en 2 dimensiones, y sus soluciones
semianaliticas.

+ Analizar criticamente la estructura de las soluciones cuando se imponen condiciones inicia-
les no locales.

+ Construir soluciones cerradas a partir del uso sistematico de funciones de Green definidas
segun el tipo de condiciones de borde impuestas.

6.1 Dinamica de un medio poroso en la formulacion micromecanico-configuracional, en la
representacion deformada

En este capitulo se formulan algunos problemas de aplicacién del modelado tedrico desa-
rrollado en los capitulos precedentes en la configuracion deformada teniendo en cuenta diversas
acciones de naturaleza configuracional. En general, las fuerzas configuracionales no sélo estan re-
presentadas por inclusiones o inhomogeneidades tales como las que describen Eshelby (1958), o
Mura (1987) (Qu y Cherkaoui, 2006), (Nemat-Nasser y Hori, 1993), (Coussy, 2004), (Cheng, 2016).
Los defectos (dislocaciones, disclinaciones, etc.), desde un punto de vista macroscopico producen
un efecto similar al de las inclusiones citadas anteriormente, la diferencia radica en que estas es-
tructuras son esencialmente dinamicas, aunque su formulacion matematica no siempre incluye la
dependencia respecto del tiempo. Se asume que el flujo de defectos satisface el modelo siguiente
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(Mura, 1963, 1968), (Maurel et al., 2004), (Sitiro, 1985).
at]i(f/ t) + Eijk(v]?]]'(f/ t) - Eijk(gkmn]m,n(ff t)),]' =0 en Rk (6.1)
Ji(Z,0) =] /] € (Hy(Do))* ; v € (LA(R)) (62)

Condiciones de borde:

- Ez’jk('gkmn]m,n)ﬁj |arl =0 (6.3)

=0 6.4
or, (6.4)

= & &y S, )7

Donde la superficies limitadoras se definen M = JdI'y U dT's. También es posible acoplar el
campo de desplazamiento micromecanico y el flujo de defectos tal como lo hacen Dascalu et al.
(2008).

Las fuentes del flujo de defectos pueden modelarse suponiendo una estructura discreta de
la forma

fi(x, 1) = ||f|| 6;6(x — X)@(t — ;)

Donde ||£;|| es el modulo de la fuerza aplicada en X, al tiempo t,,. &, es la direccion de la fuerza

f.» 6(X — X)) es la funcion de Dirac y €(t — ;) una funcién arbitraria describiendo la variacion
de la fuerza, respecto de la escala temporal. En forma continua se escribe de la siguiente forma

(% t) = (Mij(t)é(ﬁ_f - 3?0)),]'

Donde MZ.]. es un tensor simétrico que admite la siguiente representacion Ml.]. = M?j?(t —t)-
Msz es equivalente al tensor de tensiones. En los problemas subsiguientes analizamos problemas
bidimensionales referidos a la siguiente geometria

7z A
£
0 [T @
—x x
ux = O ]x ux = 0
pﬂ(O/Z/t):O pa(a,z,t):()
pw(0,z,t) =0 I, pw(a,z,t)=0
—h JJ\LU/LLLLLLLLL\_, Medio
b poroso
z
—Zvy

Figura 6.1: Recinto de integracion
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Donde los flujos de defectos

n

]x(X,Z, t) = Z pj(t)é(x - Ult)(S(Z + Zl)ﬂ(a,b)

1

J(x,z,8) = 2 pi(D8(z = 031)8(x +x)) U0

v1,02,X1,21 € Ry ; pi(t), pi € LQ(R;). 1(a,p) es llamada funcion indicatriz o funcion carac-
teristica, puede escribirse asi 1, 4)(x) = [x € (a, b)] (corchete de Iverson). Las corrientes de
defectos satisfacen las condiciones de clausura siguientes

nli_r)r;o{i ‘/Omdt pi(t){[mdx o(x — vlt){[mdz O0(z + zl)}}} =1
lim {Zn: /mdtﬁi(t){‘/wdz O(z - th){/mdx O(x + xl)}}} =1
n—0o0 i 0 —00 —00

Siguiendo a Cheng y Detournay (1998) el tensor efectivo corregido por segundo gradiente y fuerzas
configuracionales (inclusiones) (Sciarra et al., 2007), (dell'lsola y Gavrilyuk, 2012), (del’lsola et al.,
2009), (Andreaus et al., 2016)

eff _ e
0" = Cijn

(1 B, 92, — a, ML= B9, - a;ME(1 - ,99p, -
B 55k1(1 — 2 V)e (X, 1) (65)

6.1.1 Primer modelo: Medio microporomecanico configuracional con dos porosidades en
la representacion deformada

Se propone el sistema de Biot en la aproximacion de segundo gradiente tanto para los cam-
pos de desplazamiento como para las distribuciones de presiones de poro de agua y aire respecti-
vamente (Mroginski et al., 2015; Smyrlis et al., 2016).

Ecuaciones de gobierno

Recordando la (5.31) hasta la (5.42) se escriben los campos de desplazamientos en 2 + 1-
dimensiones con componentes u,(x, z, t), u,(x, z, t)

pc?fux(x, z,t)— bZQ\/ﬁQ(afux(x,z, t)) — y@qu(x, z,t)+ 112\4@4ux(x,z, t) =
= f.(x,z,t)en Ry (6.6)
pI%u,(x,z,t) — bfwﬁz(&fuz(x,z, t)) - ‘uﬁzuz(x, z,t)+ Zlngluz(x,z, t) =
= f.(x,z,t)enRx (6.7
Flujos de fuerzas micromecanico-configuracionales
fila,z, ) = =(S55, (8, (0, 2, 8) = 13 VP, i (x, 2, 1)+
+ (u+ 1), (V(u (x,z,) - lm?uj(x, z, 1))
- M9, (pa(x, 2, 1) = 13 VPP, (x, 2, 1) -
— M0, (p,(x, 2, 1) — 292D, (x, 2, 1))~
— M0, (P (x, 2, 1) = 3y VPP (x, 2, 1)) -
—a, M0, (p,(x,z,t) - l%@pr(x, z,t)) (68)
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fo(x,z,t) = (SZ]kl(szl/j(x,z,t) — lIZ\AVQF,kl](x z,1)))+
+ (U + A)az(ﬁ(uj(x, z,t) — 1§4v2uj(x,z, £)))—
—a,M2.9,(p,(x,z,t) = 2,V?p,(x, 2, 1))~
— a,M£,0,(pa(x,2,t) = 1 V7p,(x, 2, 1))—
—aQMw<9 (po(x, z, t‘)—l2 V2 Pu(x,z,1))—
—a,MZ0,(p,(x,z,t) - ZZQVI@pr(x, z,t)) (6.9
Campo de porosidades

Poro de aire

pasa&tpa(x z, t)_8 (Ka J (pa(x z, t)_12©2pa(x z, t)))_
-9, (KZ,0,(p,(x,z,t)— 13 VQpa(x z,1)) = d,p,(x,z,t) =
=q,(x,z,t)enRi ; p,,s, € R§ (6.10)

Flujo microporo-mecanico del poro de aire

0a(x,2,1) = =@ M{ (9,11, (x, 2, t) = 170, (V21 (x, 2, 1)) -
- &, M2, (9,11, (x, 2, t) - 2V, (x,2,1)) (6.11)

Poro de agua

pwswatpw(xlzl t)_a (Kw J (pa(x z, t)_ Z2 Vzpw(x z, t)))_

B aZ(KZZ Z(PQ(X,Z, t) - laVQPw(x/ZI t)) — tpa(xz z,t) =
=q,(x,z,t)en Ry ; py, s, € R§ (612

Flujo microporo-mecanico del poro de agua

0o (¥, 2,t) = =@, MY (9, i1,(x, 2, t) — 120, (V11 (x, 2, 1)))—
—a,MZ(d,0,(x,z,t)— lfUVqu(x,z,t)) en Ry (6.13)
K? K%

M, M°,M* M" >0 ; K%, K%, K%,

xx’s zz/’ xx’s xx’s

Condiciones iniciales

K% >0

y(x,2,0) = ul /u) € Hy(Dy) ; dyu,(x,z,0) =w) /w) € L*(Dy)  (6.14)
20| =l yud
w2, 0| =l aDk/ux

e 0,0y, 2, 0) =

. € Hol(aDk) (6.15)

2
8Dk 8Dk € L*(dDy) (6.16)

u,(x,2,0) =ul /ul € Hy(Dy) ; d,u,(x,z,0) =w? [ w? e L*(Dy) (6.17)

uz(x,z,O)‘ /ut),, € H@Dy) 618)
aDk
0 2
(0, (x, z, 0))‘ o], 1wt € L@p (6.19)
pa(x,z,0)=p) [ pj € H&(Dk) ; Polx,2,0) = pd, / p € Hy(Dk) (6.20)
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Condiciones de frontera

Sobre la superficie z = 0

- pd.uy(x, 0, )z |+ [20,V?u,(x,0,t)f,

=t/ O /12 € L*(dT,=9) (6.21)
(—(K2,(9,pa(x,0, 1) = 13,0, (Vp,(x, 0, 1)), o, =0 _ (622)
(—(KZ,(9,p5(x,0,) = 1340, (VP (x, 0, 1)), =0 (6.23)
1w, (x,0,1) ‘arzzo = u,(x,~h, 1) ‘arzzo ~0 (6.24)
Sobre la superficie z = —h
— udyu,(x, —h, t))i, T 120, V?u,(x,~h, )i, T
=t ] Jt2 e LY(T,—_;) (625)
(—(K2,(0,p,(x, =h, t) = 120, (V?p,(x, =h, 1)), Z__h+_

(—(KZ(9,py(x, =h, t) = 120, (V2P (x, —h, 1))A, o =0 62

z=—h

Sobre las superficiesx =0;x =a

pa(a,z,t) =0 ; pula,z,t)=0 ; ux(a,z,t)=0 (6.27)
pa(0,z,t) =0 ; pu(0,z,t)=0 ; ux(0,2,t)=0 (6.28)
u,(0,x,t) =u,(a,x,t)=0 (6.29)

- = +
ay, g, A, o, a2 € Ry
Funciones de Green para las componentes del campo de desplazamientos

tgx(Ax Az, At) — V2(8tgx(Ax, Az,At))—[u@ng(Ax, Az, At)+
+ 12V4gx(Ax, Az, At) = 8(Ax, Az, At) — (1/V)en Ry (6.30)
9;8.(Ax, Az, At) — b°V*(97 g, (Ax, Az, At)) — uV?g, (Ax, Az, At)+
+2Vg.(Ax, Az, At) = 6(Ax, Az, At) — (1/V)en Ry (6.31)

Condiciones iniciales

Qx(Ax,Az,0)=0 ; 0igx(Ax,Az,0)=0 (6.32)

(Ax, Az, ‘ =0 ¢ fig- 9x(drex(Ax, Az, ( - 633
8187, 82,0| =0 ¢ i 0xOigaldx, 82, 0)[ =0 639
2:(Ax,Az,0) =0 ; 0:g.(Ax,Az,0)=0 (6.34)
22(Ax, Az, O)L_)Dk =0 ; iy 0;(d:g:(Ax, Az, 0))‘8Dk =0 (6.35)
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Condiciones de borde

— 10:8:(Ax, 0, At | ~ 12,0,V2g.(Ax,0, At)i, =0 (6.36)
— ud,8,(Ax, —h, At))i, +120,V%¢, (Ax, —h, Ab)h, =0  (6.37)
ol,—_y, H 2) -

2.(0, Ax, At) = g,(a, Ax, At) =0 (6.38)
FAX:O Ax=a

2.(0, Az, At) = g.(a, Az, At) =0 (6.39)
arAx:O Ax=a

0, At = o (Ax,—h, At ‘ =0 6.40

S(Ax ) - S(Ax ) _ (6.40)

Funciones de Green para las porosidades

— P45,9;8.(AX, Az, At)—
— 0,(K%.0.(g,(Ax, Az, At) — I2V2¢,(Ax, Az, At)))-
— 0,(K%,0,(8,(Ax, Az, At) — 2V7g,(Ax, Az, At))) =
= 0(Ax, Az, At)— (1/V)en Ry (641)
— PwSw9:8w(Ax, Az, At)—
— 0,(K¥.0,(g,(Ax, Az, At) — 2V?g. (Ax, Az, At)))—
—9,(K¥,0,(g,(Ax, Az, At) — liﬁzgw(Ax, Az, At))) =
= 0(Ax, Az, At)— (1/V)en Ry (642

Condiciones iniciales
Q.,(Ax,Az,-T)=0 ; g,(Ax,Az,-T)=0 (6.43)

Condiciones de borde

(—(K%,(9,8,(Ax,0,t) — 12,0,(V2g,(Ax, 0, At))i, . 0 (6.44)
(—(K%,(9,8,(Ax,0,t) = 12,0,(V? g, (Ax, 0, At)))i, =0 (6.45)
(—(K%,(9,8,(Ax, =h, At) = 12,0, (V2 g, (Ax, =h, A1), T 0 (6.46)
(—(KZ,(9,80(Ax, —h, At) = 12,0,(V? g, (Ax, —h, At)))i, T 0 (647)

Sobre las superficiesx =0;x =a
2.,(0,Az, At)=0 ; g,(0,Az,At)=0 (6.48)
Q.(a, Az, At) =0 ; g,(a,Az,At)=0 (6.49)

Utilizando el segundo teorema de Green obtenemos:
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Representacion de los campos de desplazamientos

#ds{gx(x —x',z =2, t)du,(x’,z’,0)—
S

—u,(x',2',0)0, 8, (x —x",z -2/, t)}+

+by # dS, {u,(x',z',0)(ny - 9,)(9,8,(x —x',z — 2/, ))—

m

— g (x—x",z =2, t)(n, - 9,)d,u,(x’,2/,0)}+
t X
+ y/ dt’{/ dx’{gx(x —x',z,t —t)(n, - )u,(x',t')-
0 0
—u (¥, )y - 0)g (x — X', z,t — t')}}+
t x
+ 112\4/ dt’{/ dx’{gx(x —x,z, t = t)(n, - 9,)%u,(x',t')-
0 0

—u, (x’, t)(n, - 8x)8§gx(x -x",z,t— t’)}} =

t
= / dt’{#ds el —x,z =2/t =t (¥, 2, t')}—
0 S

—u,(x,z,t)+ <ux(x,z, t)) (6.50)

‘#dS{gZ(x -x',z -2, t)0,u,(x’,z',0) —u,(x',2’,0)9,8,(x —x",z - 2/, t)}+
S

+ bf‘ ‘#g‘ dsin{uz(x/' z/, O)(le ) 82)(atgz(x -x',z-2, t)-

m

-8 (x=x",z=2",t)(n, - 9,)du,(x’, 2, 0)}+
t z
+ y/ dt’{/ dz'{gz(x —x',z,t =t")(n, - d,)u,(x', t')—
0 ~h
(), - D) — 2 t')}}+
t z
+ lﬁ/o dt’{[h dz'{g.(x —x',z,t = t')(n, - ,)u,(x’, t')-

—u,(x', t")(n, - 82)8§gx(x -x',z,t— t’)}} =

t
= / dt’{#ds (x—x',z-2't -t (x", 2, t’)}—
0 S

—u,(x,z,t)+ (uz(x,z, t)) (6.51)

Representacion de los campos de porosidades
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Poro de aire

PaSa jégdS Qx—=x",z-2", Hp,(x',2',0)+

+/tdt’/xdx’pa(x’,t’)Kﬁxﬁxﬂx,{ga(x—x’,z,t)—l,f@’an(x—x’,z,t —t)}-
/ a / dx’ g,(x = ', 2, KA, 0, {pa (0, 1) = Vg, (x =, 2, b = #) }+
/ " / A2 po(2 Kz, 0, 8o (6,2 = 2/t = ) = VP8, (x, 2 = 2/t = )} =

/dt / dz’' g,(x,z — 2/, K270 {p, (2, t') = 12N?g,(x,z = 2/, t =)} =

= / dt’{#ds Qux—x",z-2",t —tg,(x", 2/, t’)}—
0 S

—pu(x,y,t)+ <pa(x, v, t)> (6.52)
Poro de agua
PwSw jégds eux—x",z=2", tp,(x', 2, 0)+
+ /tdt’ /xdx’pw(x’, K A0 {gu(x —x', 2, ) — 2V2g,(x —x',z,t - t}-
/ dat’ / dx’ g(x = %, 2, K% A0 {pa(x', ') - I2 Vg, (x —x, 2, — ) }+
* / dt,/ dz' po(2', 1)KL A, 0, {0 (x, 2~ F) =1V (x, 2 =2/t = 1)} =
/ dat’ / dz’ g,(x,z =z, t)K 11,0, {pw(z’, ) —12V"2%g. (x,z -2/, t - t’)} =
= /0 dt’{jégds ux—x',z=2"t —t)q,(x, 2, t’)}—

1o, v, 1)+ (pou(x, y, 1) (659

Para el problema de mixto planteado tendremos las amplitudes de las componentes del campo de
desplazamiento, expresadas en la forma:

#dS{gx(x - x,’ z- Z,’ t)atux(x,' Z,' O) - ux(x// ZII O)atgx(x - xl/ zZ - Z// t)}+
S

+ bi jég dSin{ux(x’, z',0)(ny - 9,)(0, 8, (x —x',z =2/, t))-
- g (x=x",z=2",t)(n, - 9,)0,u,(x", 2, O)} =

t
= / dt’{#dS e x—x",z-2' t =t .(x, 2, t’)} —u(x,z,t)
0 S

(6.54)
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#dS{gz(x -x',z -2, t)0,u,(x',2',0) —u,(x’,2z,0)9,8,(x —x",z = 2/, t)}+
S

+ by # dSin{u,(x’,2',0)(n, - 9,)(9,8.(x —x',z — 2’ t))-

- (x=x",z=2",t)(n, - 9,)0,u,(x', 2/, 0)}+
(6.55)

+ y/otdt’{/:dx’{gz(x —x',z,t =t")(n, - d)u(x',t')-
—u,(x', t')(n, - 9,)g,(x —x',z,t - t')}}+
t z
+ lﬁ/0 dt’{[h dx'{g.(x —=x',z,t = t')(n, - 9,)02u.(x’, t')—
(), - 0,038 — 2 t')}} -
= /Otdt’{jééds x—x',z-2"t -t (x", 2, t’)} —u,(x,z,t) (6.56)
0aSa jéidS ex—x",z-2" tp,(x",2") =
= /Otdt’{]%ds Qx—x",z=2',t —tq,(x", 2, t’)} —p,(x,y,t) (657
PwSw ﬁds Qulx—x",z-2", t)p,(x",2) =
= /Otdt’{‘égds Qux—x",z—-2"t - t)gq,(x, 2, t’)} —Po(X,y,t) (658)
Finalmente, el sistema de soluciones semi-analiticas (sistema de ecuaciones integrales acopladas)

sera:

Componente del campo de desplazamiento 1. (x, z, t)

t
ux(x,z,t) = / dt’{#ds e(x—x",z -2t =t (x, 2, t’)}—
0 S
— #ds {gx(x —x',z =2/, t)ux(x’,2,0) —ux(x’,2’,0)0s gx(x —x",z = 2/, t)}—
S

— bi #‘ dsz'n{l/lx(x” z” O)(nx . 8x)(atgx(x _ x’,z _ Z/l t))—

—glx—x",z=2",t)(n, - d,)0,u(x', 2, 0)} (6.59)

Componente del campo de desplazamientos u,(x, z, t)

t
u,(x,z,t)= / dt’{#ds g (x—x",z-2"t -t (x', 2, t’)}—
0 S
- #dS{gz(x —x',z =2, t)0,u,(x’,z’,0)-
S
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—u,(x’,2',0)0,8,(x —x',z - 2, t)}_
— bfl ‘# dsin{uz(x’,z’, 0)(n, - 9,)(3,8,(x — X,z — 2/, t))—

m

-8 (x=x",z=2", t)(n, - 9,)d,u,(x', 2/, 0)}—
t x
—/ dt’{/ dx’{ygz(x—x’,z, t —t’){(nz-8z)uz(x’, t’)—lﬁ(nz-82)8§uz(x’, t’)}‘ 0+
0 0 z=
+ug,(x—x",z+h,t— t’){(nZ ~d)u,(x', ') — li(nZ - 9,)0%u,(x’, t’)}‘ ) h}} (6.60)

Poro de aire

t
pa(x,y,t)= / dt’{#dS g (x—x",z—=2"t —t)g,(x", 2, t')}—
0 S
— 0PaSa #ds Qx—x",z-2' t)p,(x",2’,0) (661)
S

Poro de agua

t
Po(x,y,t) = / dt’{#ds Sux—x',z=2" t =g, (x', 2, t’)}—
0 S
— PwSw #ds Su(x—x',z=2", t)p,(x',2") (662
S
Una alternativa al sistema de condiciones iniciales usuales es introducir el concepto de no localidad,

se escribe a continuacion un conjunto de condiciones iniciales no locales, que se transforman en
las usuales cuando g, 4;, s, S; se anulan

m
u(x,z,0)+ Z q].ux(x,z,t]') =ud/ude (Hé(Dk))?’ ; Vq].,t]. €R{
j=1

m m
Z q].ux(x,z, tj) = Z qj(px(x,z)(é(t - t]‘?) - o(t - t]l.’)) ‘v’t]‘.‘, t]l.’ € R}

j=1 j=1
m
uy(x,z,0)+ > gu.(x,z,t) = ul [ ul € (Hy(D,)))* ; Vi, b e Ry
j=1
m m _ _ _ _
D Giuz(x,2,t)) = D G, (x, 2)(8(t —FF) = b(t — t]‘?)) VE, t;? € R}
j=1 j=1

Oyt (x,2,0) = wy [ wy € (L*(Dx)* ;  dyu(x,2,0) = w? [ w? € (L*(Dy))*

m
pa(x,z,0)+ les].pa(x,z,tj) =p? [ p? e H}(Dy) ; S/t € R{
]:

m

Pu(x,2,0)+ Zéjpw(x,z, £i) =p% / pS, € Hy(Dy) ; §].,f]. €R]
=1

Oz, Px € LQ(Dk)
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El sistema de condiciones de borde para el problema de Mandel, por ejemplo, también podria
modificarse imponiendo condiciones de borde no locales sobre las superficies x = 0, x = a, en
la forma siguiente (Dormieux et al., 2006), (Maugin, 2011), (Pride y Berryman, 2003)

=0

=0 ; a,z,t
Pa( )arm

aI-‘x=0

m
(1,(0,2, 1) + D riug(xj,z,1))
j=1

m
(uy(a,z,t)+ Z r]’.’ux(xj, z,t)) ‘ =0 ; p,0,z,1) ’ =0
]'=1 arx:a arx:()

=0

Po(0,2,t) =0 ; pulazt)

arx:O aFx:a

Permaneciendo el resto de las condiciones sin cambios, otros modos de expresar situaciones de
no localidad podrian escribirse en la forma siguiente:

a
/ dx"uy(x’,2z’,t) =0
0
m X]‘
> qj{/ dx'ux(X’,Z’,t)} =0 Vxj/0=x0,x1,X2,...,X=4a
=1 o

Este sistema de ecuaciones integrales representativas de las soluciones, puede resolverse por
aproximaciones sucesivas (aproximantes de Picard), se procede de la siguiente manera, recorde-
mos que los flujos definidos oportunamente dependian de las funciones de desplazamiento, de
sus correcciones micromecanicas, de las fuerzas configuracionales, y de las porosidades y sus de-
rivadas corregidas por términos de segundo gradiente, de manera que, primero desacoplamos las
porosidades, quedando estas en funcion de los campos de desplazamiento y de sus correcciones
micromecanicas, posteriormente sustituimos esta sucesion de aproximaciones en las ecuaciones
de las amplitudes de los campos de desplazamiento, con lo cual llegamos a un sistema de dos
ecuaciones integrales para los campos de desplazamiento que se escribiran, ya desacopladas en
la forma siguiente (Ciarlet, 1988), (Germain y Nayroles, 1976), (Ito y Kappel, 2002).

u"V(x, 2, t) = K% (x,z, )+
+ /Otdt'{jégds e lx—x",z -2t - t’)]x{x’, z/,t, ugn) - lﬁMugn),
= M2 - p? - M oo
e,y b) = =KD (2, y, )+
+ /Otdt’{jégds g.(x—x',z—2/,t =g, {x', 2, t’,pfln) - Hpgn),
o) — HpW iy — 12, Hily, i, — lfAHuZ}} (6.64)

(n+1

Py, t) = =K, (x,y, D+
t
’ / dtl{# dS g, (x —x',z =2/, t =), {x', 2, ¢, pi" - Hp(",
0 S

o — Hp i — [ZHiLy, i1, — zﬁHuz}} (6.65)
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Donde hemos definido las aproximaciones de orden cero en la forma
Kga(x, Y, t) = —p,S, jégnga(x -x',z-z2',t)p,(x’,z’,0) (6.66)
ng(x, Y, 1) = —PuSw ‘#@‘dng(x -x',z=2',p,(x',2") (6.67)
K% = - ‘}égdS{gz(x -x',z -2, t)d,u,(x',z',0)-
—u,(x’,z,0)0,8,(x —x",z =2/, t)}—
- bﬁ é]{ ds;, {uz(x’, z',0)(n, - 9,)(0,8,(x —x',z =2, t))—

- g (x—=x",z=-2',t)(n, - 9,)0,u,(x', 2, 0)}—

t X
- / dt’{/ dx’{ygz(x -x',z,t— t’){(nz <A ) (x', ')
0 0
2 2 Y
—1,(n, - 9,)dZu,(x', t )}L:O+

+ug,(x—x",z+h,t— i,"){(nZ -d)u,(x, )
—I3(n, - 9,)97u,(x’, t’)}‘zz_h}} (6.68)
K(;((x, z,t)=— #ds {gx(x -x',z =2, t)d,u,(x',z’,0)—
s

B ux(x,’ z’, O)atgx(x -x',z -2, t)}_
B bﬁ # dSin{ux(x,/ Zl, 0)(nx . ax)(atgx(x — xl,Z _ Zl, t))—

m

— g (x =",z =2, t)(n, - d)d,u(x',2’,0)} (6:69)

Las funciones de Green para el problema mixto seran calculadas por media del sistema de ecua-
ciones integrales siguiente

Q.(Ax, Az, At) = gS(Ax, Az, At)—
— 2 /OAtdt’{jégdS GoUAx —x', Az —z', At — t’){K;xo'?x/(@’an(x’, z/,t)+
+K%,0,,(V"?g,(x', 2, t’))}} (6.70)
Sujeta a las condiciones inicial y de borde, nulas, especificadas anteriormente
Qw(Ax, Az, At) = gSU(Ax, Az, At)—
~12 /OAtdt'{jé{S‘dS GY(Ax —x',Az — 2/, At — t’){K;“xQX,(@’Zgw(x’, z/,t)+
+K99_,(V?g,(x, 2, t’))}} (6.71)
Sujeta a las condiciones inicial y de borde nulas, especificadas anteriormente.
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Los propagadores de Green para los campos de desplazamiento son:

9. (Ax, Az, At) = gg(Ax, Az, At)+

t
+ bi / dt’{jégds G, (Ax —x",Az — 2", At — t')(W(afgx(x', z/, t')))}—
0

t
— I3, / dt’{#ds G (Ax —x', Az — 2, At — t")(V"g, (v, 2, t’))} (6.72)
0 S
g, (Ax, Az, At) = g2(Ax, Az, At)+

t
+ b}, /0 dt’{‘#s‘ds G,(Ax —x/, Az — 2/, At — t')(V?(9?g,(x, 2/, f’)))}_

t
- ljzw / dt’{#ds G,(Ax —x",Az -z, At — t’)(@"*gz(x’,z’, t’))} (6.73)
0 S

Sujeta a las condiciones inicial y de borde nulas, especificadas anteriormente.

Los segundos propagadores de Green satisfaran:
G,(Ax —x',Az =2, At = t"),G,(Ax —x', Az — 2", At — 1)
Se tiene el siguiente sistema

—9,G,(Ax —x', Az =2/, At = t') =K%, 0% G,(Ax —x', Az — 2/, At — ')-
- (K§Z8iZ(Ga(Ax —x', Az —-z',At — t"))) =
=0(Ax —x',Az—z',At —t') = (1/V) enRy (6.74)
—9,Gy(Ax —x', Az =2/, At = ') = K¥.0% G, (Ax —x/, Az = 2/, At — t')—
- (K;"Zaiz(Gw(Ax —x', Az -z", At - t"))) =
=0(Ax —x',Az—z',At —t') = (1/V) en Ry (6.75)

Con condiciones iniciales y de borde nulas.

Los segundos propagadores de Green satisfacen las ecuaciones de onda clésicas

p&fo(Ax —x',Az—2z',At —t') - ‘u@QGx(Ax —x',Az—-2Z',At —t') =
=0((Ax —x",Az—z',At —t') = (1/V)) en Ry (6.76)
p&tQGZ(Ax —x',Az—-2z',At —t') - (U@QGZ(Ax —x',Az—-2z',At —t') =
=0((Ax—x",Az—z',At —t') = (1/V)) enRy (6.77)

Con condiciones iniciales y de borde nulas.

6.2 Modelado del fenémeno dinamico de consolidacion de un medio poroso viscoelastico
no saturado, con una inclusion en el esqueleto solido considerando diversas
condiciones de borde

Sistema de Biot (1;, pa, pw) (Beneyto et al., 2015).
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Ecuaciones de gobierno

pdu,(x,z,t) — uV2u(x,z,t) — (u+ A)d,(Vu i(x,2,5)-
— V2 (x,z,t) — (I + X)ax(wj(x, z, b))+
+a,0,p,(x,z,t)+ ay0,p,(x,z,t) = —kalm 'EZZ,m(x’ z,t) en Ry (6.78)
pIu(x, 2, 1) = uVu(x, 2, 1) = (u + )9, (Vuy(x, 2, 1))~
— V2, (x,z,t) - (i + Z)az(wj(x, z, b))+
+a,0,p,(x,z,t) + ayd,p,(x,z,t) = —kalm szl,m(x, z,t) en Ry (6.79)
0,0,p,(x,z,t) - (K;?kpa/k(x, zZ, t)),]. + &lak/k(x, z, b))+
+0,0,p,(x,z,t)=h enRy (6.80)
0,0,P0(x, 2, t) — (K;‘,’(pw/i(x, z, t)),]. + a2ak/k(x, z,t)+
+0,0,p,(x,z,t)=h enRy (6.81)
Kj, K € VO
0,,0,,0,,0,cRS : hhel*Ry)
WA B A @, 8 €RE V=12

Condiciones iniciales

u,(x,z,0) = ug / ug € (H(%(Dk))2 (6.82)

0,1y (x,2,0) = wy [ wy € (L*(Dy))? (6.83)

u,(x,z,0) = ug / ug e (L%(Dy))? (6.84)

d,u(x,2,0) = wl [ w € (L*(Dy))? (6.85)

pa(x,2,0) = p, [ p, € (Hy(Dx))? (6.86)

Po(x,2,0) = py [ Py € (Hy(Dy))? (6.87)

Primer grupo de condiciones de contorno de tipo mixto:
(—pdzuz(x,0,t) — (4 + A)dzuz(x,0,t) — [idziiz(x, 0, t)) T
z=0
- (([:l + /_\)azuz(x/ O/ t) + alpll(x/ OI t) + 052Pw(x/ 0/ t)) = tZ (688)
8rz:0 arz:O

(_kgzazpa(xr 0/ t) + alazuz(xr 0/ t)) = p / p € L2(8FZ=0) (689)
arz=0 arz:O

(k. 02pw(x,0,t) + a20d11-(x, 0, 1)) =7 /B € L*(dT,) (6.90)
al—‘z=0 arz:O

uz(x/ _h/ t) = Pa(x/ _h/ t) = pw(x/ _h/ t) = 0 ; tZ € L2(8r2=0) (691)

uy(0,z,t) =ux(a,z,t) =0 ; Jxpa(0,z,t) = dxpw(0,z,t) =0 (6.92)

3x}7a(a, z,t) = 9xl9w(ﬂ, z,t)=0 (6.93)

uZ(OI X, t) = uZ(a/ X, t) = ux(x/ 0/ t) = ”x(x/ _h/ t) = 0 (694)

WA, A g, ke, kY kS, kY € RE

zz/7 rzzr Ttxx’ txx
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Segundo grupo de condiciones de borde, de tipo Neumann:

(—[J&ZMZ(X, O, t) - (H + A)azuz(x, O, t) - ﬁazuz(x, O, t)) ar +
z=0
+ ((=(f + A)9z1iz(x, 0, 1)) + a1pa(x, 0, £) + a2pu(x,0,1)) | =t (6.95)
8rz:0 al—‘Z:O
(_kgzazpﬂ(xl 0/ t) + alazuz(xr 0/ t)) = p / P € L2(arz=0) (696)
arz=0 arz:()
(_k;Uzasz(x/ 0,t) + asd:iiz(x, 0, t)) =p /Pe L2(81"Z:0) (6.97)
arz:O anz:O
uz(x/ _h/ t) = Pa(x/ _h/ t) = Pw(x/ _h/ t) =0 ) tZ € L2(8F2=0) (698)
(—p0xux (0,2, ) — (1 + A)Iyux(0, z, t) — 10411 (0, 2, )) S
x=0
+ ((_(Fl + /_\)axux(ol Z/ t)) + alpll(ol Z/ t) + a2pw(01 Z/ t)) or = tx or (699)
(—ki OxPa(0,2,1) + a10x11x(0, 2, 1)) = p1 / p1 € L*(9T =) (6.100)
arx:O arx:O
(—k¥0xpw(0, 2, 1) + @204 (0, z, 1)) _ 1 . / p1 € L*(dT =) (6.101)
x=0 x=0
ux(a/ z, t) = MX(O/ z, t) ) pa(ﬂ/ z, t) = pw(a/ z, t) = 0 ) tx € LQ(an=0) (6102)
Z/lZ(O/ X, t) = uz(a/ X, t) = ux(x/ O/ t) = ux(x/ _h/ t) = O (6103)
Condiciones de borde para el problema de Mandel:
(—pdzuz(x,0,t) — (4 + A)dzuz(x,0,t) — [idi5(x, 0, t)) o
z=0
— (& + A)z11z(x,0,t) + a1palx, 0, 1) + aspw(x,0,1)) . t (6.104)
(—kgﬁzpa(ﬁm 0,t) + a19;1,(x, 0, t)) =p1 /P1 € LQ(QI‘ZZQ) (6.105)
arz:O arz=0
(—k202pw(x,0,t) + agdzitz(x,0,8)) | =p1| /P € L*(I2=0) (6.106)
arz:O al—‘Z:O
(_‘Uazuz(x/ _h/ t) - (l’l + /\)azuz(x/ _h/ t) - ‘aazaz(xz _h/ t)) or -
z=—h
(—(‘l_l + Z)azuz(xr _hr t) + alpa(xr _h/ t) + 052]910(951 _hl t)) J == Z or
z=—h z=-h
(6.107)
(=k2,0zpa(x, =h, t) + a10:11:(x, N, 1)) = Pa / p2 € L*(9T.=—1)  (6.108)
arz:—h arz:—h
(k¥ 0:pw(x, =h,t) + azd;i-(x, —h, t)) b =P | Pa € L*(dT,=_) (6.109)
z=—h z==h
ux(a/ z, t) = ux(of z, t) = O ) Pa(oz z, t) = Pw(a/ z, t) = O (6110)
u(0,x,t) =u,(a,x,t) =0 (6.111)
ux(x,0,t) = uy(x,-h,t)=0 (6.112)

t' e L%(dT,—) : t%e L%(d,-_y)
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Condiciones de borde para el problema del talud (Derivada oblicua):

(—pdzuz(x,0,t) — (4 + A)dzuz(x,0,t) — [idi15(x, 0, t)) ]

1“z=0
- (([j + /_\)azuz(x/ O/ t) + alpa(x/ 0/ t) + aQPw(x/ 01 t)) 9 = tZ oT (6113)
z=0 z=0
(—kZ,02pa(x,0,£) + a10z11:(x, 0, t)) ‘ =p / p € L?(9T 1=) (6.114)
arz=0 arz:O
(=kZ0zpw(x, 0, 1) + a20:112(x, 0, )) \ =p| /P €L (6.115)
al—‘z=0 arz=0
uz(x/ _h/ t) = Pa(x/ _h/ t) = Pw(x/ _h/ t) =0 ) tZ € L2(8r2=0) (6116)
(—pdxux(x,z,t) — (u+ A)Ixuix(x, z, t) — [0xtix(x, 2, t)—
_([j"'/_\)&xax(x/ zZ, t)+a1pﬂ(xizl t)+a2pw(x/ zZ, t)) = tx or (6117)
x=x(z) x=x(z)
(_k?(xaxpa(x/ z, t) + algxﬁx(xz z, t)) =p o / pE L2(arz=—h) (6.118)
x=x(z) x=x(z)
(_kiuxaxpw(x/ Z, t) + CYanL'lx(x, z, t)) o =p O e )/ pe Lz(arxzx(z)) (6.119)
ux(or Z/ t) = O 7 pa(oz Z/ t) = pw(or Z/ t) = O (6120)
u(0,x,t) =uz(a,x,t) =uy(x,0,t) = uy(x,-h,t) =0 (6.121)

Problema poroelastodinamico en un medio con vacios (Voids) en 2+1-diemensiones

En este problema se trata el acoplamiento de un medio poro-elastico con vacios para lo cual
se hace uso de la teoria de Cowin y Nunziato (1983). Esta teoria es una linealizacién de otra, descri-
ta anteriormente Nunziato y Cowin (1979) que consideraba un material elastico constitutivamente
no lineal con vacios, capaz de desarrollar deformaciones finitas.

Se considera un material solido con vacios pequefios y distribuidos, que podrian asimilarse
a defectos micromecanicos y que se alojan en el esqueleto sdlido del material poroelastico. La
premisa basica que subyace en esta teoria, es el concepto de que, la densidad aparente de un
material poro-elastico se puede escribir como el producto de dos campos, el campo de densidad
del material de la matriz y el campo de fraccién de volumen, més los campos de presiones de poro.

Esta representacion de la densidad aparente del material introduce un grado de libertad
adicional en la descripcion cinematica y fue empleada previamente por Goodman y Cowin (1972);
Cowin y Goodman (1976) para desarrollar una teoria continua asociada a materiales granulares
fluidos.

El modelo considerado emplea las mismas ecuaciones de equilibrio propuestas por Good-
man y Cowin (1972), e incluye un efecto de velocidad en la respuesta volumétrica que puede de-
berse a efectos superficiales inelasticos en las proximidades de los limites vacios.

El tensor efectivo, y el vector de campos de vacios, para el caso anisétropo general es:
0,(%, 1) = Cpyu; (%, 6) + Dy ((X,1) + Bo(X, 1) = S5, (X, £)—
- ale‘].pa(a?, t) — aQMl?;.’pw(a?, t) en Ry (6.122)
]V (%, t) = Ay j(E, ) + Dy, (R, 8) = fip(E, 1) = Bi(X, t) en Ry (6.123)
Ji(X, 1) = —K‘.‘J.pa ].(a?, t) en Ry (6.124)

1

Juan Carlos Barreto [120]



Micromecanica Configuracional Aplicada al Sistema de Biot
Ji(X, 1) = —Kf?pw,j(f, t) en Ry (6.125)

Las magnitudes con asterisco son residuales, deformaciones y vectores de vacio.

El sistema de ecuaciones de conservacion para los campos de desplazamiento, vacios y presiones
de poro sera:

poiu; — 0,(3,1) =0 en Ry (6.126)
pko,p(X,t)+(J/(X,1)) ;=0 enRy ; keR] (6.127)
9]/ (%, t) = ~A;p (%,1) =Dy, (3, 8) + fip(X, 1) + hi(%, t) en Ry (6.128)
Qa(;tpa(f/ t) + (]la(fr t)),i + alejili,j()_C), t) - éaatpw(f, t) =0 en Ry (6.129)

0,0,P0(%, 1) + TR, 1) ; + BMU1t, (7, 1) = 0,0,p,(¥,6) =0 en R (6:130)

Todas las matrices son definidas positivas y las de cuarto orden, ademas, tienen simetria mayor y
menor, k es una constante que caracteriza la distribucion de vacios y se denomina constante de
inercia equilibrada.

Las ecuaciones de movimiento son:

Pa?uj(f; t) - Cie]'kz(”k,l(f/ t)),]‘ - (Di]‘k@,k(f/ t)),]' - (Bi]'(P(J_C)/ t))/]--l-
+ alMi”].pa(J?, t)+ ocsz]‘.’pw(f, t) = —Sfj;ls;l(a?, t) en Rx (6.131)

pk&?(p(f, t) — (A,']'(P,]’(fr t)),]' - (Dijku]',k(f/ t)),i + (fl(P(fr t)),i =
= —hj/i(a?,t) en Ry (6.132)
0.0,Pa(%, 1) = (Kip, (%,1) ; + & Mjit; (%, 1) = 0,9,p,,(X,1) =0 enRx  (6133)

0,0,p0(%, ) — (KUp, (F,1)) , + TMTit, (%,) = 0,0,p,(F,) =0 enRe (6134

Para que el sistema hiperbolico-parabdlico anterior sea consistente deben agregarse condiciones
iniciales y de borde adecuadas

En el problema que se modela y resuelve seguidamente, suponemos un cuerpo poroelastico, ho-
mogéneo e isbtropo, con una distribucion de vacios también homogénea sobre el esqueleto sélido,
Ademas hacemos:

—0 - -0 - ¢E _—o . _ A = Lo
D=0 5 f;=0 S§5=0; Mi=Mj=A;=56; ; h=0

Recinto de integracion

Ry = {(x,z,t)/xe [0,a]; z€[-h,0]; t> 0}
Dy = {(x,z)/xe [0,a]; z€[-h,0]; t:0}

Distribucion de las componentes u,(x, z, t), u,(x, z, t) de los campos de desplazamiento aco-
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plados a los campos de porosidades y vacios

u,(x,z, t) —aV u(x,z,t)=J.(x,z,t) en Rg (6.135)
]x(x, z,t) = —b28x(Vu].(x,z, )+ (&,/p)d,p(x,z,t)—

- (al/p)axpa(x/ z, t) - (aQ/p)8xpw(x, z, t) (6.136)
Puy(x,z,t) - aQ@zuz(x, z,t)=],(x,z,t) en R (6.137)

]z(x/ z, t) = _bzaz(@u]‘(xl z, t)) + (El/p)az@(x/ z, t)_
—(ay1/p)d,pa(x,z,t) = (ay/p)d,pp(x,z,t) (6.138)

= V‘U/P ; b: V(‘U"‘A)/P ) P:apag/)\/[«l,éleRg

Distribucién de los campos de presiones de poro de aire y agua respectivamente p,(x, z, t),
puw(x,z,t)
0,0,p,(x,z,t) — K2,.92p,(x,2,t) — KE,d2p,(x,2,t) = q,(x,z,t) en Ry (6.139)
g.(x,z,t) = —oc1Vu].(x,z,t) - Qa&tpw(x,z,t) (6.140)
Ki =K, =s/>0 ; 0,0,a R}
00iPw(X,2,1) = K¥.02p,(x, 2, 1) = KX.92p,(x, 2, t) = q,(x,2,t) en Ry (6.141)
qw(x,z, f)=-— 2Vuj(x,z, £) + 6w8tpa(x,z, f) (6.142)
KY% =KY%=sY>0 ; 0,,0,dc¢cR}

Distribucion de los campos de vacios:

8t2q0(x,z, t)— czﬁzgo(x, z,t)=V,(x,z,t) en Ry (6.143)
V,(x,z,t) = (él/kp)@u].(x,z, t) 5 ¢, & €ERE (6.144)

+ Condiciones iniciales

uy(x,z,0)=ud /ud e Hy(Dx) ; d,uy(x,2,0)=w) /wl e L*(Dy)  (6.145)
uy(x,z,0) =ul /ul € Hy(Dy) ; d,u,(x,2,0)=w? /w? € LA(Dy)  (6.146)
@(x,2,0) =@, | ¢, € Hy(Dy) ; 9,0(x,2,0) = ¢, /| 9, € L*(Dx)  (6.147)
pa(x,2,0)=pd [ po € Hy(Di) 5 po(x,2,0) = py, [ pyy € Hy(Di)  (6.148)
* Primer grupo de condiciones de borde mixtas
—a*d,u,(x,0,t)n, =t, o t, € L%(dT,) (6.149)
al—‘z:() z=0
—a%d,u,(x,—h,t)i, =t t, € L%(dl,-_p) (6.150)
z=—h z=—h
(-K%,9,p,(x,0,t)i, =0; (-K%.9d,p,(x,0,t), =0 (6.151)
arz:O al—'z:()
(-K%,0,p,(x,—h, t)i, =0; (-K%.0,p,(x,—h, t)i, = 0 (6152
z=—h z=—h
(=c%d,¢(x,0,t)A, e 0 ; (=c?d,p(x,~h,t)i, =0 (6.153)
z=0 z=—h
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u,(0,z,1) ‘arxzo =u,(a,z,t) _ =p,0,z,1t) _ =0 (6.154)
P(0,2,1) \arx_o po@,z b, =pilazn], =0 (6.5
0,z,t =@la,z,t =0 6.156
POz, =elzb)] (6.156)
u,(0,x,t) =uy(a,x,t) =u,(x,0,t)=u,(x,—-h,t)=0 (6.157)
+ Segundo grupo de condiciones de borde mixtas
—a%0,u,(0,z, )i, =1, . t, € L%(dT =) (6.158)
x=0 x=0
—a?d,u(a,z, )i, =t, . t. € L%(dly=,) (6.159)
(-K%,0,p,(0,z, t)1, =0 ; (-K¥%3,p,(0,z,t)i, =0 (6.160)
arx:O ar*c:O
(-K%,.9,p,(a, z, t)i, = 0 ; (-K¥.0.py(a,z, )i, = 0 (6.161)
(=c?9,9(0,z, t)f, . =0 ; (=c?d,p(a,z, t)i, o =0 (6.162)
,0,1 = ,—h,t ‘ = ,0,t ‘ = 6.163
uy(x,0,t) . u,(x ) . Pa(x,0,1) . (6.163)
,0,t = ,—h,t = ,—h,t =0 6.164
Pulx,0,8)| = polx Mo =Palx Mo, (6.164)
,0,t ‘ = ,—h,t ‘ =0 6.165
P00 =k Mor_ (6.165)
u,(0,x,t) =u,(a,x,t) =u,(x,0,t)=u,(x,—h,t)=0 (6.166)
+ Tercer grupo de condiciones de borde mixtas absorbentes
—a*d,u,(x,0,t)n, = —v,0,u,(x,0,t) ’8&_0 +t, o (6.167)
O L N ‘arzz_th Bl e
(-K%,9,p,(x,0,t), s 0; (-K%,0,p,(x,0,t)i, =0 (6.169)
z=0 z=0
(-K%,9,p,(x,—h,t)i, =0; (-K%.0,p,(x,—h, t)i, =0 (6.170)
J2) " 2] p—"
(=c%d,¢(x,0,t)A, s 0 ; (=c?d,p(x,~h,t)i, =0 (6.171)
z=0 z=—h
0,z,t ‘ = ,z,t =p,0,z,t =0 6.172
(0,2, 1) . uy(a,z,t) - .0, z,t) o (6.172)
Pw(or z,t) ‘arx_o = pu(a, z, t) P = Pa(ﬂ, z,t) ‘arx_u =0 (6.173)
0,z,t =q@la,z,t =0 6.174
ez 8| =el@zb)] (6.174)
u,(0,x,t) =uy(a,x,t) =u,(x,0,t)=u,(x,-h,t)=0 (6.175)

v, 0y € R t, € L*(T20) 5 E, € L?(IT5=p,)
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a) Representacion integral de las soluciones para el primer juego de condiciones de borde

u(x,z,t) = ﬁdS{gx(x -x',z =2, t)d,u,(x’,z’,0)—
—0,8:(x =x,z =2, Hu, (v, 2, 0) }+

t
+/0dt {ﬁgngx(x— -zt =), (x", 2’ t)} (6.176)

uz(x/ z, t) = #dS{gz(x - x’,z — z', t)atuz(x’, Z/, 0)_
5
= 9,8.(x — ',z =2/, (v, 2/, 0) }+

t
+ / dt’{#ds x—-x',z-2"t - t’)]z(x’,z’,t’)}+
0 S
t X
+ / dt’{/ dx' g, (x —x",z=0,t =t")t]_,(x, t’)}+
0 0
t X
+/ dt’{/ ax’ g (x —x",z+h, t—t’)tb (0 t’)} (6.177)
0 0

p(x,z,t) = ZZdS{gv(x —x',z—2,t)0,p(x',2,0)-
S
—9,g,(x =X,z =2, Hp(x', 2/, 0)}+

t
+/dt'{#d5gx(x x',z=z,t =tV (x", 2 t)} (6.178)
0

pa(x,z,t):jégdS{gﬂ(x—x z—2/, pAx’, 2’ 0)}+

t
+/dt’{#d5ga(x 2=zt —t)g,(x", 2’ t)} (6.179)
0 S

Po(x,z,t) = #dS{gzu(x -x',z-7, t)pg,(x’, z’, O)}+
S

t
+/dt’{#d5gw(x— -zt —t)q, (', 2 t)} (6.180)
0 S

b) Representacion integral de las soluciones para el segundo juego de condiciones de borde

u (x,z,t) = #dS{gx(x -x',z-72, t)&tux(x’, z’,0)-
s
=9, gx(x =X,z = 2, (¥, 2, 0) }+

t
+ / dt’{#ds e x—x",z-z2', t =t (x', 2, t’)}+
0 S
t z
+ / dt’{/ dx’ g (x =0,z =2",t = t")t7_.(Z/, t’)}+
0 ~h
t x
+/ dt’{/ dx' g (x —a,z -2, t —t)tl_ (2, t’)} (6.181)
0 0
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uy(x,2,t) = #dS{ng ~x',z =2, )du,(x', 2, 0)~
S
- 0,8 (x =¥,z =2/, hu,(x', 2/, 0)}+

t
+/dt’{#d5gz(x— -zt =), (x, 2 t)} (6.182)
0 S

p(x,z,t) = #dS{gzxx —x',z2 -2, 09,0, 2,0)-
S
—0,8u(x =",z =2/, Hp(x’, 2, 0)}+

t
+/dt’{‘#d5gv(x—x’,z z, b=tV (x", 2 t)} (6.183)
0 S

pa(x,z,t):‘}égdS{ga(x X',z -z, pdx, 2 O)}+

t
+/ dt’{#ngu(x— -z t—t)qg,(x', 2 t’)} (6.184)
0 S

Po(x,z,t)= #dS{gw(x -x,z-2,tpd (¥, 7z, O)}+
S

t
+/Odt’{ﬁ€dsgw(X— z',t —t)g,(x", 2’ t)} (6.185)

c) Representacion integral de las soluciones para el tercer juego de condiciones de borde

u(x,z,t) = #dS{gx(x -x',z =2, t)0,u,(x’,z’,0)—
S
- atgx(x - x// z - Z’/ t)ux(x// Z// 0)}+

t
+/dt’{#d5gx(x— -zt =), (¥, 2’ t’)} (6.186)
0 S

wx,2,0) = fdS (g -3,z -2, 09,6, 2,0)-
S
- 9yg.x =X,z = 2, D, 2, 0)}+

t
+ / dt’{#ds x—-x',z-2't - t’)]z(x’,z’,t’)}Jr
0 S
t X
+ / dt’{/ dx' g, (x —x",z—-0,t - t’){—vlﬁt,uz(x -x',z-0,t)+
0 0
+ tjzo(x’,t’)}}+
t X
+ / dt’{/ dx' g, (x = x",z+ h,t - t’){—v18t,uz(x —x',z+h, t)+
0 0
+th_ (0t )}} (6.187)
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(P(x’ Z/ t) = ‘#‘ds{gv(x - x/l zZ — Z,/ t)gt(P(x,/ Z,/ 0)_
S
- &i’gv(x - xl/ z - Z’/ t)(P(x,/ Z’/ 0)}+

t
+/dt'{#d5gv(x—x',z 2t =tV (x", 2 t)} (6.188)
0

pa(x,z,t)zﬂdS{ga(x x',z -2, pdx’, 2 O)}+

+/dt’{#d5ga(x x',z—-2't—t)q,(x, 2 t)} (6.189)
0 s

Pw(x,z,t) = #dS{gw(x -x',z-7, t)pg,(x’, z’, O)}+
S

t
+/dt’{#d5gw(x—x’,z ‘= t)gq,(x, 2 t’)} (6.190)
0 S

Las funciones de Green son: del campo de presiones de poro de aire y agua, de los campos de
desplazamientos en las direcciones x y z, y del campo de vacios respectivamente (Polyanin y
Nazaikinskii, 2016)

, , N nnx  nnx’ n?n’at
Qux=x",z=2't —t') = — SenTsen i exp(— 2 ) .
1 1

, , , 4 (S nnx  nnx’ 2n2bt
gw(x—x,z—z,t—t)—E{ZsenTsen 2 exp(— B )}

n

1 N i mnz — mnz’ ’m?bt 6182
- COS COS exX - .

2 T L P

e x—=x',z-2',t-t")= 1 Z Z ! sen(p,x) sen(q,,z)
El1112 n=1m=1 /\nm
sen(p,x’) sen(q,,z) sen(ad,,, (t —t')) (6.193
S x—x',z-z2't-t)= 2 Z Z A sen(ppx) cos(gmz)-
111112 n=1m=0 /\nm

-sen(pnx”) cos(qmz’) sen(ad,y,(t —t')) (6.194)
1

sen(p,,x) sen(q,,z)-

-sen(p, x) sen(q,,z") sen(cA,,,, (t —t’)) (6.195)

Kk k2 nm mm

1

b= %+@ _ 1 param =0
On Ou" " |2 param #0

Los flujos:
L (x,z,t) 5 L(x,z,t) 5 q.(x,z,t) 5 gu(x,z,t) 5 V,(x,z,t)
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acoplan los distintos campos intervinientes.

La construccion de los aproximantes de Picard se realiza de la siguiente manera:

73

= #ds{gX(x - x//Z - Z,’ t)atux('x,/ ZII 0)_
S
—0,8:(x —x",z =2/, hu,(x’,2,0)} (6.19)

) #ds{gZ(x - x//Z - Z,/ t)atuz(x// Z,/ O)_
S
— 0,8 (x—x",z =2/, u,(x',2/,0)} (6.197)

33

KY = #dS{ga(x —x',z—2, )px’, 2 0)} (6.198)
S

Ky = #dS{gw(x —x',z =2, pd(x’,z’,0)} (6.199)
S

K) = #dS{gv(x -x',z-2',t)0,p(x",2",0)—
S

—d,g,(x—x",z =2/, H)p(x’,2’,0)} (6200

Calculo de la primera aproximacion para los campos de desplazamientos, porosidades y vacios

* Primer juego de condiciones de borde

u;(x, z,t) = Kg(t, ug, w2)+

t
+/dt’{#d5gx(x— 2/, t=t")]%x', 2 t)} (6.201)
0 S

ul(x,z,t) = K2(t, ul, wd)+

t
+ / dt’{#ngZ(x —x',z-2,t—t)x', 2, t’)}+
0 s
t x
+ / dt’{/ ax' g, (x = x',z = 0,t —t")tl_,(x/, t’)}+
0 0

t x
+ / dt’{/ dx'g,(x —x",z+ h,t - t’)ti’z_h(x’,t )t (6.202)
0 0
901(3(/ z, t) = Kg(t/ (Pll (P2)+

t
+ / dt’{#ngx(x —x,z=2,t —=tWVox', 2, t)
0 S

pa(x,z,t) = KO(t, pd)+

t
+ / dt’{#nga(x —x',z—-2z',t— t’)qg(x’,z’,t )} (6.204)
0 S

(6.203)

po(x, 2, 1) = Ky (t, po)+
t
+ / dt’{#ngw(x —x',z =2/ t—t)gd(x’, 2/, ')} (6.205)
0 S
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Los flujos a primer orden tienen la forma siguiente:
]S(x,z,t) o —bZ{o'?,%Kg(t,ug,wg) + 8,%ZK2(t,ug,wg)}+
+(&1/p)0 (K, @1, 92)) = (a/p)Ix(Ky(E, pp))—
— (ay/ ) (Ky(t, py)) (6:206)
J2(x, z, 1) = —b*{IIK2(t, uZ, wl) + 97, K¢, uy, wy) p+
+(&1/p)0- (K5 (t, @1, 0o)) = (a1 /p)I(KQ(E, i)~

— (ay/p)d, (K (£, p7)) (6.207)
q;(x,z,t) =—a,(d, KY(t, ul, w?) + 9,Ko(t, ul, w?)) - 9 8K0 ot pw) (6.208)
Gu(x,2, 1) = =0,(9,KY(t, uy, wl) + 9. K2(t, ul, wl)) - 6,0,Ky(t, py,)  (6.209)
Va(x,z,t) = (& /kp)0, Ky (t, uy, wy) + 0, K2(t, ug, w?)) (6.210)

Finalmente, las aproximaciones de orden k seran:
k ~ 10 0 .0
uy(x,z,t) = KJ(t, uy, w;)+

t
+ / dt’{#ngx(x —x,z -zt =t (', 2, t’)} (6.211)
0 S

u;‘(x, z,t) = Kg(t, ug, w2)+

t
+ / dt’{#ngz(x —x,z =2t =), 2, t’)}+
0 S
t x
+/ dt’{/ dx'g (x —x',z = 0,t —t")tl_,(x/, t’)}+
0 0

t x
+/ dt’{/ ax'g,(x —x",z+h, t—t)tb i (x t)} (6.212)
0 0

P (x,z,t) = K5(t, ¢y, o)+

t
+/ dt'{#ngx(x—x’,z— ) G t)} (6.213)
0 S

pk(x,z,t) = KO(t, pO)+

t
+ / dt’{#nga(x ¥,z =2t =g, 2t )} (6.214)
0 S
KD +
t
+ / dt’{#ngw(x -x',z-2',t - t’)qw Yx', 2, t’)} (6.215)
0 S

+ Segundo juego de condiciones de borde, aproximaciones de orden k

pfv(x, z,t) =

ub(x,z, t) = KO, u, wd)+

t
+/ dt’{#ngx(x x',z - — M, 2 t)}
0
t
+/ dt’{/ dz’gx(x—O,z—z’,t—t’)t;zo(z’,t’)}+
0 ~h
t X
+/dt'{/ dz'g (x —x',z =2/, t = t)tl_. (2, t’)} (6.216)
0 0
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uif(x, z,t) = K;‘_l(t, ug, w8)+

t
+/ dt’{#ngZ(x—x’,z— — N, 2, 1)
0 S

(Pk(xl z, t) = Kg(t/ (Plf (P2)+

f
+/ dt’{‘#ngv(x—x’,z— — WV, 2, 1)
0 s

(x z,t) = KO(t, pO)+

+/ dt'{#nga(x—x',z—z’,t—t')q’; Y,z t)} (6.219)
0 S

(6.217)

(6.218)

pk(x,z,t) = Ko+
t
+/ dt'{#ngw(x -x',z — gk (’, 2/, 1)
0 S

+ Tercer juego de condiciones de borde, aproximaciones de orden k

(6.220)

ul;(x, z,t) = Kg(t, ug, w2)+

t
+ / dt’{#ngx(x —x,z -2t =), 2, t’)} (6.221)
0 s

u;‘(x, z,t) = Kg(t, ug, w2)+

;
+ / dt’{#ngz(x —x,z =2t =), 2, t’)}+
0 S
t x
+ / dt’{/ dx'g,(x —x',z=0,t =t")tI_,(x/, t’)}+
0 0

t x
+/dt’{/ ax’'g,(x —x’, z+ht—t)tb &)
0 0

P (x,z, 1) = K5(t, @1, o)+

t
+/ dt’{#ngv(x—x’,z—z',t YW (x', 2! t)} (6.223)
0 S

(6.222)

pa(x,z,t) = K)(t, pi)+

t
+ / dt’{‘#nga(x ¥,z -2t —t)g" (', 2, t)
0 S

ph(x, 2, 1) = Ky (t, pg,)+
t
+/ dt’{#ngw(x ¥,z -2t —t)g5 (', 2, t)
0 S

6.3 Experimentos computacionales

(6.224)

(6.225)

Se formulan dos problemas que pretenden mostrar la distribuciéon de campos en dos tipos
de materiales ideales, que difieren en la microestructura; el primero de ellos, poroelastico clasico
con una distribucion de presidn de poro y un flujo de defectos, representativos de la microestruc-
tura del material. EI segundo problema es tipicamente de naturaleza microelastodindmica, en el
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cual el medio sigue una ley constitutiva de la forma de Mindlin-Aifantis (Kunin, 1968); se conside-
ran dos campos de presiones de poro y un flujo de defectos (dislocaciones) representativos de la
microestructura propia del material.

Se obtienen las soluciones semi-analiticas utilizando funciones de Green que resultan de re-
solver el problema de Sturm-Liouville asociado a la parte estacionaria del operador. La idea que se
desarrolla a continuacion esta centrada en la comparacion cualitativa de las dos respuestas dina-
micas. En un trabajo futuro podria proponerse una comparacion cuantitativa utilizando materiales
reales.

a) Soluciones aproximadas al problema de propagacion de ondas poroelasticas en un me-
dio saturado conteniendo dislocaciones

Ry = {(x,z,t)/x €[0,a]; z€[-h,0];t> O}
Di={(x,2) /x€[0,a]; z € [}, 0]}
Ecuaciones de gobierno
Puy(x,z,t) - c%@zuz(x, z,t)— c%&z(ﬁu].(x, z,t)+a,0,p(x,z,t) =

= (1p)ly(x, 2,t) en Ry s a; = (a,/p) (6226)
Pu(x,z,t) - c%@qu(x, z,t)— c%c?x(@u].(x, z,t)+a,0,p,(x,z,t) =

= (1/P)]X(xl z,t) enRy; a; = (a;/p) (6.227)
opa(x,z,t) - bQ@Zpa(x,z, t)+a,0,1,(x,z,t) =0 en Ry (6.228)

Condiciones iniciales

u,(x,z,0)=ul /ud e Hé(Dk) ;o duu(x,z,0) = w? [ w? € L*(Dy) (6.229)
u,(x,2,0)=ul /ud e HY(Dy) ; diu,(x,z,0) = w? / w? € L*(Dy) (6.230)
pa(x,2,0)=p2 )/ pde Hé(Dk) (6.231)

Condiciones de borde

(—2u + A)d,u,(x,0,t) o = t! o ;o du,(0,2,8)=0 (6.232)
(—2u+ A)d,u,(x,—h,t) . =t! . . deuy(a,z, t)=0 (6.233)
(=20 + M), (a, 2, 1) ‘ar =0 Auy(x,0,6)=0 (6.234)
z=0
(—2u+ A)du(a,z,t) ‘&r =0 ; dyux,—h,t)=0 (6.235)
z=—h
_ K2 — . _p2 - = 2
b20,p,(x,0, 1) ‘arzzo 0 5 —b2.p,(x,~h, 1) ‘arzz_h 0 (6.236)
—b2d,p,(0,z2,t) ‘8Fx_o =0 ; -b%d,p,(a,zt) o 0 (6.237)
u,(x,0,t) . =0 ; u.x,—h,t) . =0 (6.238)
u,(0,z,1) =0 ; u.a, zt) =0 (6.239)
x=0

xX=a
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Representaciones integrales de las soluciones asociadas a los campos de desplazamientos:

u,(x,z,t) =(u,) + #dS{gZ(x -x',z -2, t)d,u,(x',z',0)-
S

—u,(x’,2,0)0,8,(x —x",z -2/, t)}+

t x z
+ / dt’{/ dx’{/ az'g,(x —x',z -z, t - t’)(]z(x’,z’,t’))}}+
0 0 —h

t X z
+/ dt'{/ dx'{/ az’'g,(x —x',z -zt - t'){c%&z,(@'u].(x’,z’,t’))—
0 0 ~h
t x
—a,0,.p,(x', 2, t’)}}} + / dt’{/ dx'g,(x —x',z = 0,t — ")l (x/, t’)}+
0 0

t X
+ / dt’{/ dx'g,(x —x',z + h, t — )l (x, t’)} (6.240)
0 0

t x z
u(x,z,t)= / dt’{/ dx’{/ dz'g (x = x',z =2/, t = t')(J (¥, 2, )+
0 0 ~h

+ c%&z,(@’uj(x’, z/, ) —a,0,.p,(x", 2, t’)}}+

+ #dS{gx(x -x',z =2, t)d,u,(x’,z',0)—
S —u,(x',2',0)0, g, (x —x",z =2/, t)} (6.241)
Representacion de la solucion asociada a la distribucion de presiones de poro
pa(x,z, 1) = KJ(t, pi)+

t X z
—/ dt’{/ dx’{/ dz'g,(x =x",z =2/, t —=t')(a,(9,, (3, u(x',2', )+
0 0 ~h
+0_,(dpu,,(x', 2, t’)))}} (6.242)

KU(t, pY) = / dx’{/h az'g,(x —x",z -z, t)p,(x', 2, 0)} (6.243)
0 —_

Determinacion de los aproximantes de Picard para el sistema de soluciones semi-analiticas

u,(x,z,t) = Ki(x, z, t)+
t
- / dt’{#ds g(x —x',z =2, t =) {c3 (I u,(x', 2/, t')+
0 S

+0., (9, u,(x", 2/, ) —a,0,.p,(x', 2, t’)}} (6.244)

u,(x,z,t) = Kg(x, z,t)+

t X z
+ / dt'{/ dx’{/ dz'g,(x —x",z -2, t - t’){c§(8§,uz(x’,z’, t+
0 0 ~h

+9,, (9 u(x’, 2/, 1)) —a,0,.p,(x, 2, t’)}}} (6.245)
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Donde

Ko(x,z,t) = (u,) + #dS{gZ(x -x',z-2',t)d,u,(x’,z',0)-
S

—u,(x’,2,0)0,8,(x —x",z - 2/, t)}+

t X z
+ (1/p)/ dt’{/ dx’{/ dz' g (x —x",z =2/, t - t’)(]Z(x’,z’,t’))}}+
0 0 —h
t X
+ / dt’{/ ax’g,(x —x",z-0,t - ) (x, t’)}+
0 0

t X
+ / dt’{/ dx'g,(x —x',z + h, t — )l (x, t’)} (6.246)
0 0
t
Kx,z,t) = / dt’{#ds e lx—x",z -2t - t’)]X(x’,z’,t’)}+
0 S
+ #dS{gx(x —x',z -2, t)d,u,(x',z’,0)—
S
—u,(x',2',0)0,8,(x —x",z -2/, t)} (6.247)
De modo que la primera aproximacion se escribe
pa(x,2,t) = K(t, pg)-
t X z
- / dt’{/ dx’{/ dz'g,(x —x',z =2, t = t')(@,(9,. (9, K:x', 2', "))+
0 0 ~h
+0,,(9,KAx', 2, t’)))}} (6.248)
u(x,z, 1) = K(x, 2, )+
t
- / dt'{#ds g(x—x',z =2t =) {c3 (2 KX, 2/, ')+
0 S
+0,,(9,K)x,z,1))) — a,9,. K¢, pg)}} (6.249)

uil)(x, z,t) = Kg(x, z,t)+

+ /Otdt’{/oxdx’{/;dz'gz(x —-x',z-2',t - t’){c%(c?il(g(x’,z’,t’)+
+0,, (0, K:x', 2, 1)) — a9, K3(F, pg)}}} (6.250)
La aproximacion enésima sera:
pa"(x,2,8) = KOt pi)+
- /0 tdt’{ /0 xdx’{ / Zdz’ga(x —x,z =2t =)@y (0, V(2 )+

h

+30,ul" 2, t')))}}

(6.251)
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ufcn)(x,z,t) = KY(x,z,t)+
t
—/ dt’{#ds gx(x—x’,z—z’,t—t’){cg ,u,(cn 1)(x’,z’,if’)+
0 s
+ 9, (0, u V(x,2,1) —a,0,p0 V(2 t)}} (6.252)

Funciones de Green para los campos de desplazamiento y presion de poro respectivamente, aso-
ciadas al problema de Neumann planteado (Budak et al., 1984)

S x—x',z-z2't-t)= . cos{ }COS{TZ}'
m=0 n=0
senirc, (t —t') m oo
mm nm 1 a? " h?
. cos{— X } cos{— z } (6.253)
a ]’l m2 n2
Ciyaz T
4 3O mm nm
glx—x,z=2t=t)=—> > sen{— x} COS{T z}-
ah m=0 n=0 a
n [m?
n o nw sen{ncl(t —t)\ 55+ }
. sen{— X } cos{— z } (6.254)
a ]’l m2 n2
Ciyaz T
=2;Vm-n=0; =4;Vm-n#0; m+n+0 (6.255)
qmn qmn
gx—x',z-z2't-t)=
(x—x’+2nll)2 (x+x’+2n]1)2 _ (z—z'+2k12)2 _ (z+z/+2k12)2

e 420-t)  _—p  4q%(-r) I K T S TR )

1 o0 (o)
- (6.256)
2q Zn: Zk: n(t —t’) it —t7)

Qux—x",z-2t-t') =
(x—x"+2nl;)2 _(x+x’+2nll)2 _(z—z’+2k12)2 _(z+z’+2k12)2
4g2(t-t") e 4q2(t-t") e 4g2(t-t") e 472(t-t')

l S |e
_ L (6.257)
q an Zkl ni(t —t’) Nt =)

Integrando y asumiendo estructuras funcionales conocidas para las condiciones iniciales y de borde,
tenemos las expresiones siguientes.

u(x,z,t)= Ko(ux(x z,0),0 ux(x,z,O))+
< [*dz .
ul ) / dat’ {Z dx {% A x)sen(q,,z)
-sen(p, x")sen(q,,z") sen(al,,,(t —t')].(x’, 2, t’)}}
t
+ 4 dt'{Z/ dx’ {Z x) sen(q,,z)-
alllz 0 n=1 nm
-sen(p, x")sen(q,,z") sen(al,,, (t —t )){CQ(&JZC,K?C + 8x,(o7z,Kg))—

—a,d_Kix', 2, t’)}}} (6.258)
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u,(x,z,t) = Ko(uz(x z,0),0 uz(x z, 0))+

dt {Z dx’ {Z dz’ —sen(pnx) cos(gmz)-

al 12 0
-sen(pnx’) cos(qmz’) sen(adym(t — t'),(x', 2, t’)}}+
9 t 00 x 00 z Am
+ — dt'{Z/ dx'{z / dz' — sen(p,x) cos(qmz)-
611112 0 n=1+J0 m=0¢ —h Anm
-sen(ppx’) cos(qmz") sen(adym(t — t')){cg(é’g,Kg +0,,(9,.K2)-

- al(?Z,Kg(x', z/, t’)}}}+
2 t =) X 00 Am
+ /dt'{Z/ dx’{z sen(ppx) cos(gmz)-
L11112 0 —1J0 = /\nm

n=1 m=0

-sen(pyx’) sen(ad, (t — ')t (x’, t')}}+
2 t () X [e5) A
+ /dt'{Z/ dx’{z = sen(pyx) cos(q,z)-
111112 0 n=1+J0 — /\nm

m=0

-sen(ppx’) cos(gm ) sen(ad,, (t — )2 (x’, t)}} (6.259)
pa(x,z,t) = KS(t,pS)—

_ (x=x +2nll)2 _(x+x’+2nll)2
1 / p , 452 (t-t") e 4q2(t-t")
- — [ adt
29 Jo N0
_ (z=2'+2kI9)? _ (z+2/+2k)?

hai , Tag2(-t)  _ o 4g2(-t)

1S [

k J—h TC(t -t/ )

(@@ KU, 2 1) + 2,0, K0, 2, t'))))}} 260

b) Problema poro-elastodinamico en la formulacion de segundo gradiente, en la configu-
racion deformada

Distribucion de los campos de desplazamiento: u,(x, z, t); u,(x, z, t) en la formulacion de se-
gundo gradiente (Polizzotto, 2013):

p(1- l%@Q)o'??ux(x, z,t)—u(l- l%@ZWQuX(x, z,t)—
— ()9 ((1 = EV)WVuy(x, 2, 1) = 51 = FVAVi(x, 2, 1)
— (I + A)d (1 = I3VH)Vi (X, z,0) +ay (1 - 1290, p,(x, 2, )+
+ay(1=13VH,p,(x,z,t) = p(1 = 13V?)fo(x,z,t) en Ry (6261)
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p(1- l%@Q)o'??uz(x, z,t)—u(l - l%@z)@Quz(x, z,t)—
= (u+ )91 = BVA)Vuy(x, 2, 1)) = f(1 = [V?)V2i, (x, 2, £)=
— (@ +A)d,((1 - 2V (X2, 1) + ay(l - 12990, p,(x,z, t)+
+ay(1=13VHa,p,(x,z,t) = p(1 - BV?)f.(x,z,t) en Ry (6.262)
Distribucion de los campos de presiones de poro: p,(x, z, t), py(x, z, t)
0,0,p4(x,2,t) — K& d2p,(x, 2, t) — K&, 92p,(x, 2, ) — K2, 02p,(x, 2, )—
— K%,9%p,(x, z, t)+a1(1—12V2)u (x z,t)— 0 20iPa(x,z,t) =0 en Ry (6.263)
0,0,p,(x,z,t) = K? 82pb(x z,t) = K? 82pb(x z,t) - K? 82pb(x z,t)—
Kb azpb(x z, 1)+ a,(1 - 12V2)u (x z,t)— 0 ,0iPy(x,z,t) =0 en Ry (6.264)

Condiciones iniciales

u(x,z,0)=ul /ud e HY(Dy) ; d,u,(x,z,0)=w? /wde L*(Dy) (6.265)
uy(x,2,0) =ul /ul € HY(Dy) ; diu,(x,z,0) = w? / w? e L*(Dy) (6.266)
plu,(x,z,t) s 0; pl(u(x, z, t)),lﬁ]. s 0 (6.267)
pa(x,2,0) = py | ps € Hy(Dx) ; p,(x,2,0) =p)) / p) € Hy(Dy) (6.268)

Condiciones de borde mixtas para los campos de desplazamiento

(—u(1 = BV)A,0,u,(x,0,t) — (u + A, (1 = 29V)d,u,(x, 0, t))) -

z=0

— (@(1 = I3V, 0,11, (x,0,t) — (7 + M)A, (1 = 12V?)d,11,(x, 0, £))) ot

z=0

= t?

z=0

(6.269)

+ (al(l - lfﬁz)ﬁzpa(xl 0, t) + a2(1 - 1%62)7:\12;71;(95/ 0, t)) ar ar
z=0

(—u(1 = 12V, 0,u,(x,0,t) — (u + M)A, (1 = 2V

z=—h

+
z=—h

— (@ = 2V?)1,0,11,(x,0,t) — (7 + M)A, (1 = 12V?)0,11,(x, 0, 1)) ;

(g (1= B9, pa(x, 0, 8) + ay(1 — 29 p, (x,0, 1)) ‘ar = ¢! (6270)

z arz:—h

0,2, 8| =ua,z,t)| =05 € LX(ITom) ; t? e L*(9l.—y)  (6271)

x=0

x=a

Condiciones de borde mixtas para los campos de presiones de poro:

(=K220.p4(x, 0, 1) = K0, p,(x, 0, 1)), a0, b, =0 (6272
(—K2.d.p,(x,0,t) — RE.d.p, (x,0,1)f, . Ayt (x,0, )i, = 0  (6273)
(=K2.0.p,(x, =h, ) = K20, p,(x, —h, 1)), ¥

+ a9, (x, —h, t)i, =0 (6.274)

z=—h
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(—K2.9.p,(x, =h, 1) = K20, py (x, ~h, )i, | +
+ a9t (x, —h, t)i, =0 (6.275)
z=—h
POz 0|, =pazn]  =p0zn| =pznl =0 e
P, =d,p,(a,z,t) = 0 (6.277)
9.p,(0,2,1) ‘arxzo = 9.p,(0,2,1) ‘arxzo —0 6278)

Condiciones sobre las constantes, elementos de Matriz, y funciones intervinientes

P AT A, g, 8 5,0,,0,,0,,0,1, € RE; f € LA(Ry)
KJaCX/KZZ’K?Cx/KgZ/K?CX’KQZ/KZx’Kb € R+ fZ € LQ(Rk)

Construccién de las funciones de Green para los campos de desplazamientos

p(1—12V%)d2g (Ax, Az, At) — u(1 - BV V2 (Ax, Az, At)—
— (U + NI (1 = BV?) gy (DX, Az, A)) — G(1 = 3VHV2$ (Ax, Az, At)—
— (F+ )9 ((1 = V)& 0 (Ax, Az, AF)) =
= 0,,(0(Ax, Az, At) — (1/v)) en Ry (6.279)
p(1 = I2V%)9%g,(Ax, Az, At) — u(1 — I3V2)W2g, (Ax, Az, At)—
— (U +A)2,((1 = 13V)g,, 4 (Ax, Az, At)) — fi(1 = 2V?)V2g, (Ax, Az, At)-
— ({+ M)A ((1 = 13V &,, o (Ax, Az, At)) =
=0,,(0(Ax, Az, At) — (1/v)) en Ry (6.280)

Para las presiones de poro seran

0,0,8,(Ax, Az, At) — K292 g, (Ax, Az, At) — K2,92g,(Ax, Az, At)—

— K% .9%¢,(Ax, Az, At) — K%, 92§, (Ax, Az, At) = 5(Ax, Az, At) en Ry (6.281)
0,9,8,(Ax, Az, At) — K. d2¢, (Ax, Az, At) — K2, 92g,(Ax, Az, At)-

— R824, (Ax, Az, At) — RE.92¢, (Ax, Az, At) = 6(Ax, Az, At) en Ry (6.282)

Las respectivas condiciones iniciales son:

2 (Ax,Az,0)=0 ; 9,8,(Ax,Az,0)=0 (6.283)
2. (Ax,Az,0)=0 ; 8t 2. (Ax,Az,0) =0 (6.284)

plig.(Ax, Az, O) ; pl%(ux(Ax,Az,O)),lﬁ]. A 0 (6.285)
p.(Ax,Az,-T) = ; pp(Ax,Az,-T) =0 (6.286)

Finalmente, las condiciones de borde para las funciones de Green asociadas a los campos de
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desplazamiento se escriben:

(—u(l = 1}V, 0,8, (Ax,0, At)—
= (p+ V(1= V)98- (Ax, 0, A1) |

z=0

— (a1 = }V?).0.8.(Ax, 0, At)-

— (@ + DA ((1-13V%)9,4,(Ax,0,AD) | =0 (6287)
z=0
(—p(1 = }V*)A,0,8.(Ax, —h, At)-
~ (u+ M1 = 392)0,8.(Ax, —h, A1) |
Az —h
- (/“l(l - I%VQ)nzazgz(Axr —h, At)_
— (1 + Vi (1 - 99,4, (Ax, —h, AD)) | =0 (6288)
Az=—h
2.(0,Az, At) = g.(a, Az, At) =0 (6.289)
arAx:O Ax=a
Para los campos de presiones de poro tendremos:
(-K%,0,8,(Ax,0,At) — K2,9,¢,(Ax,0, At))i, 70= 0 (6.290)
(-K%, d,8,(Ax,0,At) — Zgb(Ax 0, At))n, _O: 0 (6.291)
(—K%,0,8,(Ax,—h, At) — K2,9,¢,(Ax, —h, At))i, =0 (6.292)
z=—h
(—K2.d.g,(Ax, —h, At) — RE,0, ¢, (Ax, —h, At)i, =0 (6.293)
z=—h
2.(0,Az, At) ‘ar =q, = §,(0, Az, At) =0 (6.294)

, Az, At
g,(a,Az )BF

=0; d,9,(a, Az, At) = d,8,(a, Az, At) ‘arm =0 (6.295)

x=a

=0 (6.296)

x=0

x=a

Az, At
9,8.(0,Az, )ar

= Az, At
8ng(0, z, )ar

x=0

Reescribimos las ecuaciones de movimiento en la forma siguiente, a efectos de poder construir las
representaciones integrales de las soluciones, utilizando el segundo teorema de representacion de
Green-Lagrange

Pu(x,z,t) - a®V2u (x,z,t) = (1/p){Ex(x,z, t) — 1,0 pa(x, 2, t)—

—150,p,(x,z,t) + F (p(pfi(x,2,1)), l%@4ux(x, z,t).. )} en Ry (6.297)
8t2uz(x,z, t)— az@QuZ(x, z,t) = (1/p){EZ(x,z, t) —1,9,p.(x,z,t)—

— Ty0,p,(x, 2, t) + E,(p(9 f.(x, 2, 1), 3V u,(x,z,t)...)} en Ry (629)
0,0,p4(x,z,t) — K& d2p,(x,z,t) = K2, d%p,(x,z,t) = J,(x,2,t) en Ry (6.299)
0,0,p,(x,z,t) = K? 8pr(x,z,t) K? 8Zpb(x,z,t) =J,(x,z,t) en Ry (6.300)
Ex,z,t)= {(y + A)c?x(Vu].(x,z, t)) — yVQ L(x,z,t)-

— (@ + x)ax(w].(x, z,t)} (6301)
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E,(x,z,t) = {(u+ A)az(w].(x, z,t)) — uV2i,(x, z, t)-
—(u + X)&Z(Wj(x, z,t)} (6302
J,(x,z,t) = {K“ 2p,(x,z,t) + KL%, (x, 2, t)—
-ay(1 —12V2)u (x z,t)+ 6 8tpb(x,z,t)} (6.303)
Jo(x,2,t) = {Kw %p,(x,z,t) + K%d%*p,(x, z, t)—
—a,(1- lfvz)u].,].(x, z,t)+ éw(?tpa(x, zZ, t)} (6.304)

Las representaciones integrales de las soluciones son:

u(x,z,t)= #dS{gx(x -x',z -2, t)d,u,(x",z',0)—
S

—u(x',2',000,8,(x —x',z — 2/, t) }+
t
i l / dt,{#ds gx(x - xl/ z = ert - tl){gx(uxr Tlax/par TZaxrpb+
P Jo S
+ Fe(p(pfo), BV u,, 12V720 ,(V'u, )))}} (6.305)

u,(x,z,t) = #dS{gz(x -x',z -2, t)d,u,(x’,z',0)-
S
—u,(x’,2,0)0,8,(x —x",z - 2/, t)}+

t
+ % / dt'{#ds g.(x—x",z—2,t =t {E.(u,, 1,0,p,, T29,p,+
0 5
+F.(p(pf.), BV u,, lfﬁ’zaz/(ﬁ'uj)))}}+
t X
+ / dt’{/ ax' g (x —x",z=0,t = t")gs(x’, ¢/, T12(u,(x’, 0, t’)))}+
0 0
t X
+/ dt'{/ dx' g, (x —x',z + bt —t')gb (x, ¢/, T (u(x’, —h, t’)))} (6.306)
0 0
p.(x,z,t) = #ds Qulx—x",z -2, t)p2+
S
t
+ / dt’{‘#ds Q.(x—x",z—-2"t - t)GL(, Zo(par vy go@’uj))}+
0 S
t X _ R
+ / dt’{/ ax' g,(x —x",z+ h,t - t’)h,ll(t’, r,(p., goV’u].))}+
0 0

t X
+ / dt'{/ dx’ g (x —x', z+ h,t — (', Z,(p,, go@’uj))} (6.307)
0 0

p,(x,z,t) = #ds g,(x—x",z-72, t)pg+
S

t
+ / dt’{#ds g,(x—x",z=2, t =G} (t',Z,(p,, P, g{)@’uj))}+
0 s
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t X
+ / dt’{/ dx'g,(x —x",z+h, t - t’)hi(t’, fb(pb, @@’u]-))}+
0 0

t X
+ / dt’{/ dx' g, (x —x",z+h,t - t’)h{)l(t’, ib(pb, go@’u].))} (6.308)
0 0
Los aproximantes de Picard se escriben

w2, 1) = KOO, wl)+
1 ’
+ E/ dt {#ds Qlx—x",z - —t ){_,x(u,(cj), 7,0 ,pg), 750, ,pﬁj)
0

+F (P(S/fo) IQV’4u(]) 2V,28 (V/ (]))))}} (6.309)

Ko, w?) = #dS{gx(x -x',z -2, t)d,u,(x’,z',0)—
S
—u,(x',2',0)0,8,(x —x",z -2/, t)} (6.310)

ugﬂ)(x,z, t) = Kou?, wd)+
1 [t
+ E/ dt {#ds g, (x—x",z - —t ){ Z(ug),rl ,pg]),rzé? ,pg)
0
+F (P(S/sz) 12vl4 (]) %@/281(@/”;{]’))))}}_}_
t X
+/ dt’{/ ax'g,(x —x',z—=0,t —t)g2(x’, t' H“(u(])(x’,(),t’)))}+
0 0
t X .
+/ dt'{/ ax'g,(x —x",z+h,t - t')qZ(x’,t’,Hg(ug)(x ~h, t)))} (6.311)
0 0

Ko(u?, w?) = ﬁdS{gz(x -x',z -2, t)d,u,(x',z',0)-
—u,(x’,2',0)0,8,(x —x",z -2/, t)} (6.312)

Para las distribuciones de presiones de poro

pd ™zt = Ko+
t .
+ / dt’{#ds g,(x—x',z -2/, t —t"GL(t, Za(p,(]),pé]), go@’ul(j)))}+
0

t .
+/ dt’{/ dx'g,(x —x',z + h,t —t)hk(t’, = (p(]) go@’ul({])))}+
0 0
t X
+ / dt’{ / dx'g,(x -,z + bt —t)HI, 0V, V'u (”))} (6.313)
0 0
KY(pY) = #ds g.(x—x",z =2, t)p? (6.314)
S
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]+ Yx,2,t) = K)(p))+
+ / dt’{ﬁgds gy(x—x",z-2,t - t')Gi(t',Zb(Pg),Pg]), @V'”ij)))}"‘
0

t x . .
+/ dt’{/ dx'g,(x —x',z,t - t’)h{?(t’, fb(p}(]]), gJV’u,((])))}+
0 0
t X
+/ dt’{/ dx'g,(x —x',z+h, t—t)hH(t z (p(]) oV’ u(])))} (6.315)
0 0

Kg(pg) = ‘égds g,(x—x",z-7, t)pg (6.316)
Donde las funciones de Green también han sido redefinidas de la forma siguiente
tgx(Ax Az, At)—szgx(Ax Az, At) = 0,,(6(Ax, Az, At)) en Ry (6.317)
09?3, (Ax, Az, At)—‘uVng(Ax Az, At) = 0,,(6(Ax, Az, At)) en Ry (6.318)
Para las presiones de poro seran

0,0,8,(Ax, Az, At) — K&, 92¢,(Ax, Az, At) — K2, 92 ¢, (Ax, Az, At) =

= 0(Ax, Az, At) en Ry (6.319)
0,98, (Ax, Az, At) — K5, d2¢,(Ax, Az, At) — K2, 02g,(Ax, Az, At) =

= 0(Ax, Az, At) en Ry (6.320)

Las respectivas condiciones iniciales son:

9 (Ax,Az,0)=0 ; 0,8,(Ax,Az,0)=0 (6.321)
%, (Ax,Az,0)=0 ; J,8,(Ax,Az,0)=0 (6.322)
p.(Ax,Az,-T)=0 ; p,(Ax,Az,-T)=0 (6.323)

Finalmente, las condiciones de borde para las funciones de Green asociadas a los campos de
desplazamiento y de presiones de poro se escriben, respectivamente:

(—un,d,g,(Ax,0,At)) = 0; (-un,d,8,(Ax, —h, At)) =0 (6.324)
z=0 Az=—h
2.(0,Az, At) = g.(a, Az, At) =0 (6.325)
arAx:O Ax=a
(—K2,0,8,(Ax,0, At)), =0; £,00,Az, At) o = g,(a, Az, At) 5 =0
z=0 x=0 x=a
(6.326)
(- KZZ 2,8,(Ax,0,At)), =0; gb(O,Az,At)‘ = gb(a,Az,At)‘
z=0 t}rx:() 81"
(6.327)
(_ngazpu(x/ ~h, t))ﬁz =0; azga(arAzr At) ‘81" = ang(a/ Az, At) P =0
z=0 x=a x=a
(6.328)
(=K%.0.p,(x, =h, )i, =0 d.5,00,Az,A1)| = 8zga(0,Az,At)‘ -
z=—h arx:O ar1c=0
(6.329)
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Funciones de Green para los campos de desplazamiento (Budak, Samarski y Tijonov, 1984)
2 (x—x',z =t =
o o nm mm nm ,
= ZZ COS{ }COS{—Z}COS{—X }COS{—Z }
m=0 n=0 h a h

sen{ncl(t - t) ’:11—22 + }

h2
(6.330)
2 2
1T T2
9. (x — -z, t-t) =
(o¢] (oe]
mm nm mm nm
ZZS {— }COS{TZ}SQD{—X }COS{TZ }
m=0n=0 a
sen{ncl(t —t) ’Z—; + Z—; }
: (6.331)
2 2
Ci\ 7T T2

Gun =2 VYm-n=0 ; qu,=4;Vm-n#0; m+n#+#0

De manera que la primera aproximacion es calculable por cuadraturas exactamente, y asi todas
las demas aproximaciones

uy(x,z,t) = Kd(uy(x, z,0), d,u,(x, z,0)+

4 L
" 1111127/ /0 a {HZ;/ a {Z nm X) Sen(qu).

-sen(p,x") sen(q,,z") sen(aA,,,, (t — ’)){H (K%, 7,0,.KS, T28x,K2+

F.(p(p fe), VKO, 1297292 KO +ax,(az,1<g))))}}} (6.332)

u,(x,z,t) = Kg(uz(x, z,0), d,u,(x,z,0))+

t 00 X 00 z
+ 2 /dt’{Z/ dx’{Z/ dZ'A—msen(pnx)cos(qmz)-
al 12)/ n=14J0 m=0 h Anm

-sen(pnx’) cos(qmz’) sen(adym,(t — t’)){ LK%, 1,0,_,KY, T282,K2+

+F,(p(pf,), BVKY, V293 K2 + az,(ax,Kg))))}}}+

/ dt’ {Z {Z /éln; sen(pnx) cos(gmz)-

m=0

al 127/
-sen(ppx’) sen(ai,, (t — ")t (x’, t’)}}+

/ dt’ {Z {Z :{lm sen(pnx) cos(gmz)-

m=0 ‘‘*nm

al 127/

-sen(pnx”) cos(quh) sen(ad, (t — ) t2(x', t )}} (6.333)

1(m2 n2\ 2
-2
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pa(xl z, t) = Kg(t/ pg)_

_(x—x'+2nll)2 _(Jc+x’+2nll)2
1 > X e 42t-t)  _p  4g2(t-t)
dt {Z / dx’
9 T Jo NI
_ (z=2'+2kl5)? _ (z+2/+2kl)?
(e z 2 ’ 2 ’
e 4q4(t-t")  _— e 4q4(t—t") I . .
-{Z / hdz’ — Gy(t', Z,(K), K}, 9(9,.K}) +az,1<2)))}}+
k Y- TUL —
; _(x—x’+2nll)2 _(x+x’+2n71)2
1 i X e 41P(-t) o  4q2(-t")
o [ dt’{Z/ ax
29 Jo n Jo Nt —t)

_ (2kip—2)? _ (2klg+2)?

[} 0 (17 24/
, e 4 (t=t")y — e 4 () , = . .
'{Z / hdz 0 hi(t, 2, (K2, (9, K2 +az,1<2)))}}+
Kk /- it =t/

/ " {Z [
+ 5 X
Nt =)

 (z+h+2klp)?  (z=h+2kl)?

o) 0 21/ DI

, e 4g4(t-t') _— e 4q4(t-t’) ;= . .

. { S / i — B, (K0, (0, KO + aZ,KSm}}
[ et -

(x x +2n11)2 (x+x"+2nl1)2

(6.334)
p,(x,z,t) = Ko(t pb)
_(x—x’+2n11)2 _(.@c+x’+2nll)2
1 >0 x e 47%0-t) e 4a2(-t)
dt {Z / dx’
7 7 Jo NS

_ (z—z"+2kl9)2 _ (z+27+2kl9)2

s 2o e W) —e  4701) Irar 0 L0 .0 0
s / iz T GL(t', 5,(KY, K0, (0, KO + 9 KO} b+
Kk V- n(t =t/

; _ (x-x"+2nl7)? _ (x+x"+2nl7)2
1 > . e A2t-t)  —p  492(t-t)
. dt’{Z ax’
29 Jo n Jo Nt =)
(2klp—z)2 (2k12+z)2
e W) —e et | 0 0
{Z / 4z’ B, Ey (K9, 9(0, KD + 2, KD)) [+
n(t —t)
_(x= x’+2nll)2 _(Jc+x’+2nll)2
42—t _ o 492(t-t)
+ o / dt’ {Z / dx’
N
(z+h+2k12 (z=h+2klp)?

{i /Od , 492(-t)  — e 4q%(t=1") hll(t/ i (KO (a KO a KO)))}}
) z ’ PR T O
./, \/m b b XN z'"Nz

(6.335)
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6.4 Problemas de aplicacion: experimentos computacionales

El experimento computacional que a continuacion se desarrolla describe la propagacion de
ondas elasticas en un medio anisétropo, débilmente no lineal, en el que existen distribuciones co-
nocidas de defectos, el paper utilizado es el de Bécache et al. (2003) y Carcione et al. (1988). En
este problema, la operacion que realizan E. Bécache y P. Joly consiste en establecer una analogia
dindmica entre la presencia de microestructuras y las condiciones materiales de un solido verti-
cal transversalmente isotropico, débilmente no lineal. El defecto se halla incrustado en una matriz
absorbente, induciendo el decaimiento exponencial de la solucidn a gran distancia de la fuente,
aunque en el modelo escrito en el parrafo siguiente las condiciones de borde expresadas son de
tipo Neumann, el tratamiento computacional del modelo supone una regién bidimensional infinita.

Sélido transversalmente isotrépico en 3 + 1-dimensiones

[0xx]  [c11 c12 ci3 O 0 O][en]
Oyy c12 c11 c23 O 0 0 €22
Ozz| _|€13 C23 €33 0 0 0 }/fés3
Txy 0 0 0 cuyu O 0 2¢&93
Txz 0 0 0 0 C55 0 2631
_Tyz_ i 0 0 0 0 0 C66 ] _2612_

Sélido transversalmente isotrépico en 2 + 1-dimensiones

Oxx ci1 ci3 O Exx
Ozz|=1]c13 ¢33 0 Ezz
Csz O O C44 2€xz

Propagacion de ondas elasticas en un medio transversalmente isotrépico en 2 + 1-
dimensiones con defectos

pc?fux(x, z,t)— a%&zux(x, z,t)— a%&fux(x, z,t) = b29(d,uz(x, 2, 1))—
— 0x(zuz(x,z,t) - Ixuy(x,z,t)) = pfr(x,z,t) en Rg
pafuz(x, z,t)— a%o"?{uz(x, z,t)— a%&?uz(x, z,1) = b20,(dcux(x,z, 1)) =
=pfa(x,z,t)en R
uy(x,z,0) =ul /ud € Hy(Dg) ; drux(x,z,0) = w /w € L*(Dy)
uz(x,2,0) =ul /ud € HY(Dy) ; druz(x,2,0) =w? [ w? e L*(Dy)

9 _ Lo L9 D2 . +
ay =cu/p; ay =ca/p; a5 =c33/p; b*=(c13+ca4)/p; C11,C33,Ca4,C13,p € R

(_agnzazuz(xr 01 t))

= —010su(x,0,t ‘ : v € RS
oT.so Z( ’ ) arzz()? 0

(_agnzazuz(xr _h/ t)) ‘ = _U28t”z(xr _h/ t) ‘ ; U2 € Ra_
arz:—h arz:—h

ux(O/ ZI t)

=u a,z,t‘ =u O,Z,t‘ =uy(a,z,t =0
ez | =wzn|  =wz0]

x=0 x=a

uy(x,0,t)

= uy(x,—h, t)‘ =0
8FZ=0 arz:—h

6.4.1 Cuestiones respecto del Abordaje Computacional

Respecto de las estrategias computacionales; se considera factible el uso de método de
diferencias finitas no standard llamadas también diferencias finitas adaptativas, que, en oposicion
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a las conocidas, permiten convergencia rapida aun en el caso explicito. Estas se construyen sobre
una analogia respecto de las soluciones exactas del operador de que se trate.

El laplaciano exacto en términos de diferencias finitas no estandar con un factor de peso de
tipo exponencial se veria asi:

Viu(x,y,z) = ((EA/h1 1/A)” 1(”]+1k1 2u g T Uy g )

h2

Al -1
+ —2((e M2 ) Wy = 2005+ ) F
2

Alh -1
hQ((e hs — 1/A) (”]',k,l+1 N 2”‘j,k,l + ”j,k,l—l)
h; = Ax,Ay,Az , A : factor de escala

Métodos en diferencias finitas implicitos, tipo Crank-Nicolson los cuales son incondicionalmente
estables, claro que, el costo computacional es elevado, y, el desarrollo de algoritmos en este caso
esta poco explorado.

La otra posibilidad es el uso de métodos de semi-discretizacion, lo cual en general nos con-
duce a un sistema infinito numerable de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de primero
y segundo orden, para el caso lineal, el sistema es estable localmente, estos sistemas, pueden tra-
tarse con métodos de Runge-Kutta de alto orden implicitos, lograndose convergencia y estabilidad
segun Von Neumann.

En algunos casos por ejemplo en geometrias semi-infinitos podria aplicarse la transformada
rapida de Fourier o de Hilbert, también con coste computacional elevado.

Los sistemas de ecuaciones integrales representativos de las soluciones semi-analiticas,
para cada modelo analizado, podrian resolverse también utilizando wavelets de la siguiente forma.

Base de Haar y formula de cuadratura asociada
{t > Yurt)=¢2"t-k); neN,0< k <2"}
/ dt 2" (2™t — n)P(2"™t = 11) = Oy On,

(o]

_ 2N 2N 2N
(b a)(iNC)(h ZZZf{a+(6 /2)(2i = 1), ¢+ (5,/2)(2] + 1),

k=1 j=1 i=1

Sn(f) =
e+ (0,/2)(2k + 1)}

Finalmente puede probarse que el error cometido tiene la estructura siguiente

(m) 0m+1
d{llu; w7l < T——Mo ; Mo= sup {IIF(x, ¢, up)ll}

X, teRy

Las representaciones integrales se expresarian en la forma siguiente

a}?’”)(f, b = 10, 1)+
2N 2N 2N

+ 62002 ZZZ{/ dt'Hip{x,y,z,t —t',a + (6:/2)(2i — 1), ¢ + (5,/2)(2f + 1),

k=1 j=1 i=1
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e +(62/2)(2k + D} e (" a + (5:/2)(2i = 1), ¢ +(5,/2)(2] + 1),

e+ (0-/2)(2k + 1)}}}+
2N 2N 2N t
F00y0. D)D) Z{ / dt' Ajelx,y, 0, = £, 8 + (62/2)(2i = 1), ¢ + (8y/2)(2] + 1),
k=1 j=1 i=1 \J0

e +(62/2)(2k + D} P (" Na + (5:/2)(2i = 1), ¢ +(5,/2)(2] + 1),

e+ (02/2)(2k + 1)}}}

6.4.2 Simulacion numérica

Los graficos siguientes muestran las distribuciones de tensiones bidimensionales . (x, z, t),
0z(x,z,t), en el problema previamente analizado, surgidas en un espécimen conteniendo defec-
tos puntuales y extendidos: el codigo utilizado como referencia, convenientemente adaptado, esta
en:https://github.com/ovcharenkoo/WaveProp_in MATLAB/tree/master/elastic_
2D_FDTD_wave_propagation_in VTI

Step = 50/688, Time: 0.0392 sec

10°
45
50 50 09
4
100 100 o8
35
o
150 3 150
06
25
£ 200 £ 200 o
2
250 250 04
" 03
300 300
1 02
350 . 350
0s 01
400 o 400 o
50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250 300 350 400
m

(a) (b) (c)

Figura 6.2: Fuente puntual (6.336) y su interaccion con la matriz circundante

Step = 150/688, Time: 0.1192 sec 109 Step = 500/688, Time: 0.3992 sec

Cadigo de la fuente:

Codigo 6.1: Fuente puntual

% coeficientes

factor = 1e10;

a = pixpi*xf0*xf0;

% término fuente

source_term = factor * sin(-a*(t-t0));

En todas las simulaciones realizadas se modificé la estructura de las fuentes de defectos y
también el tipo de no linealidad considerado respecto del cddigo citado previamente.

Se utilizé el método de diferencias finitas explicitas, las cuales son estables con la verificacion
de la condicion CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) que en el caso bidimensional es

Uy At uz At

Ax+Az <C
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Fuentes extendidas 0™ Fuentes extendidas Fuentes extendidas
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Figura 6.3: Primera fuente extendida (6.338)

Caodigo 6.2: Primera fuente extendida

% coeficientes

kx = 1;

kz = 1;

% matrices de tiempo, dimensiones de X y Z

[T, ~] = meshgrid(t, 1l:size(X, 1));

% término fuente

source_term = factor * sin(kx*X."2 + kz*Z."2) * tan(-a*x(T-t0));

(a) (b) (c)
Figura 6.4: Segunda fuente extendida (6.338)
Codigo 6.3: Segunda fuente extendida
% término fuente
source_term = factor * tan(kx*X."2 + kz*Z.72) * sin(-a*x(T-t0));

Fuentes extendidas Fuentes extendidas Fuentes extendidas

04
s 02
016 o8 02
044 016
014
5 012 0 015
04
01 2
£ 200 £ 200 £ 200
01
008 " 01
5 008
006
006 .
004 005
004
002 002
400 o 400

50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250 300 350 400
m

(a) (b) (c)

Figura 6.5: Primera fuente puntual de atenuacion (6.336)

Caodigo 6.4: Fuente puntual de atenuacién

% término fuente
% source_term = factor * (sin(-a*(t-t0)))."2;
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Fuentes extendidas
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Figura 6.6: Segunda fuente puntual de atenuacién (6.336)

Codigo 6.5: Segunda fuente puntual de atenuacién

% término fuente
source_term = factor * log((sin(-a*(t-t0)))."2);

Las fuentes asociadas a defectos y/o inclusiones se modelan, en general, siguiendo las
siguientes prescripciones:

a) Fuentes puntuales. Representacion de defectos puntuales
fiGZ ) =fll- & - 0(X — Xo) - G(t — to) en R (6.336)

/Ooodt fi(t)-G(t - to){///_:d3x 5(% — 550)} =1 (6.337)

fi € (LPRY)? 5 G e L*(R])
Donde f; es la magnitud de la fuerza aplicada, G es una funcion arbitraria que mide la
amplitud temporal de la fuerza, &; direccion de aplicacion de la fuerza

b) Fuentes tensoriales extendidas. Representacion de inclusiones
fi(X,t) = ~(Mjr(X, 1)) k| Mk (%, 1) = mx(t)0(X — Xo) (6.338)
mji(t) = m;?kg(t — to) (6.339)

0 3x3. 0 _ 0 . 0
mj € Veres mi =My mqq; >0

6.4.3 Conclusiones respecto del experimento computacional

En los experimentos computacionales precedentes puede observarse dos areas de influen-
cia: a) la estructura de las fuentes y b) la figura de atenuacién generada por la matriz circundante.

Se observan diferentes respuestas estructurales, donde predomina la concentracion de ten-
siones en la interfaz inclusién-matriz y defecto-matriz lo cual puede interpretarse como un primer
germen de dafio estructural, el cual, al progresar dindmicamente, generara una region de fractura
ductil.

En este punto se hace imperioso conocer con precision las constantes estructurales de Lamé
micro-elastodinamicas, a efectos de conocer precisamente la tendencia del dafio. Se ve ademas
que, asintéticamente, la solucidn se extingue en completo acuerdo con el principio de Saint-Venant.

La tendencia de la fractura en un material, bajo la accion de una cierta dinamica de defectos,
tendria que manifestarse tal como se indica en la Figure 6.8, que describe una fractografia SEM,
mostrando el crecimiento de una inclusion y los efectos que sobre su entorno ella ejerce.
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(®)

200 400 600 00 1000 1200
x (pixels)

(a) (b)

Figura 6.7: (a) Campos de desplazamientos residuales correspondientes al espécimen testeado.
(b) Campos de desplazamiento vertical. (Vasco-Olmo et al., 2022)

Figura 6.8: Fractografia SEM (microscopio electrénico de barrido) mostrando un “ojo de pez
(@) con una inclusion en el centro (b) y el GBF (Granular bright facet) rodeando la inclusién
(c) y su magnificacion de alta reservacion (d) del sitio de inicio de fisura de la muestra B-M1
(04 = 800 Mpa, Ny = 3.25 x 107 ciclos) (Nie et al., 2009).
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CAPITULO 7

Conclusiones

«...Podemos decir que todo lo que es afirmado por un enunciado provisto de
sentido posee una cierta especie de posibilidad...»
Bertrand Russell

En apretada sintesis se recorre evolutivamente, la forma que adopta el problema Microelas-

todinamico, desde su concepcion propuesta por Eshelby (1957), Tsuchida y Mura (1983), Mori y
Tanaka (1973), observando el impacto que ha tenido sobre su formulacion las diversas teorias de
segundo gradiente propuestas por Mindlin (1964), Aifantis (1984), Polizzotto (2013) entre otros.

7.1 Resultados obtenidos

Se formula y resuelve, semi-analiticamente, el problema poroviscoelastico de segundo gra-
diente con inclusiones, es decir con fuerzas configuracionales expresadas en el referencial
deformado, y, en términos del esquema tedrico de Biot.

Se construyen representaciones integrales para cada uno de los casos, los sistemas de
ecuaciones integrales que se obtienen a partir del uso sistematico de la técnica de célculo de
funciones de Green y del teorema de representacion de Green Lagrange, pueden resolverse
por aproximaciones sucesivas o utilizando métodos de interpolaciéon adecuados.

También se propone un nuevo tipo de problema de Cauchy, el cual surge asociado al ca-
racter no local de la teoria, en este sentido son posibles diversas generalizaciones de las
condiciones iniciales, expresandolas de manera no local y en las que podran incluirse retar-
dos, impulsos y derivadas fraccionarias.

Un resultado fundamental de la tesis es la generalizacion del teorema de Gauss expresado
en términos de multiples escalas.

Se formula rigurosamente el problema de Eshelby dinamico, asumiendo que la distribucion
de inclusiones actta como fuente de perturbaciones del campo elastico circundante.

Se formulan problemas de aplicacion escribiendo exhaustivamente todas las condiciones
de borde lineales posibles, asociadas al problema micromecanico.

7.2 Propuesta de trabajos futuros

Soluciones semi-analiticas e implementacidén computacional para un sistema poroelastodina-

mico configuracional en la formulacién de segundo gradiente acoplado a campos de temperatura de
tipo Lord-Shulman, y a campos de micro temperaturas, conteniendo ademas el término de Kroner
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(1967), referido a la presencia de fuerzas cohesivas de largo alcance.

H(ui) = //[/dgx’v (X =%,0) p(u;) (7.1)

Donde Vl.]. € (L*(D,))** es el llamado potencial de Lenard-Jones de largo alcance, representa-
tivo de fuerzas cohesivas en el medio microporomecanico.

El sistema se escribe en la forma siguiente (excluimos el campo de micro temperaturas)
(Zaera et al., 2019; Polizzotto, 2013)

Campos de desplazamiento

(%, 1) = by (97u, (%, 1)) g — p(1 — Z?VI@Q)u].,kk(f,t)—
— (4 D1 = 3y Vg (R, 6)) 1) 5 = (1= 13V, (R, 1)) =
= (& (1= 3V, (3, 1) ) = B = 13 V)i g (3, 6)-
= (@ D= 13,y (%, ) ) 5 = (f (1= B Vit (3, 1)) =
= (& (1= 13V, (R, 1) ) ¢ = Hi(wi) + a, MG (1= 13 V)p, (X, 1)+
+a,My (1= 13 V)p,, (%, 6) + QI (1 = 13, VA1 = 1,9,)T  (x,t) =

= =S50, (L= 1, V)e,, T, 0) = 855, (1= B V)E,, (5, 1) en Ry

Campos de porosidades

0 8tpa(x t)— (K“k(l —12V2)pa(x t))k (K (1—12V2)pa(x t)) +
+a1M (1- 12V2)u k(x ty-6, o, Vi(t,T(X,t),p,(X, 1)) =0 en Ry

00, Po(X, 1) = (KL (1= EV)py (3, 1) | = (R (1= 15 V)P (%, 1))+
+a2M (1-12 V2)u k(x t) -0, 9, Vy(t, T(X,t),p,(%,t)) =0 en Ry

Campo de temperatura en la formulacion de Lord-Shulman de segundo gradiente:

pc,T,0*T(%,t) — b*(9*T(X, 1)) e~ (K k(l—ZQVQ)T(x t) ) +
+ ﬁQ].k(l — lfVQ)(uj,k(x, f) + uj,k(x, t)) + pc,(1 - lfv2)atT(£, £+
+0,Vs(pa, po) = p(1 - lfVQ)(f(a?, t)+ 1, f(X, 1)) en Ry
Condiciones iniciales
T(%,0)=T,/T,€ Hy(Dx) ; &,T(X¥,0)=q,/4q,€ L*(Dx)

T(%,0) /T, ‘a € Hy(Dy)

ar,n/ 1o ‘ar,n € L*(Dx)
M-(f, 0) = MQ / uQ € (Hy(Dy))* ; 3tuj(55, 0) = w? / w? € (L*(Dy))*
/ 0

dls;

ar In
2, T(x,0 ‘ =
(T(% )ar,n 9o

8r1n

u,(%,0) € (L*(dT's:))?

rSl ]
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2 2
wf |, /) | e (L2rs)

pa(x 0)+a1M (1= 13V?)u; (X,0) = p) / py € Hy(Dy)
Po(¥,0) + @M (1= V), (X,0) = py, / pg, € Hy(Dx)

Condiciones de borde de tipo Neuman

Interface matriz viscoelastica -inclusién viscoelastica

(—biA@Z(&fu].(f,t))/k —u(l- z§4©2)uj/k(z,t))ﬁk T

in

= (= + = B9 E 1) ) = (= B,V 00y |

= (=& (O =13,V (3, 1)) ) = BO = 13, V)i (R, ) ‘ o

= (= + DO = B,V (E, ) 5) = ([ (U= Vi, (R )y |

in

= El( = B2, @) )|+ o MEQ = B 90p, 0|+

H’l

+a, My (1~ 12 V)p, (%, t)i,

T 2 72 —
L BQL - B0 - 10T Dy | =

= st (1= 2,976, (F, Dy (a _ §Es

2 T2\ o% - A

Matriz viscoelastica-superficie limitadora exterior
(03 52(0u,(F, 1)) — (1~ By, (7, )i, ‘arl—
= (=(u+ DA = 15V (F, 1) ) = (1= 13V (3, D) o

= (=& (U= 13V, (%, 1)) ) = 5O = 13V (3, 1)y o

— (= + D = B, 1) ) — ([, (- B9, 7, 0)A | -

= (1= I3 V)i, (7, 1) )y

+a M (1 - BVHp G i, |+
dI'1

+a, M (1 ~ 1B V)p, (%, )i,

T(1_12 /2 _ ~ Y
o FBQRI- 1990 T18t)T(x,t)nk‘ar1—t.

Porosidades-inclusion viscoelastica

(=K (1= IV)pa(F, 1) = K (1= 12V2)p, (%, )it

+0¢1M (1-1 VQ)u (X, )i, ‘a =0

zn

(K1 = B92)p, (3, ) = R0 - 292, (R 007, |+

+a,Mj(1- lfUVQ)zlj(a?,t)ﬁk |ar =0

in
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Porosidades-superficie limitadora exterior

(K (1= BV, (R, £) = Ko (1= B9, & o |+

mn

+a, M (1 - lgﬁz)ﬂj(fr E) o 0
(~K%(1 = B¥)p,(F, 1) - R4 (1 - BV2)p, (%, )iy ‘ari,f
+a, M (1 - Z;@Q)u].(f, b7y ‘arv =0

Condiciones Dirichlet para el campo de temperaturas en la interface inclusién-matriz y sobre la
superficie limitadora exterior

Calculo de las funciones de Green

Para el campo de desplazamiento

P97 8, (AX, At) = b3, (78, (AX, Ab)) - (1 — 12.V?) i ik (AX, At)—
= (A DA = 13V, (AT, A1) ) - = (1, (1= 13V)g;, (AT, AD)) |~
= (& (1= 13 V) gy (AF, A1) ) = B = 13V, (AT, Ab)-
= (@ + D)1= 34V & (AT, AD) 1) = (o (1= 13V, (AT, A)) —
= (& (1= 13,V (AT, A1) ) | = 0,,(8(AT, At) = (1/V)) en Ry

Para las porosidades de aire y agua respectivamente
Qaatga(Afl At) - (K?k(l - 1262)&1([&5{)/ At)),k_
— (Kf (1~ [2V?)§,(AZ, At)) , = 8(AX, At) en Ry
000, 8 (AR, At) — (K(1 = 129)g,, (AT, At) ,—
- (K1~ 12 V)p(AX, Ab)) , = (AT, At) en Ry

Las condiciones iniciales y de borde para la funcion de Green asociada a los campos de desplaza-
miento satisfaran

$,@0)=0 ; 9,8, 0=0

g]n(xlo) or =O ) atg]n(xlo) 3r5j=O

Si

(=by VA8, (T, 1), — (L = 13, V2)g;, (&, )y | =

n

= (= + DU = V)8, (T 1) ) = (p, (1= 154 V)g;, (F, D) (ap -

= (=& (= 13 V)8p (R, ) ) = B(L = 1, V)8, (R, D) ‘ o

— (D= B2, F ), = Ry (= B9, 007, | -

= E = B9 ) )iy |, =0
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(=03, V2 (978, (%, 1))  — (1 = [3,V2)g,, ((F, ), .
= (D= 1,V) g5, (T, 1) 1) = (1, (= 34 V)g;, (B DD
= (&= Vg (%,1)) ) = BO = 1, V)8, (B D) | =
~ @D = B 99)85,(5, ) ) = (B (= B2, E 0 | -

= & (=138, R, 0) ) Ln =Y

aI'

Las condiciones iniciales y de borde para la funcién de Green asociada a los campos de porosida-
des satisfaran:

¢, (AX,-T)=0 ; g,(AX,-T)=0

(=K (1= [2V?)g, (A%, At) = KY,(1 = [792)2, (A%, A, ‘ann =0
(KL = 1 V%)g, (A%, Af) = KGR (1 = [ V)py (A%, A | =0
(K501~ 1392)g,(A%, A1) = RE, (1 - 398, (A%, An)i, | =0
(K1 - 1292)g.(AF, At) - I?;‘]’{(l — 292§, (A%, At))it, _— 0

Se procede anédlogamente para los campos de temperatura

, 2 \ J !
Maurice A. JohnD.  Toshio Mura Raymond D. Cemal Gérard Elias C.
Biot Eshelby Mindlin Eringen Maugin Aifantis

Paul Olivier  Luc Dormieux Francesco
Steinmann Coussy dell’lsola
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APENDICE A

Teoremas de representacion de Green-Lagrange

Primer Teorema de Green

Para campos escalares Se conocen las funciones ¢(X,t), (X, t) ambas son ¢, €
L2(Ry) se enuncia el primer teorema de Green en la forma:

///de?»x pVY(E,t) = ﬁgrds o, - V)y - ‘///de;;x Vo -y
(i - V) LP =q ‘ar / q € L*(dT)

Utilizando la identidad: V2 = V(pVip) — Ve - Vi y el teorema de la divergencia obtenemos
el resultado anterior, en notacion indicial se escribe:

///de?’x P Yy = jégrds P - 11) — ///de?’x @ Wy (A1)

— 1 |ar /9 €LXIN); J =1 5 Ji € L*(T)

7
T klor

Para campos vectoriales
u]‘(-’_c)/ t)/ U]‘(J_E/ t) / u]‘/U]' € V3 ) u]'lvj € (LQ(Rk))B

Se tiene

/// d’x (-0 ) = /// d’x (”]'(Uk,k)j - uj‘sjkl(‘slmnvﬂ,m),k) =
VK VK
= dS{(u]. . vklk)ﬁj + (uj.sjkl(elmnvn,m))ﬁk} — d3x Uj iV =
S Vi
— ///V d>x U 1 i (g Onm) - (A2)
K

((uj . vkrk)ﬁf + (uj ’ 8jkl(£lmnvn,m))ﬁk) ‘81" =4 L'?F / qe LQ(QF)

Iin; ‘ar = (- 0 Iy =ty &y (& O |ar

]j = M]- ' Z)k,k — U skjl(glmnvnfm) / ]] < (L2(8r))2

Utilizando las siguientes identidades y el teorema de la divergencia se llega al resultado exhibido
en el teorema

Vi ik = Ori)i = € (€ Onm)
uj(vk,k)j - ujgjkl(glmnvn,m),k = (ujvk,k),j — U Ukt

(€3 (€10, 0nm)) o = U5 € (€1 )
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Definidos los siguientes campos vectoriales

wi(%,1),0,(%, 1)/ u;,0; € VP w0, € (L(Ry)?

Se tiene

/// d3x (u]. : sjklvkll) = #ds (uj . ejklvk)ﬁl — /// d3x (v, - 'Ejkluj,l) (A3)
Vi S Vi

~ _ 2
;- €00, ‘ar g |ar /g € L2(aT)
Teniendo en cuenta la identidad siguiente y el teorema de la divergencia tenemos el resultado

Wi &0y = (U €10) | = &l O

Campos tensoriales
Para el caso de campos tensoriales de segundo orden: a].k(a?, f), sjk(a?, t), que verifican:

Oy €jy € Vs Oy €jx € (L3(Ry))> ; O =05 € = &,
a, € R ; J € F(o)

058 > 39S;5; ;
by € R{ ; 5].613(8)

€55 > bos;s; ;

Se tiene:

///v d’x (&, Opp i) = ///V d’x {(Ejnonk),k &k O} =
K K
S Vi ’

/ 4, € (L*(ID))’

P P

0,k My

Campos vectoriales
u]'(;él t)/ U]'()_C)/ t) / u]'/v]' € V3 3 u]'/v]' € (LQ(Rk))?)

_ ///\/Kd3x (01, 4y) = ///de3x {(Sjkluk,l) (e ) + (- v]_’]_)}_

_ #ds {(s].klul,k)(sjklvlnk) + uj/j(nkvk)}
s

Utilizando las siguientes identidades y el teorema de la divergencia se llega al resultado exhibido

en el teorema
ik = @ui)i = €t (€ Onm)

Ui )i = i€k (€1 O m) o = (W01 1) 5 = 15 0

Campos vectoriales
M]'(J?, t)/ U]'(J_C)/ t) / u]‘/ U]' € VS ; u]’lv]' € (LQ(IQIC))3

///v d’x (V) - €gthy ) = U €0y ) = jégds {(Uj ' Ejklulnk)}
K
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Segundo Teorema de Green

Se conocen las funciones (%, t), Y(X,t) ambas son: ¢, € L?(Ry) se enuncia el
segundo teorema de Green en la forma:

I #5020 =921 = § as @t - o6, D)
Vi Jr
G- 90| =q| Jael?on); Gy -Dw| =3| /7eron)

Utilizando la identidad: V2 = V(pVi) — Vo - Vi y luego intercambiando las funciones,
posteriormente restando convenientemente, y aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos
el resultado anterior. En notacién indicial se escribe:

N 5@ v-v-0,0= f asew, 1)-ve, a) w9
Vi or

‘7 = 2 . .7 — 2
Yk nk)ar q‘ar/qEL(ar)’#jfk nk)ar q‘ar/qeL(af)

Representacion para el bi-laplaciano

Se conocen las funciones x, = V2p(%, 1), x, = V2(F, 1), todas: @, v, x{, X, €
L?(Ry) se enuncia el segundo teorema de Green en la forma:

/]/V dgx()(zfﬂ)(l - X1€72X2) = jégrds()(g(ﬁk : VA7))(1 - X1(ﬁk : Y/\7))(2)
k
G- Vx|, =], 14 € 12@0); (V| =] /g, 120D)

Finalmente

///de3x(§0,kk W) ke = V(@ ) ) =

= ﬁrds(w,kk(ﬁk : (wlkk),k) - lplkk(ﬁk(q),kk),k)) (A6)
ﬁk . (yb,kk),k ‘arl = ‘31"1/ q, € LQ(al") ; ﬁk . ((P,kk),k ‘arl =q, ‘arl/ qs € LQ(al—v)

Utilizando la identidad: x,V2x, = V(x,Vx,) =V x, -V, y luego intercambiando las funciones,
posteriormente restando convenientemente, y aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos
el resultado anterior.

Se conocen las funciones ¢(%, t), uj(a?, t) ambas son: ¢ € L2(Ry), u; € (L2(Ry))? se
enuncia el segundo teorema de Green en la forma:

/// d3x((p@2uj — ujf72(p) = # dS(p(#, - YA7)u]. — u].(ﬁk . f7)(p)
Vi or

/// (i g = 10 ) = # A5(g - (i) = w7 p 1))
Vi or

=], 7 € (D)2

whe| = a,] 14, € @OD?; i,
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[//V d3x((p@2u]. - uj@Q(p) = ///V d3x((p((uk’k)lj = &1 (& thmn) ) — u]ﬁQ(p)
k k

= ‘#;rdS((P(ﬁk . ﬁ)u] - M]-(ﬁk : ﬁ)(P)

///V dgx((Puj,kk - uj(P,kk) = ]%rds(@ : (uj,kﬁk) - uj(ﬁk(P,k))
k

] = 03] 0y € WO gy / q € L*X)

ar_q‘ar

Tercer Teorema de Green

Se conocen las funciones v].(a?, t),u].(a?, t)ambas son: v, € (L%(Ry))? ; u; € (L%(Ry))?
se enuncia el tercer teorema de Green en la forma:

3 &2 52,0\ —
[//Vd x(vj-V uj—u].-V vj)—
k

= ﬁgds{vj(ﬁ Vi) = ui(A Vo) = (0, x (VX)) - i+ (u; x (Vx0,)) A1}

ieVu| =q| sa e @enya-vo | =] /3 e @ony’
(ix (T xw)| =p| /e @eny

=p;|, /Py € (@)

o

or
(u]. X (V X v].)) ‘ar
Se utilizan las siguientes identidades
V2w, = (V(¥0) = (Vx (V) ; w; € (L(Ry)’
v]v?uj =0, (@(w].)) - ;- (@x(ﬁmj))
v; - (V(Vu].)) = V(vjVu].) - Vv]. . Vu].
— ;- (V(Vv].)) = —V(u].Vv].) + Vu]. . Vv].
Uj-(Vx(qu].)):V'(v].X(quj))—(va].)-(quj)
u].-(Vx(va].)):V-(u].X(va].))—(quj)-(va].)

Prueba del teorema
//[/kdgx(vf V2 -y Vi) =
_ ///V dx{o,(V(Vu) = v, (U (V) = u; - (V(F0) +u; - (Vx (Vx0,))} =

— 3 (S S .
_‘///de x{V(v].Vu]-) Vv]. Vu]. V(u].Vv].)+Vu]. Vv].
_V?.(vj><(@xuj))+(f7><v].)-(@xuj)+f7.(u].x(@xvj))—(@xuj).(@xz,j)}:

- [//de?’x{@(vj@uj) - @(uj@vj) ~-V- (0; % (V x ) + V- (1 X (V x v].))} =
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= jégdS{vj(n . Vu].) - u].(n . Vv].) — (v]. X (V% u].)) 7+ (u]. X (V% v].))n}

Se conocen las funciones v].(a?, t), uj(a?, t) ambas son: v, € (L*(Ry))3; u; € (L*(Ry))?
se enuncia un corolario del tercer teorema de Green en la forma

/// d*x(v; - (Vx (V x ) — ;- (V x (V x v))) =
Vi

= ﬁgds{((vj X (V X ) = (u; % (V x v))it}
Se utilizan las siguientes identidades

v].-(ﬁx(ﬁxuj)):V(v].x(@xu].))—(ﬁxvj)-(ﬁxuj)
u].-(ﬁx(ﬁxvj)):V(u].x(@xvj))—(ﬁxuj).(ﬁxv].)

Teorema de la representacion integral de la solucion de una ecuacion de onda vectorial

t
/0 dt/{///vkdgx/{gkf (G = aVPu; = f) — ;- (9 gy — a*V7 gy - 6”(6))}} )

= /tdt’{‘#dS{—gkj(ﬁ : @u].) + (7 - @gk].)+
0 S
+ (g4 % (V x ) - i = (u; (V x gk].))ﬁ}}
ui(x,0) = w} [ uj € (Hy(DR))* 5 dyu;(x, 0) = wjl | wj € (LX(Dy))*
ieSu| =] 1oy e @@ Tg| =0
ix (T xu)| =p,| /p @y
(i x (g )| =0
Triple producto vectorial
Ax(BxC)=(A-C)-B-(A-B)-C

A=V : Bzu]. ; C=Uj=>

= V X (u]. X v].) = u].(Vv].) -0, (Vu].) + (v]. -V)- Uj = (u]. . V)v].
Férmulas de integracién
a) ///v d?’x{(v].(a?, t)- ejklul,k(a?, t)) — u].(a?, t) - ejklvl/k(a_c’, H} =
k
- }%rds 0,(%, 1)~ (€1 - 1y(7, 1)
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o) = [[[ @0 = [ xten, @0 o600
k k

+u]./j(x,t)v].,].(x,t)}—

- ]%rds it (5, 0) - €y - 1w (3, 00) + 0y (3, (5, - 0,(F, 1)

c) ‘///de?)X{vj(f,t) . ('Sjkl(elmnun,m(f/t))lk)} —

- /]/“/ dgx{(gjklvl,k(f’ t)) ’ (sjklul,k(zl t))}+
* ‘#;Fds ﬁ]'(g]'kl(glmnum,n(fz t) : Uk))

d) W/ d3x{7}j . (Ejkl(flmn”m,n(fr t))) — uj . (gjkl(glmnvm,n(fr t)))} —
) jégrdSﬁf{eikl(elmnvmﬂ(f' £) - (X, 8)) = &€yt (X, 1) - 0, (R, )

v € (PR ue (PR 5 |

<M/MEeR}

vm,n”ar ’ um,n”&r

Operadores diferenciales definidos sobre superficies
Vio(E t) = Vo(E,t) - (7, - V)o(X, t) [ v € L*(Rg)
@rvj(f, t) = %].(f, t) = (i, - @)v].(z, t) [ v; € (L*(Ry))’
Vpx0; = &0, = &, (- (A, - V)0, (3, 1)
Vau(#, t) = Vp(Vpu(F, 1))

V%v].(a?, t) = Vr(Vrv].(J?,t)) - ei].kr(ﬁk . eﬂmrvl,m(f, t))
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APENDICE B

Consideraciones accesorias sobre el problema de Eshelby y su
generalizacion dinamica

Una inclusidn se puede caracterizar segun cinco atributos:

Forma

Volumen

Desajuste con la matriz en términos de geometria

Desajuste con la matriz en términos de propiedades del material

Nivel de union (también llamado nivel de coherencia) en la interfaz matriz-inclusién.

En los textos referenciados, las inclusiones con enlace perfecto en la interfaz con la matriz

se subdividen en tres categorias, como se describe a continuacion.

1.

Inclusién con geometria mal ajustada (inclusién homogénea) En este caso, la inclusion tiene
las mismas propiedades elasticas de la matriz, descritas por el tensor de elasticidad C Por lo
tanto, solo existe el desajuste geométrico causado por la deformacion residual &* . Este tipo
de inclusién se estudia directamente mediante el procedimiento de Eshelby, que se describe
en la seccidn siguiente. De hecho, este tipo de inclusidn, denominada “inclusion homogénea®
por Eshelby (1957), es el caso al que se pueden reducir todas las demas, con métodos de
equivalencia adecuados.

Inclusién con propiedades de desajuste (inclusion no homogénea) La inclusion tiene pro-
piedades elasticas diferentes a las de la matriz, por lo que su tensor de elasticidad S es
diferente al de la matriz C. Sin embargo, la deformacién residual €, es igual a cero y, por
lo tanto, no hay desajuste geométrico. En ausencia de un campo de tension causado por
tracciones externas, la tension y la deformacion en la matriz y la inclusion son idénticamente
cero. Cuando se aplican fuerzas externas, el desajuste en las propiedades del material de
la inclusion provoca una perturbacién en los campos de tension y deformacion. El método
de solucion de Eshelby para este tipo de inclusion, al que llamé “inclusion no homogénea”
(J.D. Eshelby, 1956), consiste en reducir su efecto al de una “inclusion homogénea equiva-
lente”, es decir, en encontrar la deformacion de transformacion ficticia que causa la misma
perturbacion que la diferencia en las propiedades del material. (J.D. Eshelby, 1961)

Inclusién con geometria y propiedades mal ajustadas (inclusion general) Este es el caso mas
general, en el que la inclusién tiene un desajuste geométrico, descrito por una deformacion
€, asi como un desajuste en las propiedades del material, es decir, no son iguales los
tensores elasticos de la matriz y de la inclusion. Este caso también se resuelve mediante
el método de Eshelby de la “inclusién homogénea equivalente”. Llamamos a este tipo de
inclusion “inclusion general” porque los casos (1) y (2) se obtienen estableciendo C = S
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y & = 0, respectivamente. Observamos que Eshelby (1956) llamé “inclusién general” a
la inclusién de formas arbitrarias, pero esto no debe ser una fuente de confusion en este
contexto, en el que nos limitamos al caso de las inclusiones elipsoidales.

Fuerzas configuracionales en la configuracion deformada y no deformada

Fuerzas configuracionales en la configuracién deformada y no deformada respectivamente
en términos de los tensores de Eshelby escritos en las dos representaciones

F;jonf(f) = ‘#‘dll(K]‘k . ﬁk) = ‘#dll{W(Sjkﬁk - Gjl(gﬁkul,k)} (B.1)
oD JD
50 - f k- fanvmscin Ry o3
aD dD

Fuerza configuracional en la representacién deformada en la formulacion de segundo gradiente

Sep M (%) = # da((1 - 2V)K - i) =

oD
= SSF].CO"f (¥) = # da{(1 - BV*)W b it — (1 — 3V?)0j1(9a,1u1,1)}
oD
= Sg]Ffonf(f) = #da(K-ﬁk)—l% #dﬁ&ﬁk[W]éjk+lf‘#‘dﬁﬁzaﬂ(&ﬁkuzlk(f))+
oD aD aD
12 ff 40 On, (91 E)
aD

Una linea de razonamiento alternativa a la de M. F. Alhasadiy S. Federico desarrollada en su trabajo
‘Relation between Eshelby stress and Eshelby fourth-order tensor within an ellipsoidal inclusion” de
2016, es la que se expone seguidamente

{ai]-(f) = Cly + en(¥) AKGj(R) = =Sy, szl(f)} .
K;ij(X) = Woij — 0i1(%) : &i(¥)
= _Sfjkl L&, (X) = Wby - {Czlmn M (R)) - 8{”(55)
= Wi = {({C,, - ehn(@D} - el (D)} —{Shyy + 1, (E)) i/ FLE = W6
Fo = (el(@) O emh (D)) — (Shy - ey}

P {‘Sl] (X) - Clloyy © Enn (X))}~ {Sfjkz L & ()}

Sistema elastodinamico inclusiéon-matriz: Primer Problema Dinamico de Eshelby

pd?u M(x t)y-C ]klm ml(x t)y=0enRq-|

92 I(x t) — S]klm ml(x ty=-p Fconflg(x t)yen R;
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u]M(J?, 0) = u]M / u]M € (Hy(Dy))? ; 8tu]M(9?, 0) = w;w / w;w e (L*(Dy))?
u}(f, 0) = atu}(a?, 0)=0

Condiciones de borde

— C¢ uM ﬁk‘ SES (x t)?’lk ‘ =-T; )
jklm ™ m,l T M—1n ]klm m,l M : I M-1n

=0

In-M

M= o
@0 -l

M-In

Representacion integral de las soluciones

WM(E, ) = ﬂ/ 3 (g - ¥, )0l (¥, 0) — uM (¥, 0)0,gM(E - ¥, 1))+

VM-1n

t

oM~-In

t .
u}(f,t) :/ ds{///d3x’g}k(f—f’,t —s)pF]fonflg(a_c”,s)}+
0 v
t
I (=2 _=2r 4 _
+/0 ds{ // dagjk(x X't s){ Tk .

dIn-M

+C¢ uM (', s)n ‘ }}
jplm ™ m, I\ p O yoin

n-M

Sistema elastodinamico-Inclusion-matriz: Problema Dinamico de Eshelby de segundo
gradiente

p(1 - zf@Z)aEuJM(f, B) = Clip(1 - BVAul (%, 1) = —S]E,flm
p(1 - zf@Q)afu]l(f, t) — kaslm(l — BV2ul (%, 8) = —p(1 - fv?urf"”f '$(X,t)en R;

u(%,0) = u [ uit € (Hy(Dp))* ; drui'(,0) = wi' [ wi' € (L*(Dy))’

(1-LVe, (X, t)enRo |

wE0fSul| e vy
2O, o>>\ =w)l| ] e @iy

I — a1 _ 1 — (a3 _
uf(%,0) = d)(%,0) = ul(Z,0)|_ = n(Af(x,0))]

272\, M (= ~
— € (L= BV (F, )ity ‘arM_,,f
+ sf,jlma - EVAu, (X, )i = —(1 - BVHT; .
M= Iz
w2 (x, t —u.(x,t)=0
i )arM_m HERY)

Relacion entre el tensor elastico y el tensor elastico de Eshelby de cuarto orden

Sije = U Cllyun * Emn (@)} = & )}, (D)7 = Wii(eg, (%)™
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Secuencia de operaciones del experimento pensado de Eshelby

1. Se remueve la inclusién de la matriz que la contiene
Matriz Inclusién Interface
oM=0; M=0 —0 =& b;=0
ij 7 ij /

2. Se aplica una traccion a efectos de que la forma de la inclusion quede invariante en la matriz

Matriz Inclusion Interface
M M P I _ L —
] =0; ] =0 1] Cl]kl kl > Sij =0 b] =0
I M >(- A
z Cz]kl kl nj

3. Se vuelve a colocar la inclusion y se pega la interfaz

Matriz Inclusion Interface
M M e L
] =03 ] =0 1] Cl]kl kil z] =0 b] =0
—CM & i
1 ijkl &M

4. Se remueve la traccion antes aplicada

Matriz Inclusién Interface
M _ _e(z2 I _ e(2 ,__In_M*A.
0jj = Gij(x) 0;; = Gij(x) bj = —t, Cz]kl k1™
M _ e (2 I _ ce(2
& = &ij(x) &= el.].(x)
Cm Cm
---------- >
e ————— eigenstrain a*
Q =" o
apply surface ‘.V
traction to reslone ‘,'
to onginal form o
(a)
v vy (b)
@ v
eC(X) (!)C(X) J
o T
C
Cm v (©) Cm
(€) et (d)

Figura B.1: Fig. extraida de Continuum Micromechanics Theory and Application to Multiscale Tec-
tonics (Jiang, 2023, pag. 223)
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APENDICE C

Operaciones Push-Forward Y Pull-Back Para Tensores De Segundo Orden.
Derivada Temporal De Lie

Transformaciones de Piola

ik =] - LjaF = Zar =] 'Faj- Ljk
Zap=JF Exg = Eax =] 'Zag - Fy,
Lix=Fj4 Lap- Fy = Zap =F,; -Ljk - Fip
Pja = Joki - Fiy = 0kj =] 'Fra - Paj
Tia=]-ejx-Foy = ejx =JTja-Fax

ojx: Tensor de Cauchy; ejy: Tensor de Euler-Almansi

Operaciones push-forward y pull-back para tensores de segundo orden

+ Operacion Pull-back sobre un tensor de segundo orden de tipo espacial (configuracién de-
formada a la no deformada)

aij=a;(g'®g)=a"(gi® g) = ‘1]1:(31' ® g') = ag(gi ® gj)
x Haij) = a;i(G'® G/) = a;j(Fi,g' ® Fg]. g)=Fl -a;-F
xiHaip) = a¥(Gi ® Gj) = a(F, g ® Fyj gj) = Fyj - ajj - Fyyf
X' (aij) = a}(Gi ® G)) = aj(Figi ® Fyg!) = Fy} - aij - Fj
Ai

x3'(aij) = al(Gj® G') = al(F}.g' ® nglgj) =F}. ajj- F]-};T

+ Operacion Push-forward sobre un tensor de segundo orden de tipo material (configuracién
no deformada a la deformada)
Az’j = Al']'(Gi &® Gj) = Aij(Gi [ Gj) = A;(Gi ® Gj) = AZ(Gi ® Gj)
X(Aij) = Aij(g' ® g') = Aij(F; [ G' ® F3{G)) = F| - Asp - Fy
x1(Aij) = A(g; ® gj) = AY(Fa;G; ® F5;G)) = Fia - Aap - Fy,
x2(Aij) = Aj(8i ® g/) = Aj(FaiGi ® F5{ G/) = Fia - Aag - F}
x3(Aij) = Al(gj® g') = Al(F,] G' ® F3;Gj) = F;| - Aap - ng
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* Operaciones Push-Forward y pull-back para tensores de deformacién. Operaciones push-
forward para el tensor de deformaciones derecho de Cauchy Green

x(Cij) = Cij(gi ® gj) = Cij(P;lTGi ® F];jTGj) = P;XT -Cap - Fg].l
X(C;h) = Cil(g' ® g/) = C;'(Fy G'® F5] G/) = Fia - Cip - Fy;

+ Operaciones pull-pack y push-forward para tensor de deformaciones de Cauchy-Green iz-
quierdo y el tensor de Euler-Almansi

X(E)=Eij(g' ®g)=F, -Eap- ngl = ejj
x7le) = e,'j(Gi ® G/) = P};i -ejj - Fip = Eap
+ Operaciones push-forward y pull-back con descomposicién polar en configuraciones inter-

medias

Operacion push forward de un tensor material A de la configuracion {G;} — {G;}. Re-
emplazando F por R se tiene

X(Ai)ree) = Aij(G'® G) = Aj(R;IG' ® Ry G)) =Ry - Asp- Ry} =
= x(Aij)rc) = Ri - Aap- Rg; =R-Aup- jo

x1(Aij)rc) = AY(G; ® Gj) = AT(RA;G; ® RpjG;) = Rin - A - jo
X2(Aip)r(G) = AN(Gi ® G/) = Ai(RaiGi ® Ry] G') = Ria - Aap - Ry =
= Xx2(Aij)rG) = Ria - Aap - Rg} =R;s-App- jo

Xs(Aijr(e) = Al(G; ® G') = AlR;TG' ® Ry;G)) = R;] - Aap - Rf; =
= X3(Aij)r(G) = Rj4 - Aap - Rp; = R-Aap - Ry,

El pull back de un tensor material A de la configuracion {éi} — { G} sera
X(Ay)re) = Aijf(G'® G)) = R}, - Asp - Ry
x2(Aij)gig) = A{(Gi® GI) = RT, - Aup - Ry
X3(Aij)ge = Al(G;® G') =R}, - Aap - Rg;j

El push forward de un tensor espacial a de la configuracion {g;} — {gi} seré

x(@ij)rz) = dij(8' ® g’) = Rix - iy - R]-Tl
x1(@ij)r@g) = 3"(i ® gj) = Rik - dxj - R},
x2(ij)r(g) = @;(8i ® ') = Rix - dy; - R]TZ

Xx3(@ip)r(g) = 4(8;® g') = Rix - g - RJ'TI
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El pull-back es
X Naijr(g) = aij(§' ® §') = R} - &y - Ry
X (@ij)rig) = a(3i® &) = R}, - dxj - R;i
X3 (@ij)r(g) = a;j(8i®§)= R - k- Rji
X3 (@irg) = ai(8i ® §) = R}, - ;- Ry

Derivada de Lie temporal

La derivada temporal de Lie, es un concepto de analisis tensorial que permite distinguir cam-
bios de alguna funcion tensorial en relacion con los cambios que suceden en esa misma entidad
excluyendo aquellos devenidos por procesos de movimiento y/o configuracién. En términos de las
operaciones pull-back y push-forward, la derivada Lie de un vector: v; y de un tensor a j se escri-

be:

d d
L,vi(t) = x. {dt [xs 1(v(t))]} ; Lyaj(t) = x {dt [X*l(a]k(t))]}
Calculo de la derivada de lie temporal de un tensor espacial

Lyaj(t) = {ddt [X* 1(a]k(t))]} ]A {dt { “am(t) - FmB}} F}

Lvajk(t) = { “ i - Fnp +P Al “apu(t)  Fup + Fy; - apy - mB}
L u]k(t) = {FTIT'alm 'PmB+FA1 'alm'FmB+FAl " Am 'ImmFmB}
L u]k(t) = s Akt a]k + Ajm - I P

Las derivadas Lie para expresiones co-rotadas seran

Lyaj(t) = {;t [x: 1(a]k(t))]} {% [RY, - aim(t) - RmB]}ng

Lyajc(t) = ajx— Qji-aic+aji- Qe /| Qji = Rja- Ra = —RjaRy;j
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APENDICE D

Formulacién lagrangiana de la elastodinamica

Definimos una densidad lagrangiana de la forma:

Z(uj, i, uj g, k) = (p/2)itj(9_c’,t)uk(5c’,t) (1/2)u k(x t)C]klmulm(J_c’ t)—
—(1/2)¢; k(x t)S]klmelm(f,t)

Y el lagrangiano

S(t) = %///Vdi*x i (%, Dpi (%, ) — %///Vdg’x ty ((F,)CS 1y (F, )=
——[//d3x s}k(x t)S]klmslm(x t)

Utilizamos el principio de Hamilton obteniendo

/t dt S(t)+/tt2dt {///d3x pF; ou(X, t)}
+/ﬁ dt {///dfs Sf]flmglm,k(f,t)éuj(f,t)}+

_Vin
fz t2
; / dt { # 8th(9?,t)6uj(f,t)}+ / it { # armt;”(f,t)au].(z,t)} _
t 51

Finalmente

ty
/t dt{///vd?’x{C;klmul/mk(f, t) — pdju (X, 1) + pF{(X, 1) + F}”(f, t)}}éu].(a?, t)+
to
+/ dt#8F1d5{t.(3?,t)—C}f’klmul’m(f,t)ﬁk}éu]-(f,t)—

—/ dt#&T,ndS{S]kl g (%, t)+C]klmul,m(a?,t)ﬁk}éuj(f,t) =0
1

t
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Las ecuaciones de movimiento, las condiciones iniciales y de borde asociadas son:

8?11].(3_(” t) - C]?klmul,mk(f’ t) = _S}Ekslm
w (%,0) = u) [ ul € (H)(Dy))?

dyu(X,0) = w? / w? € (L*(Dy))?

s}‘m,k(f, t) en Ry

—-C¢, u, (X t)h ‘ =8k & (%t
jkim l,m( ) k T, jkim lm,k( )81",-n
- C¢, U ftﬁ‘ :t.| t. € (L*(dTy))?
jklm l,m( ’ ) k ar, ] 8F1/ j ( ( 1))
e Es 3x3 . e _ (e _ (e —_ (€
Cjklm’ Sjklm ev v Cjklm - ijlm - Cjkml - Clmjk
Es _ gEs _ gEs . e . +
Sikim = Skjtm = Sjkmt ¢ Cikmikéim > F0SjxSjx s 40 € Ro
Es T t T T . ot o -
Sicim€ikEim > boSjx&ics by € Ry 5 &, —residual strain

éjk € F(Ce) ) E]'k € P(SES)
Definimos una densidad lagrangiana poroelastica de la siguiente forma

L (&jk, &jk, Pa, py) = (1/2)pitj(X, )it (X, t) = (1/2) gk (X, 1) : Cfyy, 2 &m(X, £)—
— (1/2)éjx(%,t) : C;.’klm CEm(X, ) + alM;’k c ek (X, Hpa(X, 1)
=11+ S 1 €y (B, 1) + @M i(F, Dpp(X, 1)+
+ EVi(pa, o) + po(¥, ){sadipal(X, 1) = (K p, (X, 1) -
- (kaﬁa,k(f, 1), + &My : é].k(y?, t) = h, (X, t)}+
+pa(X, ){sp9pp(X, 1) = (Kiypy, (%, 1))
— (R} po (3, 1), + @M, : (3, 1) = Iy (X, 1)}

La accion sera:

S = ///V AV {(I/Q)pil]‘(ﬁ_c), t)L't]'(J_C),t) — (1/2)8]']{(3_(), t) : C]?klm cem(X, ) -
— (1/2)&jx(%,t) : C;.’klm D E(X, ) + alM]?‘k L ejk(X, H)pa(X, t)—
=11+ S, € (B 1) + @2 M (R, )pu(3, 1))+
o [[] avAevitoa,po) + puG 520l = (3,500, -
- (K?kpa,k(f/ t)),j + &1M]?k : éjk(i_f, t) - ha(fr t)}+
+Pa(E, {s09epp(E, 1) = (Kyp, (3, 1)) =
— (RS, po (T, 1) j + @My & (1) = (%, )} ]
Utilizando el principio de Hamilton se obtienen las ecuaciones del Capitulo 4, pag. 72.

Densidad de energia, para la poro-visco-elastodinamica, en la formulacién de segundo
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gradiente

W(ejk, &jk, Pa, pv) = (1/2)pinj(X, t) - (X, t) — (1/2)101%5‘]',1(1( U et
+(1/2)g (%, 1) : €5y £, (F 1) = (F/2VPe, (3, 1) : €, - VP, (R, )+
+(1/2)k(X, 1) : Clhy + £, (3,0 = (F/2V?E, (R, 1) : €, 2 V28, (3, D+
My (1= Ve (%, pa (3, 1) + asMj s (1= [V?)e (X, t)p, (%, )+

+&EVi(parpy) = @yt - Sy (L= Vg, (3, D)+
+ po(E, {5a9,pa (3, 1) = (Kiyp, (3, 1)) j = (Kfy pa (X, 1)) j+
+BMY: E (T, 0) = (%, D)) + pa(E, D{s69ipe(F, 1) = (KD, (%, 1) -
= (R} po (X, 1)), + @My, & (3, 1) = by (3, 1)}

Ecuaciones de Euler Lagrange para los campos

. "2 "2. .
9 {9W(£]-k, & Vg,V ejk,pu,pb,u]-,u]-)}Jr

8t (91/1]

. =92 5D . .
a {8W(£jk, Sjk’v 'E]'klv gjk’ pll/ pb/u]'/u]')}

+ =5 .
8t al/l].’kk

. ) 9 . .
N {aw(gjk/ ‘C—]'k/v ejkrv E]'k’ Pa,Pb, uj’ u])} B
k

as].k

_{(9W(£].k,éjk,@erk,@zé].k,pa,pb,it].,uj)} .
a(ﬁ%jk) B
+{8W(£jk,éjk,@Zgjk,@Zéjk,pa,pb,it].,u].)} )

k

8£jk

8W(£jk, éjk’ Verk’ VZé]'k/ Pa,Pb, u]/ u])} B
2V7E,) )

{8W(£].k, € Vze].k, V2é].k, Pa, Py, 1L, u].)} L

ou.
j

.92 &9 . .92 &9 .
8W(£jk,£jk,V sjk,V sjk,pa,pb,u].,u].) o BW(ejk,ejk,V sjk,V ejk,pa,pb,u].,u].) ~

., ’ p,

0
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APENDICE E

Teorema de Noether

Teorema de Noether para un campo escalar

g /0 tdt{ ///V kd?’x’{w?(p —a®V2p) - p(3}y - a%b)}} =
=-0 /Otdt{///vkdgx(% _]k((Pl¢)),k} /¢ =Rgp

(qk —]k((P,I,b)) =0=4¢q, = ]k((P/Eb)

Teorema de Noether para un campo vectorial de segundo gradiente

t
6/0 dt{///v d3x'{u].(p(9t2Hv].— ]klmHvlmk)
k
_vj(p<9tzHu C]eklmHul mk —of )}}
)

t _ —
=0 / dt{/:// d3x(pf + Sjklm Elm } f - ]klm glm k
0 Vi

— . _ _1_12 %2
Uj_lekul,k ; v]-—R].kuk H=1-1,V
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APENDICE F

Tensores antisimétricos para la determinacién de ecuaciones de evolucion

A partir de un vector covariante u;(x, t), se obtiene el rotacional en la forma:
rot u;(%, t) = eijkuk/].(a?, t) = el.].krkj(a?, t) = rkj(a?, t) = uk/j(a?, t) — ujlk(a?, t)
rij(X, t) es un tensor de segundo orden covariante antisimétrico. La divergencia de r;;(X, t) es:
rl.].,].(x,t) = ui,].].(x,t) - u].,i].(x,t)

El primer término del segundo miembro puede identificarse con el laplaciano, de modo que pode-
mos construir un operador vectorial hiperbélico de segundo orden, la ecuacion de movimiento y el
problema de Cauchy asociados a este campo vectorial se escriben de la manera siguiente:

8t2ui(9?,t) - ui’jj(a?, t) = —uj’i].(a?, t) en Ry

uy(x,0) = ul /) € (LD’ 5 dyu,(x,0) = wf / ) € (LD’

Representacion integral de la solucién
ux,t) = //[/d3x’gik(f — %, 1){0,u (X,0)g,, (X =%, t)—u(X,0)9,8, (X —X', t)}—
k

t
—/0 dt’{///‘/d3xgik(f—f’,t—t’)u].,ij(a_c”,t’)}
k

A partir del anterior tensor covariante antisimetrico de segundo orden construimos su rotacional en
la forma:

Vikr = (uj,k(x’ t)),l T (uk,l(xr t)),j + (ul,j(x’ t)),k
Contrayéndolo respecto de uno de sus indices obtenemos
gk = u].’kk(x, t) + uk/k].(x, )+ uk/].k(x, t)
De nuevo primer término del segundo miembro puede identificarse con el laplaciano, de modo que
podemos construir un operador vectorial hiperbélico de segundo orden, la ecuacion de movimiento

y el problema de Cauchy asociado se escriben en la manera siguiente

Qtzu].(g_f, t) - u]',kk(;g/ t) = f](f/ t) uk,kj(f/ t) = _uk,jk(f/ t)

ui(x,0) = u? [ u? € (LA(Dp)* ; dyuy(x,0) = w [ w? € (LADY))’ ; f; € (L*(Ry))*
Donde la condicion de contraccion sobreviene debido al caracter antisimétrico del tensor original.
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Representacion integral de la solucion:

ui(x,t):/[/Vd‘gx’gik(f—f’,t){&tuk(f,O)gik(f—f’,t)—uk(f,o)z?tgik(f—a?’,t)}—
k

- /Otdt’{///vkd?’x g (X —Xt - t’)fk(a?’,t’)}

Definimos las siguientes operaciones para tensores antisimétricos covariantes

FOt(FOtu-) = gijk(ekmnum n(f t)) i = 8ijk(£kmnrmnj(£’ t))

mn](x t)_ul] k(x t)"'ukl(x t)+1/lk (x t)

rot(rot 1) = & (€1 (%, 1)) | = €1 (€T (X, 1))
rijkm(f, t) = ul.].k/m(f, t) — ujkm,i(f’ t) + ukmi,].(a_c’, t) — umi]./k(f, t)
Definimos las siguientes operaciones para tensores mixtos antisimétricos covariantes
P, =¢&,P, = ei].kpkA].(f t)
pkA](x t) = kA](x t)y+P k(x t)+PkA(x t)
rot(rot P;,) = ‘Silk(‘skmp pAm(x h), = Eilk(EkmpppAml(f’t))
Pijon X t) = Pig (X, 1) =Py (X, 8) + Py iy (X, 8) = Py g (X, 1)
El rotacional de un tensor de segundo orden antisimétrico se escribe:
kamn ( kp, m(f t)) - (Ppm n(f t)) + (Pmn k(f t)),p - (Pnk,p(f’ t)),m
kann P kp, nn(x t) Ppn nk(x t) ol Pnn kp(x t) nk,pn(f’ t)
Contrayendo respecto de un par de indices y aplicando la condicidn de antisimetria tendriamos
kann = Pkp,nn(f’ t) + Pnn,kp (f’ t) ) Ppn,nk(f’ t) = _Pnk,pn(f’ t)
La ecuacién de movimiento y condiciones de Cauchy seran:
I Py (%, t) ]k nn(x t)=P,, (¥,1)=0 en Ry
P, (%,0) = P, | P € (H}(D))™®; 9,P,(%,0) = QY / QY € (LA(Dy))™
pn nk(x t) nk pn(x t)

Representacion integral de la solucién para un campo tensorial covariante antisimétrico

Py(x,t) = ///V dgx/gijkl(’? - ¥, 0){9,P, (%, 0)g;55 (X — X', )=
k
- sz(ﬁ_f, 0)8tgl.jkl(a? - X, t)}—

t
—/ dt’{/// dox gy (X = %', —t’)Pnnlkl(f’,t’)}
0 Vi
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Respecto de un tensor mixto antisimétrico:

Pinjom X ) =Py (X, 1) =Py (X, 8) + Py 3y (X, 8) = Py g (X, 1)
Contrayendo respecto dos de sus indices:
PiareEt) =Py g (X, 8) = Py (X, 8) + Pry 1y (X, 1) = Py (X, 1)
PAk’kl.(y?, t) + Pki,Ak(Ec’, t)y=0

En la formulacién de Lagrange tendremos la ecuacion de movimiento y sus condiciones iniciales
asociadas:

OiP; (X, 1) =Py (3,8) = Py 1y (3, 1) =0 en Ry
PiA(J?/ 0) = P?A / PZQA € (Hol(Dk))3X3 ; 8tPiA(9_C)/ 0) = Q?A / Q?A € (Lz(Dk))3><3

Representacion integral de solucion:

P, (%) = ///v d3x/giAkB(5g -, t){athB(’?/ 0)8;axp(X =X, t)—
k

- PkB(’?f O)atgiAkB(’? - ’7' t)}_

t
—/ dt’{/// d3xgiAkB(9?—J?’,t—t’)Pnn,kB(ic”,t’)}
0 Vi

P& 0 =P (%1)

Derivada covariante de un vector

Como es sabido las derivadas parciales ordinarias de un vector no son componentes de
un tensor en general, si para el caso cartesiano, lo mismo ocurre con las derivadas de cualquier
tensor, sus derivadas ordinarias no son componentes de ningun tensor. Se presenta entonces,
el problema de ver si es posible generalizar la operacidén de derivacion parcial, de manera que,
aplicada a tensores, de como resultado nuevos tensores. A esta operacion se la llama derivacion
covariante. La condicion esencial que se impone a esta derivacion covariante, a efectos de que no
difiera mucho del calculo diferencial clasico es la siguiente

Postulado:

Para la derivacion de un producto debe valer la misma regla que para la derivacion ordinaria, con
este supuesto en mente se propone, se demuestra que tal expresion tiene la forma siguiente, para
un vector covariante (X, t)

(3, 8) = u; (%, 1) = T, (3, 1)
Donde F,’j]. se denomina conexion afin del espacio, estas no son tensores.
Definimos el tensor de deformaciones en la forma:
ejk(fc’, t) = u].;k(a'c’, t) — uk;].(a?, t)
Finalmente obtenemos
sjk(x, t) = Uj g = Uy + Iﬂ;{ju

i _ _ i
— F].kul. = u].,k U T . u

i g Lkt
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Donde Tkij = 1";'(]. - T;k es el tensor de torsion del espacio.
Para el tensor simétrico de tensiones tendremos
0ij = Ciejklejk = ijkl”l,k - z]leknl1
La ecuacién de movimiento sera:
pIfu(E, 1) = Chgy i = = (Chi T 1)

Es la fuerza configuracional de tipo estrictamente geométrico

e ﬂ’l
f] (Cljlekl ) JJ
La derivada covariante del tensor de tensiones puede escribirse en la forma

h
Uk(xt)— ik Fah] Pka

i
Asi que la ecuacion de movimiento asociada a este tensor sera:
2
p9; u(x t) — k+1“lk0'h]+1"]ko =0
2 — _ m
po; u].(x,t) — ai].,].(u) = ( 10+ l"jjaim)
] ; ihas £C h m
Donde la nueva fuerza configuracional ahora se escribe: f© = —(I'?, YT I o)

Igualando las dos expresiones obtenemos

h m _ e m
503 + 1505, = Cijg Ty oy

Luego obtenemos la expresion final para la fuerza configuracional en la forma:

fh —Gh]]-cpkl{ nm(% } h]nm ;m]

Donde la ultima igualdad expresa la naturaleza del defecto llamada inclusién, como deformacion
residual, en la notacidn de Eshelby-Mura.

Finalmente, con un tensor simétrico de nueve componentes pueden escribirse ecuaciones de onda
segun las siguientes combinaciones

+0 o

Oiikk > Oippi T Oippi 5 Opaap0ii 3 Oueii 3 Oy 0y

7

Cualquier combinacion de estos tensores con coeficientes constantes pueden, igualada a cero o
aun tensor energia impuso pueden servir como ecuaciones de campo, por ejemplo

i ek T TOki i = K
Kl.j: es el tensor de Eshelby no conservativo
Para el caso dindmico tendremos:
é&faij(f, t) — Gi]-,kk(f, t) — Tlakk,ij(f,t) = Kl.j(y?, t) enRi; &1, € R}
ij(f/ 0) = G](')k / 0](')]{ € (H&(Dk))gxg 3 8t0jk(3_c), 0) = Q?k / Q?k € (Lz(Dk))BX3
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Representacion integral de solucion:

ai]-(a_c), t) = /.//v d?’x’gijkl(a_c’ - X/, t){atakl(;e, o)gijkl(g‘g — ¥, t)-
k

— 0(%,0)9,8,y(F — ¥/, )} +

t
+ 11/ dt’{/// d3x (X =Xt - t’)onn,kl(a?’,t’)}+
0 Vi
t
+/ dt'{/// dx g, (X - Xt —t’)Kkl(a‘c”,t’)}
0 Vi J
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APENDICE G
Cddigo de MATLAB

Caodigo G.1: Propagacion de ondas elasticas en un medio transversalmente isotrépico

close all;
clear all;
% Output periodicity in
IT_DISPLAY = 50;

%% MODEL

% Model dimensions

nx 401;
nz 401;
dx 10;
dz 10;

time steps

% [m]
% [m]

% Anisotropic parameters parameters

% model | from Becache,
co_aniso = 1e10 = ones(nz, nx);
c11 = 4.0 * co_aniso;

c13 = 3.8 * co_aniso;

¢33 = 20.0 * co_aniso;

c44 = 2.0 * co_aniso;

rho = 4000.0 * ones(nz, nx);

Fauqueux and Joly ,

which is stable

vp = sqrt(c33(:)./rho(:)); % VPO

vs = sqrt(cd44 (:) ./rho(:)); % VSO

%% TIME STEPPING

t_total = 1; % [sec] recording duration
dt = 0.8/(max(vp(:)) * sqrt(1.0/dx"*2 + 1.0/dz"2));

nt = round(t_total/dt);

t = [0:nt]xdt;

X = [0:nx-1]%dx;

z = [0:nz-1]xdz;

[X, Z] = meshgrid(x, z); % Crear

CFL = max(vp(:))xdt % sqrt(1.0/dx"2

%% SOURCE

fo = 10.0; %
wavelet

t0 = 1.20 / f0;

factor = 1e10;

angle_force = 90.0;
jsrc

= round(nz/2);
isrc =

round (nx/2);
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%

+

%
%
%

%
%

dominant

number of time steps

matrices de coordenadas

1.0/dz"2);
frequency of the

excitation time

amplitude coefficient
spatial orientation
source location along OZ
source location along OX




a = pi*xpi*xf0+f0;
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dt2rho_src = dt*2/rho(jsrc, isrc);

% Parametros de la
kx = 1;%2%pi/100;
kz = 1;%2+pi/100;

funcidén seno

% matrices de tiempo, dimensiones de X y Z

[T, ~] = meshgrid(t

% término fuente

source_term = facto
atenuacion con

% source_term = fac
atenuacion

% source_term = fac
% source_term = fac
fuente extendida
% source_term = fac
fuente extendida

force_x = sin(angle
(dx % dz);

force_z = cos(angle
(dx = dz);

min_wavelengh = min
velocity in the

, 1:size (X, 1));

r = log((sin(-a%(t-t0))).*2);% fuente puntual de

log
tor % (sin(-ax(t-t0))).*2;% fuente puntual de

tor = sin(-ax(t-t0));% fuente puntua

tor * sin(kx+*X."2 + kzxZ."2) « tan(-ax(T-10)):;%
1

tor x tan(kx*X."2 + kzxZ."2) x sin(-a*(T-t0));%
2

_force x pi / 180) % source_term = dt2rho_src /

_force x pi [/ 180) = source_term = dt2rho_src /

(vs(vs>0.1))/f0;% shortest wavelength bounded by
air

%% ABSORBING BOUNDARY (ABS)
abs_thick = min(floor (0.20xnx), floor(0.20%nz));% thicknes of the

layer

abs_rate = 0.3/abs_thick;% decay rate

Imargin = [abs_thick abs_thick];
rmargin = Imargin;

weights = ones(nz+2,nx+2);
for iz = 1:nz+2

for ix = 1:nx+2

i = 0;

j = 0;

k = 0;

if (ix < Imargin(1) + 1)

i = Imargin(1) + 1 - ix;
end

if (iz < Imargin(2) + 1)

k = Imargin(2) + 1 - iz;
end

if (nx - rmargin(1) < ix)
i = ix - nx + rmargin(1);
end

if (nz - rmargin(2) < iz)
k = iz - nz + rmargin(2);
end

if (i ==0&& j ==0 && k == 0)
continue

end

rr = abs_rate * abs_rate x double(i*i + jxj + kxk );

weights (iz ,ix) = ex

Juan Carlos Barreto
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end
end

%% SUMMARY

fprintf ('####4##HHHHHAHHAAHHHARHHAREHAREHAREHAREHHREHHAR A\ ")

fprintf('2D elastic FDTD wave propagation in TI medium \nin
displacement formulation with Cerjan(1985) \nboundary
conditions\n");

fprintf ('###4#H##AHHHAHHHAHHHAHHHHAHEHBRHEH AR HHAREHAREHAR#HA D ")

fprintf ('Model:\n\t%d x %d\tgrid nz x nx\n\t%.1e x %.1e\t[m] dz x
dx\n',nz, nx, dz,dx);

fprintf('\t%.1e x %.1e\t[m] model size\n',nx*xdx, nzxdz);

fprintf ("\t%.1e...%.1e\t c11\n', min(c11(:)), max(cl1(:)));

fprintf('"\t%.1e...%.1e\t ¢c13\n", min(c13(:) )
)

( ;
( (: )
( (:)), max(c13(:)
fprintf ("\t%.1e...%.1e\t ¢33\n"', min(c33(:)), max(c33(:)
fprintf ("\t%.1e...%.1e\t c44\n', min(cd4d (:)), max(cdd (:)));
fprintf ('\t%.0f...%.0f\t[kg/m3] rho\n"', min(rho (:)), max(rho (:)));
fprintf('Time:\n\t%.1e\t[sec] total\n\t%.1e\tdt\n\t%d\ttime steps\n
",t_total ,dt,nt);

fprintf ('Source:\n\t%.1e\t[Hz] dominant frequency\n\t%.1f\t[sec]
index time\n',f0,t0);

fprintf('Other:\n\t%.1f\tCFL number\n"', CFL);

fprintf ('\t%.2f\t[m] shortest wavelength\n\t%d, %d\t points -per-
wavelength OX, OZ\n', min_wavelengh, floor (min_wavelengh/dx),
floor (min_wavelengh/dz));

fprintf ('#4######AHHAHSHHARHRRSHHHABHRAHHHHABRARSHHHARRRR S D)

%% ALLOCATE MEMORY FOR WAVEFIELD

ux3 zeros(nz+2,nx+2); % Wavefields at t
uzl zeros (nz+2,nx+2);

ux2 zeros (nz+2,nx+2); % Wavefields at t-1
uz2 zeros (nz+2,nx+2);

ux1 zeros (nz+2,nx+2); % Wavefields at t-2
uz1t zeros (nz+2,nx+2);

% Coefficients for derivatives

co_dxx = 1/dx*"2;

co_dzz = 1/dz"2;

co_dxz = 1/(4.0 x dx » dz);

co_dzx = 1/(4.0 % dx » dz);

dt2rho=(dt*2) ./ rho;

%% Loop over TIME

tic;

for it = 1:nt

ux3 = zeros(size(ux2));
uz3 = zeros(size(uz2));

% Second-order derivatives
% Ux

dux_dxx co_dxx * (ux2(2:end-1,1:end-2) - 2+ux2(2:end-1,2:end-1) +

ux2 (2:end-1,3:end));

dux_dzz = co_dzz % (ux2(1:end-2,2:end-1) - 2xux2(2:end-1,2:end-1) +
ux2 (3:end,2:end-1));

dux_dxz = co_dxz % (ux2(1:end-2,3:end) - ux2(3:end,3:end) ..

- ux2(1:end-2,1:end-2) + ux2(3:end,1:end-2));

dux_dzx = dux_dxz;

% Uz

duz_dxx = co_dxx % (uz2(2:end-1,1:end-2) - 2xuz2(2:end-1,2:end-1) +
uz2(2:end-1,3:end));
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duz_dzz = co_dzz * (uz2(1:end-2,2:end-1) - 2xuz2(2:end-1,2:end-1) +
uz2(3:end,2:end-1));

duz_dxz = co_dxz % (uz2(1:end-2,3:end) - uz2(3:end,3:end) ..

- uz2(1:end-2,1:end-2) + uz2(3:end,1:end-2));

duz_dzx = duz_dxz;

% Stress G (Términos de tensidén no lineales)

sigmas_ux = c¢11 .+ dux_dxx + ¢13 .x duz_dzx + c44 .» dux_dzz + c44
.+ duz_dxz + nonlinear_term (ux2, uz2);

sigmas_uz = c44 .+ dux_dzx + c44 .» duz_dxx + ¢13 .» dux_dxz + ¢33
.+ duz_dzz + nonlinear_term (ux2, uz2);

% Campos de onda U(t) = 2«U(t-1) - U(t-2) + G dt2/rho;

ux3(2:end-1,2:end-1) = 2.0%ux2(2:end-1,2:end-1) - ux1(2:end-1,2:end
-1) + sigmas_ux.xdt2rho;

uz3(2:end-1,2:end-1) = 2.0xuz2(2:end-1,2:end-1) - uz1(2:end-1,2:end
-1) + sigmas_uz.xdt2rho;

% Add source term

ux3(jsrc, isrc) = ux3(jsrc, isrc) + force_x (it

uz3(jsrc, isrc) = uzd(jsrc, isrc) + force_z (it

% Exchange data between t-2 (1), t-1 (2) and t

)
)
(3) and apply ABS

uxt = ux2 .x weights;
ux2 = ux3 .+ weights;
uz1 = uz2 .+ weights;
uz2 = uz3 .+ weights;
% Output

if mod(it,IT_DISPLAY) == 0

fprintf ('Tiempo (paso): %d \t %.4f s\n',it, single(t(it)));
ussqrt(ux3.*2 + uz3.*r2);

imagesc(u); colorbar; colormap jet; xlabel('m"); ylabel('m");
title ([ 'Fuentes extendidas ']);

axis equal tight; drawnow;

end

end

toc; disp('End');

function nonlinear_term_result = nonlinear_term (ux, uz)

% término no lineal basado en la magnitud del campo de onda
nonlinear_term_result = ux*2 % uz*2; % Término cuadratico no lineal

nonlinear_term_result = sum(nonlinear_term_result(:)); % Sumar
sobre todas las dimensiones para obtener un escalar
end
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hEﬂ el presente trabajo de tesis se analizan diversos modelos
elastodinéamicos en la aproximacion micromecanica
propuesta por |. Eshelby o de fuerzas configuracionales, y. de
segundo gradiente de acuerde con la teoria de Mindlin-
Aifantis, siendo esta una pnmera dimension de analisis.

Todas estas construcciones estan referidas a medios porosos,
los cuales se definen en términos de la formulacion de Biot
denominada u-p (campo de desplazamiento. campos de
porosidad). este tipo de acoplamiento llamado poromecanico.
conduce., en general, a sistemas hiperbdlico-parabalicos de
ecuaciones en derivadas parciales. en este sentido, surge la
otra dimensien de analisis de esta tesis. esta es la de
formular rigurosamente el problema de condiciones iniciales y
de borde o problema de Cauchy y de condiciones de contorno
azsociadas a los mencionadoz modelos. con el objetive de
obtener soluciones semi-analiticaz clasicas o fuertes
cumpliendo las condiciones de Hadamard-

5e emplea sistematicamente la técnica de obtencion de
funciones de Green, a efectos de lograr que, utilizando el
sefgundo y tercer teorema de representacion de Green
Lagrange y la identidad de Somigliana, se puedan construir
representaciones integrales de las soluciones a las que
identificamos como soluciones semi-analiticas, como ya se
dijera. El sistema de representaciones integralez de las
soluciones esta acoplado. aungue puede resolverse a partir
del uso de diversos dispositives numéricos. por ejemplo: a)
aproximantes de Picard. b) discretizando el sistema
poromecanico usando diferencias finiteas adaptativas, algunas
de estas situaciones se analizan en los problemas de
aplicacion propuestos.
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