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1.1 Sistemas mesoscópicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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4.5 Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5 Navegación controlada de alta fidelidad en el diagrama de

estabilidad de carga de un punto cuántico doble 56
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5.2 Teoŕıa y Métodos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.2.1 Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.3 Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.3.1 Diagrama de estabilidad de carga . . . . . . . . . . . . . . 60

5.3.2 Eficiencia y velocidad de los protocolos de control para

la navegación del CSD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.3.3 Protocolo de control basado en un ansatz paramétrico 67

5.4 Conclusiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

6 Conclusiones 71

A Integrales bielectrónicas en dos dimensiones 74

Referencias 81

Agradecimientos 92

Lista de Trabajos Publicados 93



Resumen

En esta tesis abordamos el estudio de las propiedades de electrones confinados

en sistemas de baja dimensionalidad. Los diferentes sistemas estudiados incluyen ca-

sos tri y bimensionales donde uno o varios electrones son confinados por potenciales

fenomenológicos y sometidos a la atracción de centros coulombianos. Concretamente,

se estudia la respuesta de estos sistema frente a campos externos aśı como también

su factibilidad como qubits para el procesamiento de información cuántica.

Se efectúan cálculos numéricos de la polarizabilidad y del tensor de apantallamien-

to nuclear de átomos de dos electrones confinados dentro de un pozo de potencial

Gaussiano atractivo. Se analizan las respuestas eléctricas y magnéticas obtenidas den-

tro de la aproximación de fase aleatoria del propagador de polarización. También se

estudia la influencia de la profundidad y el alcance del potencial sobre la estructura

electrónica. Se calcula la dependencia de las componentes paralela (a lo largo de la

dirección de separación) y perpendicular de la polarizabilidad y del tensor de apan-

tallamiento nuclear con la distancia del átomo al centro del pozo.

A continuación, se estudian numéricamente las propiedades electrónicas y ópticas

de dos electrones confinados en un doble punto cuántico bidimensional. El confi-

namiento de los electrones en estas pequeñas regiones del espacio, cuyas dimensiones

se encuentran en el orden de las decenas de nanómetros, se modela por medio de

un potencial de doble pozo Gaussiano. Además, se analizan los efectos de potenciales

Coulombianos producidos por la introducción de cargas eléctricas debidas a impurezas
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en los materiales y la posibilidad de manipular el entrelazamiento de los electrones

mediante el control de los parámetros del potencial de confinamiento. Se muestra que

el grado de entrelazamiento se encuentra altamente modulado por la ubicación y la

magnitud del apantallamiento de la carga del átomo de impureza. Pueden definirse

dos reǵımenes: uno de bajo y otro de alto entrelazamiento, ambos determinados prin-

cipalmente por la magnitud de la carga. Se muestra que la magnitud de la intensidad

del oscilador del sistema es un indicativo de la presencia y caracteŕısticas de impurezas

y, por lo tanto, del grado de entrelazamiento.

Además, para el sistema descripto en el párrafo anterior se resuelve el problema del

control por medio de campos de láser pulsados. Estos campos se encuentran numéri-

camente usando la teoŕıa del control óptimo. En nuestro estudio hacemos énfasis en

el control de la localización de la carga. Analizamos los tiempo t́ıpicos y los pulsos

láser encontrados para este tipo de transiciones. Se analiza el efecto de las impurezas

en los protocolos de control diseñados para sistemas limpios.

Finalmente, se propone un protocolo de control para la transferencia de carga en

un doble punto cuántico. La teoŕıa del control óptimo se usa para obtener resultados

numéricos para controlar la localización de la carga en un sistema bi-dimensional a

través de campos eléctricos dependientes del tiempo correspondientes a los voltajes de

gate experimentales. Nuestro protocolo de control resulta en una prescripción para la

navegación del diagrama de estabilidad de carga para producir una transferencia de

alta fidelidad del electrón desde un estado fundamental arbitrario a otro a través de la

variación de las tensiones de puerta. Se muestra que este esquema permite controlar

el sistema con una calidad y eficiencia similar a la del pulso compuesto que permite

conducir el sistema al ĺımite de velocidad permitido por la mecánica cuántica.



CAPÍTULO 1

Introducción

1.1. Sistemas mesoscópicos

Los sistemas mesoscópicos constituyen un nexo entre los sistemas macroscópicos

de los sólidos y los sistemas microscópicos de átomos y moléculas. Caracterizados

por longitudes del orden del nanómetro, estos sistemas con propiedades altamente

ajustables se han vuelto muy importantes en la ciencia moderna y potencialmente en

aplicaciones tecnológicas. Una caracteŕıstica importante de las estructuras mesoscópi-

cas es que sus dimensiones son comparables con la longitud de onda de De Broglie

de los electrones y, por lo tanto, sus propiedades eléctricas están fuertemente influ-

enciadas por la Mecánica Cuántica. Desde el punto de vista teórico, las propiedades

f́ısicas y qúımicas de estos materiales difieren significativamente de las propiedades de

los sólidos o átomos, y su estudio requiere de un nuevo marco conceptual.

La gran variedad de nanoestructuras incluye sistemas como cluster de átomos,

puntos cuánticos, nanocristales, nanocables, nanotubos, fulerenos, nanoestructuras

de grafenos, entre otras. Si bien las unidades elementales que componen estos sis-

temas siguen siendo átomos, los electrones externos (menos ligados?, de valencia?) no

3
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ocupan estados localizados en dichos átomos y su naturaleza cuántica se encuentra

determinada por el sistema como un todo. Estos efectos de confinamiento sobre los

electrones de parte de las nanoestructuras pueden resumirse en la acción de un po-

tencial de confinamiento fenomenológico. La forma y el tamaño de este potencial, que

modela la nanoestructura, determina entonces propiedades fundamentales, como por

ejemplo, el espectro de enerǵıas o la conductancia de los electrones.

A diferencia de los sistemas atómicos, las propiedades de los sistemas mesoscópicos

pueden ser ajustadas experimentalmente. Es decir, que la variación los parámetros

de los potenciales fenomenológicos, que podŕıan considerarse de interés meramente

académico, poseen ahora un correlato experimental. En esta tesis comenzaremos el

estudio de los sistemas de electrones confinados considerando un sistema combinado

en el cual una carga Coulombiano se encuentra en el seno de una nanoestructura.

El interés en las propiedades de los átomos confinados se remonta a los trabajos

fundacionales de Michels, de Boer y Bjil [1], y Sommerfeld y Welker [2]. El sistema

consistente en un átomo encerrado en un pozo, cuya función de onda se encuentra

espacialmente restringido, proporciona un modelo simple para muchos fenómenos de

interés en diversas ramas de la f́ısica [3–9]. El sistema de uno o más átomos sujeto a

un pozo de potencial atractivo ha sido usado para modelar átomos bajo presión [3,4],

átomos dentro de cavidades, nanoporos [6, 7] o fulerenos [8], e impurezas en puntos

cuánticos o nanocristales [9]. Aún desde un punto de vista teórico, en los átomos

confinados surgen nuevas simetŕıas debido al efecto de las condiciones de contorno

sobre la función de onda electrónica respecto del estado del átomo libre [10]. Una

reseña del tratamiento teórico y de los hechos experimentales relevantes de los sistemas

de electrones confinados puede encontrarse en la literatura publicada [4, 5, 11,12].

1.2. Computación cuántica

En contraposición con la tecnoloǵıa usada en la electrónica convencional, donde

la clave para lograr operaciones más rápidas y menos costosas se encuentra en la

miniaturizacion, la revolución de la nanotecnoloǵıa propone el paso a computadores

basadas en algoritmos puramente cuánticos. Formuladas en la década de los ochen-

ta [13], la idea de las computadoras cuánticas han atráıdo un creciente interés tanto
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desde el punto de vista teórico como experimental. Estas computadoras hipotéticas

aprovechan las propiedades cuánticas de la materia para lograr una enorme ganancia

frente a su contraparte digital. A diferencia de las computadoras clásicas, en las que

el voltaje entre las placas de un capacitor representa un bit de información, las com-

putadoras cuánticas explotan la complejidad de la función de onda de un sistema de

muchas part́ıculas para resolver problemas computacionales [14,15]. Una computado-

ra cuántica seŕıa capaz de hacer cálculos que se encuentran fuera del alcance de su

contraparte clásica. Un ejemplo concreto se encuentra en la factorización de enteros:

mientras que a una computadora tradicional le llevaŕıan décadas factorizar un número

entero de 300 d́ıgitos, y un tiempo del orden de la edad del universo factorizar uno

de 400 d́ıgitos, una computadora cuántica podŕıa hacerlo en horas o d́ıas [16]. La

razón de esta ganancia consiste en la capacidad de hacer un gran cantidad de cálculos

simultáneamente, lo que se debe al principio cuántico de la superposición. Existe un

gran número de sistemas f́ısicos en los que esta propiedad puede ser aprovechada para

hacer cálculos, y por lo tanto, en lo que respecta al “hardware”, las computadoras

cuánticas cuentan con una gran variedad de posibilidades [14]. Explorar las carac-

teŕısticas de una de dichas posibilidades de implementación, los puntos cuánticos

semiconductores, es el objetivo de esta tesis.

La naturaleza cuántica de los electrones confinados en puntos cuánticos semicon-

ductores, regiones del orden de las decenas de nanómetros, puede ser aprovechada

para el procesamiento de información cuántica. Para procesar dicha información es

necesario definir cuales serán los estados del qubit 1 y como se podrá operar sobre

ellos. La idea de utilizar el grado de libertad de esṕın de un electrón confinado en un

punto cuántico para el almacenamiento de información fue propuesta por primera vez

en 1997 por Daniel Losss y David DiVicenzo [17]. Estos autores propusieron que cada

punto cuántico seŕıa un qubit y las operaciones se llevaŕıan a cabo controlando la

intensidad de la barrera que separa dos qubits vecinos. Ellos demostraron como, me-

diante la aplicación campos eléctricos externos, seŕıa posible controlar la interacción

entre los espines electrónicos para producir un conjunto universal de operaciones lógi-

cas [17]. Otra manera de codificar los estados de un qubit utilizando puntos cuánticos

1El qubit es el análogo cuántico del bit clásico en el cual la información se almacena dos estados

posibles: 0 o 1.
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consiste en considerar un electrón atrapado en un doble pozo de potencial. En este

sistema, conocido como qubit de carga, los estados del qubit se definen a partir de

la localización del electrón en cada uno de los pozos [18]. Las operaciones se real-

izan mediante la aplicación de campos láser pulsados o por medio de pulsos eléctricos

generados excitando electrodos locales [19–21].

Desde el punto de vista teórico, una gran variedad de métodos se han aplicado

para calcular propiedades de sistemas de electrones en puntos cuánticos. En vistas

a las aplicaciones mencionadas es necesario conocer la estructura electrónica del sis-

tema y su respuesta a campos externos aplicados. Mientras que la primera brinda

información sobre los estados del qubit, la segunda, caracteriza la forma en la que

ese qubit opera. Los métodos para calcular la estructura electrónica, en su mayoŕıa,

pueden clasificarse en métodos de diagonalización y métodos de campo medio [22].

Los métodos de campo medio, como Hartree-Fock (HF) y la teoŕıa de la funcional den-

sidad (Density Functional Theory, DFT), en general tienen la ventaja de poder tratar

con un gran número de electrones mientras carecen de una descripción detallada de

la correlación que existe entre ellos. Por otra parte, los métodos de diagonalización,

como el de interacción de configuraciones (CI), incluyen dicha correlación pero sólo

pueden tratar con un número reducido de electrones [23].

Para poder efectuar operaciones sobre los qubits es necesario manipular la depen-

dencia temporal del sistema. Por medio de un campo eléctrico dependiente del tiempo

Murgida et all. demostraron teóricamente como un electrón puede ser transferido de

un pozo al otro en un sistema de doble pozo [24]. Si bien la estategia utilizada por los

autores permite operar sobre el qubit, no logra hacerlo en la escala de tiempo apropi-

ada para evitar uno de los principales obstáculos experimentales: la decoherencia [25].

Esencialmente la decoherencia implica la perdida de la información almacenada en

el qubit debido a las interacciones con su entorno. Incluso, tener una sola impureza

cargada podŕıa inducir decoherencia en el qubit si esta impureza es dinámica y tiene

una escala de tiempo de fluctuación comparable a la escala de tiempo de operación de

puerta [26]. La decoherencia es un fenómeno que juega un papel central en la informa-

ción cuántica y sus aplicaciones tecnológicas [27–32,128]. Debido a que este fenómeno

ocurre en peŕıodos de tiempo del orden del nanosegundo [34] la operación del qubit

debe ser realizada en tiempos del orden de los picosegundos.Hoy en d́ıa la tecnoloǵıa
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disponible permite la aplicación de campos laser pulsados en el orden del femtose-

gundo (10−15s) que son capaces de manipular el sistema en la escala apropiada [35].

Por otro lado, en las décadas pasadas se establecieron rigurosas teoŕıas para diseñar

pulsos óptimos que permitan operar al qubit llevando el sistema desde un estado a

otro [36,37].

Se sabe que la presencia de centros de impurezas tiene una gran influencia sobre

las propiedades ópticas y electrónicas de los materiales nanoestructurados. Desde el

trabajo pionero de Bastard [38] muchos autores han investigado los efectos de las

impurezas en las diferentes propiedades de los átomos y moléculas artificiales. Un

trabajo reciente [26] estudió los efectos de impurezas cargadas no intencionales en los

sistemas de puntos cuánticos dobles de dos electrones en dos dimensiones. En este

trabajo se analizaron la influencia de impurezas cargadas aleatoriamente distribuidas

sobre el acoplamiento de intercambio singulete-triplete en puntos cuánticos dobles de

dos electrones. Aunque existe un interés enorme en la aplicación de estos sistemas en

tecnoloǵıas para información cuántica, son escasos los trabajos que tratan de cuan-

tificar el efecto de impurezas en este tipo de sistemas. Su presencia afecta seriamente la

posibilidad de utilizar estos dispositivos como bits cuánticos. Aunque la distribución y

concentración de impurezas en estos sistemas resultan parámetros desconocidos, hay

algunos trabajos recientes que proponen la posibilidad de controlar experimentalmente

estos parámetros [39–41]. El dopaje con impureza en materiales semiconductores es

una tecnoloǵıa útil que ha sido explotada para controlar las propiedades ópticas y

electrónicas en diferentes nanodispositivos.

1.3. Control en sistemas cuánticos

En los últimos años ha habido un creciente interés en el control de sistemas molec-

ulares y nanodispositivos [42–44]. La función de onda de un sistema cuántico se puede

manipular a través de campos externos, tales como pulsos de láser, y por lo tanto,

se ha abierto el interrogante sobre la forma funcional que deben tener estos campos

externos para lograr transiciones predefinidas necesarias, por ejemplo, en el proce-

samiento de información cuántica [45–47]. Se han realizado varios estudios sobre el

control de dobles puntos cuánticos (DQDs) mediante tensiones de puerta y pulsos
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láser optimizados [48–50]. Además, las técnicas experimentales han incrementado la

velocidad y precisión de control mediante el diseño de la distribución espectral en

frecuencia de los pulsos y aprendizaje por realimentación [48–50].

Controlar con alta fidelidad la dinámica de los electrones en un sistema cuántico es

de suma importancia para el procesamiento de información cuántica [15]. La informa-

ción cuántica, codificada en qubits, se procesa por la acción de puertas cuánticas que

deben actuar con precisión en escalas de tiempo mucho más cortas que el tiempo de

coherencia y bajo el umbral de tolerancia a fallos [51]. Además, las limitaciones exper-

imentales y el ĺımite de velocidad cuántica (QSL, por las siglas en inglés de quantum

speed limit) [52,53] (un ĺımite fundamental impuesto por la mecánica cuántica) deter-

minan, respectivamente, las dependencias temporales posibles y el tiempo de duración

mı́nimo de las puertas cuánticas realistas. En la terminoloǵıa del control cuántico, la

acción de una puerta cuántica corresponde a diseñar la dependencia temporal de los

parámetros externos de tal manera que conduzcan al qubit de un estado inicial a un

estado final definido de antemano.

Dentro de la evolución histórica de este tema, una de las contribuciones más im-

portantes fue el desarrollo de la teoŕıa de control óptimo (Optimal Control Theory,

OCT) [54–57]. Este método resulta una herramienta eficaz para el diseño de pulsos

láser capaces de controlar los procesos cuánticos. El campo óptimo es el campo utiliza-

do para dirigir un sistema dinámico de un estado inicial a un estado objetivo deseado

minimizando la funcional de costo que generalmente penaliza a la enerǵıa (fluencia)

del pulso. Un gran esfuerzo se ha invertido en los últimos años en el desarrollo de

diferentes métodos con el fin de resolver las ecuaciones óptimas. Esquemas iterativos

monótonamente convergentes propuestas por Tannor et al. [58] y Rabitz et al. [59]

se han aplicado con éxito para el control de diferentes fenómenos cuánticos, prin-

cipalmente relacionados con procesos qúımicos [60, 61]. El análisis teórico de pulsos

electromagnéticos sobre OCT puede ser útil a fin de obtener transiciones controladas

usando pulsos a medida y para entender la forma de los pulsos obtenido en varios

experimentos. En los últimos años, la teoŕıa de control óptimo se convirtió en un área

de investigación que ha recibido cada vez más interés por parte de los investigadores

que estudian los campos emergentes dentro de la ciencia de la información cuánti-

ca [15]. Los dispositivos cuánticos modernos son sistemas en los que la función de
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onda debe ser manipulada con la mayor precisión posible, utilizando, por ejemplo,

puertas cuánticas.

Esta ingenieŕıa cuántica de alta fidelidad necesita estrategias nuevas y eficaces que

permitan una supresión óptima de las pérdidas de entorno durante gating o control

óptico. Además, la computación cuántica requiere teóricamente extremadamente alta

fidelidad en las transformaciones de estados cuánticos elementales. Control óptico de

dispositivos basados en puntos cuánticos es de fundamental interés para una amplia

gama de aplicaciones en la información cuántica. Por ejemplo, la manipulación óptica

es una alternativa con el fin de almacenar los qubits en el esṕın del electrón [63],

Hansen et. al [64] muestran que los pulsos de microondas cuidadosamente selecciona-

dos se puede utilizar para llenar un solo estado de la primera banda de excitación en

un DQD de dos electrones y que el tiempo de transición se puede disminuir mediante

un control óptimo del pulso. Heller et. al [65] muestran que la calidad de la recurrencia

periódica (quantum revival) en la evolución temporal de un pozo cuántico, se puede

restaurar casi por completo mediante el acoplamiento del sistema a un campo electro-

magnético obtenido usando la teoŕıa cuántica del control óptimo. Resulta claro que el

estudio de la dinámica cuántica de nanodispositivos y la posibilidad de controlar los

diferentes procesos en estos sistemas representan un campo de investigación impor-

tante con interesantes aplicaciones tecnológicas. La aplicación de técnicas numéricas

como OCT nos permite analizar diferentes posibilidades y escenarios con el fin de

construir y mejorar bits cuánticos basados en nanodispositivos.



CAPÍTULO 2

Metodoloǵıa

En este Caṕıtulo se presentan los métodos de la Mecánica Cuántica que se usan

para estudiar los sistemas presentados en esta tesis. En particular, se presentan los

métodos de cálculo de la estructura electrónica de sistemas con uno y dos electrones,

los métodos de solución de la ecuación de Schroedinger dependiente del tiempo y la

teoŕıa del control óptimo.

2.1. Estructura electrónica

La función de onda electrónica estudiada en esta tesis satisface la ecuación de

Schröedinger independiente del tiempo

Hψ = Eψ, (2.1)

donde el Hamiltoniano electrónico en unidades atómicas (E = ~ = m = ε = 1) es

H =
∑
i

h(ri) +
∑
i>j

v(ri, rj), (2.2)

10
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con

h(ri) = −1

2
∆i −

∑
p

Zp
|ri −Rp|

+ V (ri), v(ri, rj) =
1

|ri − rj|
(2.3)

V (r) es el potencial que será utilizado para modelar fenomenológicamente el efecto de

la restricción espacial de la función de onda, Rp es la posición del núcleo Coulombiano

de carga Zp y v(ri, rj) tiene en cuenta la repulsión entre los electrones. La función de

onda ψ es un autoestado del Hamiltoniano electrónico Ec. (2.2) que depende de las

coordenadas espaciales y del esṕın y E es la autoenerǵıa electrónica total asociada.

La ecuación de onda de la Ec. (2.1) puede obtenerse por medio de diferentes

aproximaciones y, por lo tanto, modela en movimiento de los electrones en situa-

ciones diferentes. En los sistemas de la fisica molecular, la ecuación (2.1) modela el

movimiento de los electrones alrededor de los núcleos fijos en sus posiciones de acuer-

do a la aproximación de Born-Oppenheimer [66]. En el contexto de la f́ısica del estado

sólido, la ecuación de onda (2.1) describe el movimiento de los electrones en torno a

impurezas Coulombianas en cristales infinitos o el movimiento en heteroestructuras

bidimensionales, de acuerdo a la aproximación de masa efectiva [67]. La solución de la

Ec. (2.1) es compleja y, en general, soluciones anaĺıticas solo pueden ser encontradas

en algunos sistemas monoelectrónicos simples. En las secciones siguientes introducire-

mos los métodos aproximados que se usaron en esta tesis para resolver la ecuación de

onda Ec. (2.1).

2.1.1. Aproximación de Hartree-Fock

La aproximación de Hartree-Fock o aproximación del campo medio, es un método

aproximado con el que puede tratarse el problema de muchos cuerpos dado por la

ecuación (2.1). En esta aproximación, la función de onda de multielectrónica ψe se

construye tomando el determinante de Slater de funciones de onda monoelectrónicas

(orbitales)

ψe(1, 2, . . . , N) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(1) . . . ϕ1(N)

...
. . .

...

ϕN(1) . . . ϕN(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (2.4)



Sec. 2.1. Estructura electrónica 12

donde ϕi(i) son funciones normalizadas y ortogonales entre śı, construidas como pro-

ducto de una función espacial y una función de esṕın

ϕj(i) = ϕj(ri)χj(msi), (2.5)

dadas por χi(
1
2
) =

(
1

0

)
y χi(−1

2
) =

(
0

1

)
.

El valor esperado del Hamiltoniano Ĥe en el estado (2.4) es

〈Ĥe〉 =
∑
i

∫
d3r

[
−1

2
∇2ϕi(r)−

∑
p

Zp
|r−Rp|

|ϕi(r)|2 + V (r)

]

+
1

2

∑
ij

∫
d3r d3r′

1

|r− r′|
|ϕi(r)|2|ϕj(r′)|2

−1

2

∑
ij

δmsimsj

∫
d3r d3r′

1

|r− r′|
ϕ∗i (r)ϕ∗i (r

′)ϕ∗j(r)ϕ∗j(r
′). (2.6)

Los orbitales espaciales, se construyen mediante el principio variacional de Ritz, donde

la condición de normalización se introduce mediante los multiplicadores de Lagrange

εi. Es aśı que los orbitales espaciales deben minimizar la cantidad

〈H̃e〉 = 〈Ĥe〉 −
∑
i

εi

(∫
d3r |ϕi(r)|2 − 1

)
. (2.7)

Tomando la derivada funcional de la ecuación (2.7) la condición estacionaria se cumple

si

h(r)ϕi(r) +

∫
d3r′

1

|r− r′|
∑
j

ϕ∗j(r
′)
[
ϕj(r

′)ϕi(r)− ϕj(r)ϕi(r
′)δmi,mj

]
= εi ϕi(r), (2.8)

con i = 1, 2, . . . ,M ; estas ecuaciones integro-diferenciales se conocen como ecuaciones

de Hartree-Fock. Puede demostrarse multiplicando la ecuación (2.8) a izquierda por ϕ∗i

e integrando, que −εi es la enerǵıa necesaria para extraer una part́ıcula del estado ϕi,

bajo la suposición de que los otros orbitales permanecen inalterados. Esta afirmación

constituye el teorema de Koopmans y los multiplicadores de Lagrange εi son las

enerǵıas orbitales.



Sec. 2.1. Estructura electrónica 13

La enerǵıa total en función de las enerǵıas orbitales, usando (2.6) y (2.8), queda de

la forma

Ee ≡ 〈H̃e〉 =
M∑
i=1

εi −
1

2

∑
ij

∫
d3r d3r′

1

|r− r′|
|ϕi(r)|2|ϕj(r′)|2 (2.9)

+
1

2

∑
ij

δmsimsj

∫
d3r d3r′

1

|r− r′|
ϕ∗i (r)ϕ∗i (r

′)ϕ∗j(r)ϕ∗j(r
′).

Las ecuaciones de Hartree-Fock pueden escribirse en forma de problema de autovalores

F̂ ϕi = εi ϕi, (2.10)

definiendo el operador de Fock F̂ ,

F̂ = h(r) +
∑
j

Jj(r)−
∑
j

Kj(r), (2.11)

que se construye a partir de los operadores de Coulomb J y de intercambio K

Jj =

∫
d3r′

1

|r− r′|
|ϕj(r′)|2 (2.12)

Kj =

∫
d3r′

1

|r− r′|
ϕ∗j(r

′)Pij ϕj(r′). (2.13)

El operador Pij actúa sobre el orbitales a su derecha permutando las coordenadas de

los electrones i y j,

Pij ϕj(r′)ϕi(r) = ϕi(r
′)ϕj(r). (2.14)

Sea {φi(r)} un conjunto de K funciones conocidas que forman una base. Los orbitales

espaciales en esta base tienen el desarrollo

ϕi =
K∑
j=1

Cij φj. (2.15)

Si el conjunto {φi(r)} fuera completo la expansión seŕıa exacta. Computacionalmente,

sin embargo, el desarrollo consiste en un número K finito de elementos. Si se sustituye

el desarrollo (2.15) en la ec. (2.10), se obtiene

F̂
∑
j

Cij φj = εi
∑
j

Cij φj. (2.16)
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Multiplicando la ecuación anterior a izquierda por φ∗i y luego integrando, las ecua-

ciones integro-diferenciales (2.10) se transforman en la ecuación matricial

FC = SCε (2.17)

donde F y S son las matrices de Fock y de solapamiento respectivamente. Estas

matrices están definidas por sus elementos:

Fij =

∫
d3rφ∗i (r)F̂ (r)φj(r) Sij =

∫
d3rφ∗i (r)φj(r). (2.18)

C es la matriz de los coeficientes {Cij} y ε la de enerǵıas orbitales εij = εi δij. El

conjunto de ecuaciones matriciales (2.17), se conoce como ecuaciones de Roothaan.

Como la matriz de Fock depende de los coeficientes, F(C), las ecuaciones de

Roothaan son ecuaciones no lineales y deben ser resueltas autoconsistentemente. Este

procedimiento consiste en suponer valores iniciales para los coeficientes de (2.15), con

los cuales se obtienen funciones ϕ1, ϕ2, , . . . , ϕM . Luego se calcula la matriz de Fock F

y se resuelve (2.17). Con los nuevos coeficientes, se calcula nuevamente F y aśı sucesi-

vamente hasta que las magnitudes calculadas tengan, entre iteraciones consecutivas,

variaciones menores que una tolerancia prefijada.

El conjunto de base {φi(r)} generalmente no es ortogonal, y por lo tanto, la matriz

de solapamiento no es la identidad. Cuando esto ocurre, el primer paso del proceso

autoconsistente no conduce a una ecuación matricial de autovalores. Para transformar

las ecuaciones de Roothaan (2.17) en un problema convencional de autovalores se elige

una nueva base formada por K combinaciones lineales de las funciones φi ortogonales

entre si

φ′i =
∑
j

Xijφj 〈φ′i | φ′j〉 = δij. (2.19)

La condición de ortogonalidad (2.19) puede escribirse matricialmente

X†SX = I, (2.20)

donde la matriz de la transformación X está formada por los coeficientes Xij.

Hay dos formas usadas comúnmente de construir la matriz X a partir de la matriz de

solapamiento:

i) la ortogonalización simétrica, donde la matriz de transformación es

X = S−1/2 = Us−1/2U† (2.21)
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con U la matriz que diagonaliza a la matriz de solapamiento, U†SU = s;

ii) la ortogonalización canónica cuya matriz es

X = Us−1/2. (2.22)

Finalmente para eliminar la matriz de solapamiento expĺıcitamente de las ecuaciones,

se propone una nueva matriz de coeficientes C′,

C = X−1C′. (2.23)

Sustituyendo (2.23) en las ecuaciones de Roothaan

FX−1C′ = SX−1C′ε (2.24)

y multiplicando a izquierda por X† se obtienen las ecuaciones de Roothaan transfor-

madas

F′C′ = C′ε, (2.25)

con F′ = X†FX−1. Esta ecuación matricial puede resolverse con los procedimientos

usuales de cálculo de autovalores y autovectores.

Finalmente se calculan los coeficientes C ′ij y las enerǵıas orbitales εi resolviendo

autoconsistentemente la ecuación (2.25); se inicializan los coeficientes C ′ij y se calcula

la matriz F′, luego se resuelve el problema de autovalores y se determinan las enerǵıas

orbitales εi y los coeficientes C′. Con estos coeficientes, se calcula nuevamente la matriz

F′, y se repite el procedimiento hasta lograr la convergencia de las soluciones. Con

los coeficientes C ′ij convergidos se calculan mediante (2.23) los coeficientes Cij de los

desarrollos (2.15). Estos desarrollos son los orbitales monoelectrónicos que minimizan

la enerǵıa (2.8) exactos dentro del subespacio del espacio de Hilbert expandido por el

conjunto {φi(r)}. Con estos orbitales puede calcularse la función de onda del sistema

(2.4) y la enerǵıa electrónica total (2.10).

2.1.2. Interacción de configuraciones

Dado un determinado conjunto base de M funciones monoelectrónicas es posible

construir una función de N part́ıculas dada por un determinante de Slater en el cual
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N de los M orbitales de la base están ocupados. Con M de estos orbitales se po-

dŕıan armar M !/N !(M − N)! determinantes de Slater distintos para diagonalizar el

problema de N part́ıculas. Esta diagonalización del Hamiltoniano electrónico de la

Ec. (2.2) en la base de los determinantes de Slater aśı construidos se conoce como

el método de interacción de configuraciones (Configuration Interaction, CI). Respec-

to del método de Hartree-Fock esta metodoloǵıa tiene la ventaja de considerar la

correlación electrónica. Sin embargo, los cálculos de CI resultan mucho más costoso

computacionalmente que los cálculo HF para el mismo sistema.

Para los sistemas de dos electrones estudiados en esta tesis el método CI es, para

todos los fines prácticos, exacto. Dado que el Hamiltoniano de la Ec. (2.2) no depende

del esṕın electrónico, sus autoestados pueden ser factorizados como un producto de

parte espacial y de esṕın

Ψi(r1, r2,ms1 ,ms2) = ΨS
i (r1, r2)χS,M , (2.26)

donde S = 0, 1 para estados singulete y triplete, respectivamente, y M = ms1 + ms2

es la proyección total de esṕın. La parte espacial se obtiene del cálculo de interacción

configuraciones, como

ΨS
m(r1, r2) =

Nconf∑
n=1

cSmnΦS
n(r1, r2) (2.27)

donde Nconf es el número de configuraciones bielectrónicas singulete (S = 0) o triplete

(S = 1) ΦS
n(r1, r2) considerado, y n = (i, j) es una etiqueta de configuración obtenida

de los ı́ndices i y j de una base monoelectrónica, por ejemplo,

ΦS
n(r1, r2) =

1√
2

[φi(r1)φj(r2) + (1− 2S)φj(r1)φi(r2)] (2.28)

para i 6= j, y ΦS=0
n (r1, r2) = φi(r1)φi(r2) para estados singulete doblemente ocupados.

En esta tesis usamos CI para estudiar las propiedades de sistemas de dos electrones

en dobles puntos cuánticos y en ausencia de campos magnéticos. Para estos sistemas

el estado fundamental posee siempre simetŕıa singulete [68] y el espectro de enerǵıas

se construye por la diagonalización del Hamiltoniano electrónico en los subespacio

singulete y triplete por separado [69].

No existen restricciones sobre el conjunto de base monoelectrónico que se debe

usar para construir la base para sistemas de muchas part́ıculas. Como conjunto de
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funciones pueden tomarse los orbitales de HF, orbitales que diagonalizan el problema

monoelectrónico o cualquier otro conjunto de funciones arbitrario. Cuando los or-

bitales monoelectrónicos no satisfacen la condición de ortogonalidad, el problema de

autovalores de la Ec. (2.1) depende de la matriz de solapamiento como se discutió para

la matriz de Fock en la Ec. (2.16). Cuando ese es el caso, antes de resolver el problema

de autovalores es necesario reescribirlo por una de las dos clases de transformaciones

(simétrica o canónica) presentadas en la sección anterior.

El tamaño de las representación matricial del operador Hamiltoniano crece como el

factorial del número de funciones monoelectrónicas que se deseen incluir y frecuente-

mente, aún para conjuntos de base chicos, se llegan a construir representaciones ma-

triciales de gran tamaño llamadas matrices monstruos cuya diagonalización requiere

de técnicas especiales [70]. Además, el elevado número de operaciones necesarias para

el cálculo de los autovalores en un problema de CI puede requerir aritmética de multi-

ple precisión tal como, por ejemplo, la que se encuentra implementada en las libreŕıas

GMP de precisión arbitraria.

2.1.3. El conjunto de funciones de base

En esta tesis utilizaremos un conjunto de funciones de base de Gausianas carte-

sianas

φ
(i)
l = N xmi y

n
i z

p
i e
−α(i)

l |r−Ri|2 , (2.29)

donde N es la contante de normalización y ` = m+n+p es el momento angular de la

función. Usando la notación espectroscópica s, p, d, f, . . . para l = 0, 1, 2, . . . , la base

esta compuesta por {
φ
(i)
l

}
=
{
φ(i)
s , φ

(i)
px , φ

(i)
py , φ

(i)
pz , φ

(i)
dxx
, φ

(i)
dxy
, . . .

}
. (2.30)

Las propiedad clave de este conjunto de funciones de base es que permite obtener

expresiones anaĺıticas de las integrales de uno y de dos cuerpos del Hamiltoniano Ec.

(2.2). Las expresiones y los esquemas de recurrencia para las integrales moleculares en

tres dimensiones pueden verse en la referencia [66]. Para estudiar sistemas bidimen-

sionales con este conjunto de funciones de base se desarrollaron nuevas ecuaciones de
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recurrencia para sus análogos en dos dimensiones. Para los operadores de un cuer-

po, la obtención de estas ecuaciones es directa. Las relaciones de recurrencia de las

integrales bielectrónicas resultan más complejas y se presentan en el Apéndice A.

2.2. Sistemas dependientes del tiempo

Hasta aqúı supusimos que los potenciales en la Ec. (2.3) son independientes del

tiempo y la enerǵıa era una constante del movimiento. Sin embargo, cuando el sistema

interactúa con campos externos dependientes del tiempo, como pueden ser campos

electromagnéticos o voltajes de puerta aplicados, la enerǵıa ya no es constante y la

dinámica de los electrones está gobernada por la Ecuación de Shröedinger dependi-

ente del tiempo. En esta sección se presentan los métodos numéricos utilizados para

estudiar la dinámica del sistema cuando el Hamiltoniano depende del tiempo.

2.2.1. Resolución de la ecuación de Schrödinger dependi-

ente del tiempo

Nuestro objetivo es controlar el vector de estado del sistema |Ψ(t)〉 variando los

parámetros externos con el tiempo que supondremos por simplicidad están resumidos

en el término V̂ (t) del Hamiltoniano dependiente del tiempo Ĥ(t) = Ĥ0 + V̂ (t). Para

una dada función V (t), la evolución del vector de estado |Ψ(t)〉 esta gobernada por

la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo (Time Dependent Schrödinger

Equations, TDSE)

i
∂|Ψ(t)〉
∂t

= Ĥ(t)|Ψ(t)〉 (2.31)

donde Ĥ(t) depende del tiempo a través de V (t).

El vector de estado puede ser expandido en cualquier conjunto de autovectores

del espacio de Hilbert, en particular, en la aśı llamada base diabática que es la base

estacionaria del sistema, que involucra los autovectores de la parte independiente del

tiempo del Hamiltoniano Ĥ0,

Ĥ0|ΦD
i 〉 = εDi |ΦD

i 〉, (2.32)
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La expansión del vector de estado en la base diabática es

|Ψ(t)〉 =
∑
i

Di(t)e
−ıεDi t|ΦD

i 〉, (2.33)

y la dinámica está gobernada por la evolución de los coeficientes de la expansión Di(t),

Ḋi(t) = −ı
∑
j

Dj(t)e
−ı(εDj −εDi )tVij(t), (2.34)

donde Vij(t) = 〈ΦD
i |V̂ (t)|ΦD

j 〉.
Otro conjunto de base posible, que facilita la discusión de los sistemas cuánticos

que evolucionan en el tiempo, es la base adiabática hecha de los autoestados del

Hamiltoniano instantáneo,

Ĥ(t)|ΦA
i (t)〉 = εAi (t)|ΦA

i (t)〉, (2.35)

donde los autoenerǵıas εAi (t) y los autoestados |ΦA
i (t)〉 son las autoenerǵıas y au-

tovectores instantaneos del Hamiltoniano al tiempo t, es decir, para una dada V (t).

La expansión del vector de estado en la base adiabática,

|Ψ(t)〉 =
∑
i

Ai(t)|ΦA(t)〉, (2.36)

conduce a la siguiente ecuación para los coeficientes de la expansión Ai(t)

Ȧj(t) = −ı
∑
ikk′

[
R−1jk Hkk′Rk′i − ıR−1jk Ṙki

]
Ai(t), (2.37)

donde Hij = 〈ΦA
i (t)|Ĥ(t)|ΦA

j (t)〉, Rij conecta los coeficientes de la superposición del

vector de estado (2.33) y (2.36)

Di(t) =
∑
j

Rij(t)Aj(t), (2.38)

y R−1ij (t) es la matriz de la transformación diabatica-adiabatica

|ΦA
i (t)〉 =

∑
j

R−1ij (t)|ΦD
j 〉. (2.39)

El sistema de ecuaciones diferenciales para los coeficientes Di(t) y Ai(t), dado por las

ecuaciones (2.34) y (2.37), se resuelve numéricamente con el método de Runge-Kutta

de cuarto orden [71]. Las matrices R−1 y R dependen en el tiempo a través de la

función V (t), y por lo tanto, deben estar disponibles para el algoritmo de integración

en un tiempo arbitrario.
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2.2.2. Teoŕıa del control óptimo

Si asumimos que el sistema está inicialmente, a t = 0, en el estado |ΦI〉, la tarea

clave de la teoŕıa del control óptimo es determinar la función V (t) que, despues de

un tiempo T , haga evolucionar el estado del sistema hacia un estado final predefinido

|ΦF 〉. Para este propósito, se construye una funcional de costo J que posteriormente

será maximizada:

J [Ψ, χ, V, V ] = J1[Ψ] + J2[V ] + J3[Ψ, χ, V ]. (2.40)

El primer término de la funcional, J1[Ψ] = |〈Ψ(T )|ΦF 〉|2 tiene en cuenta el requer-

imiento del estado final predefinido a través de la proyección del vector de estado a

tiempo T sobre el estado blanco |ΦF 〉. Esta cantidad es usualmente designada como

el yield y sirve como medida de la calidad de la transición. La segunda funcional

J2[V ] = −α
[

1

T

∫ T

0

dt V 2(t)/s(t)− f
]
, (2.41)

restringe la fluencia total f de la función V (t). Aqúı α es un multiplicador de Lagrange

independiente del tiempo, y s(t) sirve como una función envolvente para el campo que

evita las discontinuidades en su encendido y apagado. En esta tesis usamos una función

envolvente de la forma [72]

s(t) =
1

2

{
erf

[
a

T

(
t− T

b

)]
+ erf

[
−a
T

(
t− T +

T

b

)]}
. (2.42)

El requerimiento de que la función de onda tenga que satisfacer la TDSE, formulada

en forma integral, es expresada en término del multiplicador de Lagrange dependiente

del tiempo χ(t) por la tercer funcional.

J3[Ψ, χ, V ] = −2 Im

∫ T

0

dt 〈χ(t)|(i∂t − Ĥ(t))|Ψ(t)〉. (2.43)

Las ecuaciones de control a resolver para nuestro problema se obtienen haciendo

cero las variaciones de la funcional total, δJ = 0, estas resultan

i∂t|Ψ(t)〉 = Ĥ(V, t)|Ψ(t)〉, |Ψ(0)〉 = |ΦI〉, (2.44)

i∂t|χ(t)〉 = Ĥ(V, t)|χ(t)〉, |χ(T )〉 = |ΦF 〉, (2.45)

V (t) = − 1

α
Im〈χ(t)|V (t)|Ψ(t)〉, . (2.46)
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Para resolver el sistema anterior de ecuaciones diferenciales lineales acopladas usamos

el algoritmo iterativo propuesto por Werschnik y Gross [73]. Este algoritmo nos per-

mite introducir restricciones experimentales, en particular, la frecuencia de filtro ωc

definida como la máxima frecuencia permitida en el pulso optimizado.



CAPÍTULO 3

Respuesta Eléctrica y Magnética de Átomos

Confinados

En este caṕıtulo estudiamos cómo el confinamiento y el potencial de Coulomb

nuclear compiten para determinar la estructura electrónica de un átomo confinado,

y cómo las propiedades eléctricas y magnéticas son modificadas por la ruptura de la

simetŕıa esférica cuando se lleva el átomo fuera del centro del pozo de confinamiento.

En particular, se analizamos el efecto sobre la polarizabilidad atómica y el apan-

tallamiento magnético nuclear. El primero es una magnitud que describe globalmente

la respuesta de la molécula a la aplicación de un campo eléctrico, mientras que el se-

gundo da una medida del efecto de apantallamiento de los electrones sobre el campo

magnético aplicado a un núcleo magnético. Puesto que esta propiedad es muy sensible

al medio ambiente del núcleo, resulta adecuada para estudiar el efecto del potencial

de confinamiento.

22
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3.1. Introducción

Numerosos métodos se han utilizado para calcular las funciones de onda y los

valores propios de la enerǵıa de un electrón confinado [5, 12, 74–81] y de átomos de

dos electrones [82–93]; Por el contrario, los sistemas de muchos electrones han sido

menos estudiados [94–98]. Se han propuesto diversos potenciales fenomenológicos para

modelar el confinamiento. La función de onda del átomo de hidrógeno encerrado por

una caja esférica impenetrable ha sido tratada por varios métodos [74–78] tanto con el

átomo en el centro y fuera del centro de potencial. Los sistemas de dos electrones, se

han estudiado mediante el uso de los potenciales de confinamiento representados por

cajas esféricas y elipsoidales impenetrables [86–88, 91, 93], [82–84], pozos Gaussianos

[85,89,90,92,93] y pozos de potencial de capa [81,99–101].

La mayoŕıa de los trabajos suponen la situación de simetŕıa esférica con el áto-

mo de encapsulado en el centro de la potencial de confinamiento, lo que representa

cualitativamente, de una manera fenomenológica, las propiedades de los átomos en

cavidades, aśı como las de los átomos de gas noble en fullerenos endohedricos. Sin

embargo, los iones de los metales alcalinos son conocidos por localizarse en posiciones

de equilibrio fuera del centro en la formación de complejos endohedricos. La ruptura

de la simetŕıa esférica se ha atribuido a la transferencia de carga entre el átomo en-

capsulado y la jaula huésped. El cambio en la posición de equilibrio da lugar a la

redistribución de las intensidades del oscilador [11], las oscilaciones de confinamiento

en la sección transversal de foto-ionización [81] o modificaciones en la dinámica de

roto-vibracional del complejo [94]. Como otro ejemplo, los cristales semiconductores

de tamaño nanométrico dopados se pueden modelar como un sistema de electrones

confinados en un potencial esférico, cada centro de impureza donante está representa-

do por un átomo de hidrogenoide. Sin embargo, experimentalmente, tales impurezas

dopantes pueden ser depositadas por el crecimiento epitaxial en posiciones que van

desde el centro a la superficie de la nanopart́ıcula. La posición del átomo afecta a

propiedades tales como su enerǵıa de enlace y los espectros ópticos de absorción cal-

culado [38]. Una serie de trabajos teóricos han considerado átomos descentrados que

son tratables por métodos de teoŕıa de perturbaciones cuando este desplazamiento

del centro representa una ligera modificación de la simetŕıa esférica [81,101]. En este
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caṕıtulo se estudia el efecto sobre la respuesta eléctrica y magnética de la variación

de la posición del átomo confinado en un amplio intervalo. El uso de un potencial

penetrable permite variar la ubicación del átomo desde el centro hasta grandes de-

splazamientos fuera del centro e incluso considerar el átomo fuera del pozo. Cuando

el átomo se encuentra en el centro, el potencial Coulombiano y el de confinamiento

se refuerzan mutuamente; por el contrario, cuando el átomo está fuera de centro, los

potenciales compiten entre śı y la estructura electrónica depende de sus intensidades

relativas, de forma análoga a los dos potenciales de Coulomb en una molécula diatómi-

ca. La utilización de los métodos de cálculo de estructura y propiedades electrónica,

bien conocidos en la qúımica cuántica, es impulsado por esta analoǵıa.

3.2. Método de Cálculo

3.2.1. Hamiltoniano y Conjunto de Base

El Hamiltoniano electrónico para un sistema de dos electrones, Ec (2.2), es

H(r1, r2) = h(r1) + h(r2) +
1

r12
, (3.1)

con

h(ri) = −1

2
∇2
i −

Z

|ri −D|
+ V (ri), (3.2)

donde Z es la carga del electrón ubicado en D y V (r) es el potencial de confinamiento

que modelaremos con un pozo Gaussiano

V (ri) = −V0 exp(−λr2i ) = −V0 exp(−r2i /R2
c), (3.3)

centrado en el origen de coordenadas. El Hamiltoniano (3.1) describe dos electrones

sometidos a dos potenciales atractivos (el potencial Coulombiano y de confinamien-

to) centrados en dos posiciones (r = 0 y r = D). Por lo tanto, el sistema puede

ser visto como una “molécula” formada entre el núcleo y el centro del potencial de

confinamiento Gausiano. Por lo tanto, un tratamiento molecular basado en el método

de Hartree-Fock, en su forma de matŕız de Roothan, será empleado en este caṕıtulo

para el cálculo de sus niveles de enerǵıa.
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Para la descripción de los estados ligados de un electrón en el potencial de con-

finamiento, el operador Hamiltoniano se representa en un conjunto de funciones de

base de Gaussianas Cartesianas, Ec. (2.29), formado por un conjunto de base cc-pVTZ

centrada en el átomo, y una base 4s4p4d centrada en el punto cuántico. El criterio

para generar conjuntos de funciones de base apropiados para el problema monoelec-

trónico de un electrón en un pozo atractivo Gaussiano fue dado en la referencia [98].

Los exponentes αi son los mismos para cada bloque de momento angular; ellos siguen

un criterio equiponderado, α(i+1) = α(i)/2, comenzando desde el exponente óptimo

variacional, α(0), que minimiza el valor esperado

E(α) =
3

2
α− V0

(
2α

λ+ 2α

)3/2

(3.4)

del Hamiltoniano de un electrón en el potencial de confinamiento para un orbital

Gaussiano de prueba tipo s.

3.2.2. Respuesta Eléctrica y Magnética

La introducción de un campo eléctrico externo uniforme F induce un momento

dipolar eléctrico d que, en el ĺımite de campo pequeño, es proporcional a F, es decir,

d = α · F, (3.5)

donde α es el tensor de polarizabilidad eléctrica del sistema. Teniendo en cuenta que

la contribución del dipolo inducido a la enerǵıa es E = −d · F, las componentes del

tensor de polarizabilidad αij pueden ser expresadas

αij = − ∂E

∂Fi∂Fj

∣∣∣∣
F=0

. (3.6)

Cuando el átomo está ubicado fuera del centro del pozo de potencial, α tiene dos

componentes independientes, a saber, a lo largo del vector desplazamiento D=(D,0,0)

(α‖ = αxx) y transversal a este (α⊥ = αyy = αzz). Desde el punto de vista computa-

cional, la polarizabilidad estática puede ser calculada perturbativamente mediante el

método del propagador de polarización [102],

αij = 〈〈xi;xj〉〉ω=0, (3.7)
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la que provee una medida de la respuesta del sistema electrónico a un canmpo eléctrico

aplicado.

Otra propiedad de interés es el tensor de apantallamiento magnético nuclear σ.

Este es un parámetro importante para la espectroscopia de resonancia magnética

nuclear (NMR). Este parámetro se define por la contribución a la enerǵıa de la inter-

acción de un campo magnético aplicado B y un isótopo magnético de un núcleo N,

cuyo momento dipolar magnético nuclear permanente se simboliza con µN . Entonces,

EN = −µN · (1 − σ) · B, da la corrección a la enerǵıa de un dipolo en un campo

magnético debido al apantallamiento de los electrones. Desde el punto de vista teóri-

co, el efecto en los electrones proviene de dos fuentes magnéticas, a saber, el campo

uniforme externo y el generado por el momento dipolar, es decir,

A = AB + AN =
1

2
B× r +

1

c2
γNIN × rN

r3N
, (3.8)

donde rN = r−D es el vector posición referido a la posición del núcleo, µN = γN~IN

es el momento dipolar magnético permanente debido al esṕın nuclear IN, γN es la

razón giromagnética del isótopo, y c es la velocidad de la luz cuyo valor, en unidades

atómicas, es la inversa de la constante de estructura fina. El potencial vector AB

depende del origen del sistema de coordenadas elegido, que corresponde a la elección

del gauge. Introduciendo el potencial vector en el Hamiltoniano por la sustitución

p→ p−A, se obtienen los términos del tensor d́ıa y paramagnetico σ,

σij = σdij + σpij =
1

2c2

(
δij〈

1

r
〉 − 〈xixj

r3
〉
)

+
1

2c2

∑
n

〈0|`Ni/r3N |n〉〈n|`j|0〉
E

(0)
0 − E

(0)
n

, (3.9)

donde σd está calculado como un valor esperado en el estado fundamental, mientras

σp se obtiene de teoŕıa de perturbaciones de segundo orden; los operadores `Ni y

`j son las componentes del momento angular ` centrado alrededor del núcleo y del

origen de coordenadas, respectivamente, y E
(0)
0 y E

(0)
n son las enerǵıa de dos electrones

no perturbadas. Nosotros calculamos σp dentro de la aproximación del propagador

de polarización, en la aproximación de la fase aleatoria (RPA), con las enerǵıas de

dos electrones de Hartree-Fock y funciones de onda [102]. El tensor paramagnético

σp se anula idénticamente para sistemas esféricamente simétricos, al igual que su

componente paralela σp para sistemas con simetŕıa axial.
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3.3. Cálculos y Resultados

En primer lugar, la precisión del método y la completitud de los conjuntos de base

fueron validados mediante el cálculo de los niveles de enerǵıa del átomo de He confi-

nado en el centro de un potencial de Gaussiano, que tiene profundidades V0 = 25, 50

y 100 au y radios de RC = 1, . . . , 100 au, tratados en la referencia [93]. El umbral de

convergencia de la enerǵıa total se fijó en 10−8 au como en los cálculos moleculares

t́ıpicos. Los conjuntos de base utilizados proporcionan una precisión de unos 0.001

au para las enerǵıas de una part́ıcula en el pozo Gaussiano [98]. La diferencia entre

los valores de las enerǵıas de alta precisión de Ref. [93] y los de Hartree-Fock no

restringido (UHF) dan t́ıpicamente −0, 04 au para todos los radios y profundidades

posibles. Cálculos de interacción de configuraciones, incluyendo excitaciones simples

y dobles del estado fundamental de Hartree-Fock, para RC = 3 a.u., dan enerǵıas

de correlación -0,038, -0,038 y -0,037 para V0 = 25, 50 y 100 au, respectivamente,

mostrando de esta manera que los cálculos de UHF, aún estando lejos de los méto-

dos computacionalmente exigentes como el de interacción de configuraciones, pueden

proporcionar enerǵıas muy precisas que son correctas hasta aproximadamente 0,04

au.

Los casos de prueba tratados anteriormente corresponden al régimen de confi-

namiento fuerte donde el potencial de confinamiento domina al potencial de Coulomb,

que, por lo tanto, puede ser considerado como una perturbación. Estudiamos ahora

una situación en la que la influencia del potencial Gaussiano se vuelve comparable

a la del núcleo. Elegimos un pozo de potencial que tiene una profundidad V0 = 6,5

au y un radio RC = 2 Au, cuyo estado fundamental de dos electrones tiene una

enerǵıa similar a la de Li +; es decir, los dos electrones en este potencial tienen aprox-

imadamente la misma enerǵıa total que los dos electrones en litio ionizado. Por lo

tanto, para la serie isoelectrónica de He, Li+ y Be++ confinados, la atracción nuclear

Coulombiana del núcleo se vuelve más débil, comparable y más fuerte que la del po-

tencial de confinamiento, respectivamente. La competencia entre el potencial de pozo

y el Coulombiano se puede ver en la Fig. 3.1 donde se grafican los orbitales UHF a

lo largo del eje (tomado como eje x) entre el núcleo y el centro de potencial como

una función de su separación D. En la Figura se pueden ver distintas instantáneas
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del estiramiento adiabático de la carga electrónica cuando el átomo se aleja del cen-

tro del pozo. También hemos calculado la función de onda de los iones de hidrógeno

con carga negativa de H−, aunque no se muestran aqúı ya que su comportamiento es

cualitativamente similar al átomo de He.
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Figura 3.1: Orbitales de Hartree Fock no restringido a lo largo del eje que une el átomo

y el centro de la potencial para distintas separaciones (D = 0,0, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0

y 4.0 a.u.), para He, Li+ y Be++. Las ĺıneas roja y azul corresponden a los orbitales

esṕın up y esṕın down, respectivamente. Para He y Be++ ambos esṕın orbitales están

superpuestos formando una capa cerrada junto con la solución restringida.
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Cuando el átomo se encuentra centrado en el origen, los orbitales de los tres

sistemas exhiben una cúspide con una anchura que disminuye en el orden creciente

de carga nuclear Z = 2, 3, 4. Es decir, en el régimen centrado, tanto el potencial

Coulombiano y el pozo de potencial se refuerzan entre śı y los electrones se ligan más

fuertemente al centro común; cuanto mayor es la carga nuclear, más atráıdos son los

electrones y menor es el “radio del átomo”. A medida que el núcleo se aleja del centro

del pozo aparecen algunas diferencias. La situación representada en la tercera curva

de cada panel, que corresponde a D = 1,0 a.u., todav́ıa muestra una función de onda

tipo cúspide, pero con una asimetŕıa dada por el He, un poco menos por el Li+ y casi

inobservable para Be++. Para D = 1,5 a.u. tal asimetŕıa crece provocando una fuerte

deformación en la densidad electrónica del He de tal manera que, en D = 2,0 a.u.,

dos picos se hacen visibles, uno centrado en el pozo y otro en el núcleo; su naturaleza

también es clara: el orbital es una superposición de un orbital Gaussiano centrado

en el pozo y un orbital de cúspide centrado en el núcleo. Se parece a la función de

onda del estado fundamental de la unión de una molécula heteronuclear. Un posterior

“estiramiento” (D = 2,5 a.u.) produce un crecimiento de la densidad en el pozo a

expensas de la disminución en el núcleo. Por último, en D ≥ 3,0 au, la densidad se

encuentra sólo en el pozo y el núcleo de He se separa de sus electrones.

El panorama descrito anteriormente está en marcado contraste con los casos de

Li+ y Be++; cuando el núcleo de Li sale del pozo (D > 2 a.u.) el orbital muestra

una protuberancia en el centro del pozo que crece a medida que el núcleo se aleja

y, finalmente, se deriva en una situación en la que hay una probabilidad no nula

de encontrar un electrón tanto en el pozo y el ion de litio. Por otra parte, la carga

electrónica se adjunta al ion de berilio cuando se aleja del pozo, revelando aśı que el

pozo Gaussiano representa sólo una ligera perturbación y que la estructura electrónica

está dominado por el potencial de Coulomb.

Discutiremos ahora cómo las estructuras electrónicas calculadas afectan los resul-

tados de los cálculos de RPA de la polarizabilidad α (que se muestra en la Fig. 3.2)

y de los tensores de apantallamiento magnético nuclear (que se muestran en la Fig.

3.3) σ(A) = σp(A) + σd(A), para A = H −, He, Li+ y Be++, como una función de la

distancia D entre el átomo y el centro del pozo. El eje determinado por los núcleos

y el centro del pozo, nos permite analizar la dependencia con D de las componentes
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paralela y perpendicular del tensor. Debido a la simetŕıa esférica, tanto α como σp(A)

son iguales a cero cuando el átomo se encuentra en el centro (D = 0). Cuando el

átomo se desplaza desde el centro, tanto las componentes paralelas y perpendiculares

de α, σp, σd asumen valores no nulos excepto para σp‖ que es cero debido a la simetŕıa

axial. Los tensores de apantallamiento magnético nuclear se calcularon con el origen

de gauge en la posición de núcleo, como es habitual en los cálculos moleculares, pero

no hemos realizado ningún intento sistemático del estudio de su dependencia con este

parámetro.

Figura 3.2: Componentes paralela (panel izquierdo) y perpendicular (panel derecho)

de la polarizabilidad estática del anión H−, el átomo de He, y los cationes de Li+

y Be++, como una función de la distancia al centro del potencial de confinamiento,

D. Todas las cantidades están dadas en unidades atómicas. El recuadro muestra las

polarizabilidad del Be++ en más detalle.

La Fig. 3.2 muestra α‖(D) y α⊥(D) obtenidos de los cálculos de RPA incluyendo

también al ión isoelectronico H−. A medida que el átomo se aleja del centro del pozo,

las componentes paralelas α‖(H
−), α‖(He) y α‖(Be++) crecen desde cero, llegan a un

máximo alrededor del radio del pozo (D = 2 a.u.) y después disminuyen hasta un val-

or constante. Para valores de D pequeños, la carga se distribuye de manera asimétrica

entre los centros, induciendo aśı un momento dipolar a lo largo de la dirección lon-

gitudinal. Cuando D se aproxima y supera el radio del pozo, la carga del electrón

tiende a acumularse en un solo centro, por ejemplo, dentro del pozo (para H− y He) y

alrededor de los núcleos, para el Be++, como se puede ver en la Fig. 3.1; por lo tanto,
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los valores asintóticos para D = 4 a.u. corresponden a las polarizabilidades de un pozo

Gaussiano con dos electrones y un ión Be++, respectivamente. La polarizabilidad de

los iones de berilio confinados muestran una dependencia similar de la ubicación del

átomo pero en una escala más pequeña, como se muestra en el recuadro de la Fig. 3.2.

El ion de Li+ confinado es intermedio entre los dos casos mencionados anteriormente.

Como se muestra en la Fig. 3.1, la intensidad del pozo y del potencial de Coulomb son

comparables entre śı, y la carga se distribuye más o menos por igual entre ellos para

todas las distancias D; el momento dipolar inducido y, por lo tanto, la polarizabilidad

llega a depender linealmente con la separación D. La componente perpendicular α⊥

también aumenta de forma monótona desde cero, (es decir, su valor isotrópico) hasta

un valor constante. Sin embargo, dicha componente es menos sensible a los cambios

en la posición atómica D y se ve menos afectada por la separación entre los centros

debido a la distribución de carga en la dirección perpendicular al eje de simetŕıa.

Figura 3.3: Componente perpendicular del término paramagnético (panel izquierdo)

y diamagnético isotrópico (panel derecho) del apantallamiento magnético nuclear del

anión H−, el átomo de He, y los cationes Li+ y Be++, como una función de la distancia

al centro del potencial de confinamiento, D. Las curvas en ĺıneas de trazo represen-

tan los resultados del modelo isotrópico descripto en la Ref [103]. Los valores del

apantallamiento magnético nuclear está dados en partes por millón (ppm).

La Fig. 3.3 muestra la componente perpendicular del término paramagnético del

apantallamiento magnético nuclear σp⊥ y el valor isotrópico del apantallamiento dia-

magnético, σd = (σd‖ + 2σd⊥)/3, en función de D. Análogamente a los cálculos molec-
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ulares habituales, σp es negativo, y se anula para el confinamiento centrado debido a

la simetŕıa esférica. En cuanto D aumenta, la simetŕıa esférica se rompe y σp⊥ se hace

más negativa, hasta un mı́nimo cuando la distancia D se acerca el radio del pozo. Para

distancias más grandes, la influencia del pozo de potencial en el núcleo se debilita y,

asintóticamente, el núcleo queda libre en D → ∞. Seŕıa de esperar que la simetŕıa

esférica se restaura y σp se convierta en cero a medida que el átomo va quedando libre.

Sin embargo, esto sólo ocurre para Be++. La razón detrás de un comportamiento tal

es la siguiente: como se discutió anteriormente, en grandes separaciones, sólo el ión de

berilio conserva sus dos electrones como en el ión libre; los núcleos de H, He y Li se

encuentran completa y parcialmente separada de sus electrones, respectivamente, de

manera que, a grandes distancias, las funciones de onda son esencialmente el estado

fundamental del pozo de potencial (para el H− y el átomo de He) y la función de onda

del estado ligado (para el ion Li). Ninguno de ellos tiene la simetŕıa esférica alrede-

dor del núcleo, requerido para que los operadores den un apantallamiento nuclear

paramagnetico nulo.

El panel derecho de la Fig. 3.3 representa la constante de apantallamiento magnético

nuclear σd = (σd‖ + 2σd⊥)/3, que es positivo ya que σd‖ y σd⊥ son los valores medios en

el estado fundamental de operadores definidos positivos.

Teniendo en cuenta la isotroṕıa del tensor σd, se explica su comportamiento con un

modelo isotrópico originalmente formulado para átomos libres [103]. Dentro de este

modelo, el efecto de la interacción entre el esṕın nuclear y el campo magnético reescala

la carga nuclear a un valor efectivo Z∗ y las enerǵıas se obtienen dentro de un conjunto

base mı́nimal (en este caṕıtulo, dos funciones gaussianas de tipo s centrados en el pozo

y el núcleo). Los resultados del modelo se representan en ĺıneas discontinuas junto con

los cálculos RPA. Para H−, y He, el modelo describe bastante bien el apantallamiento

diamagnético para toda la gama de D; por σd(Li+), la descripción es bastante buena,

especialmente cuando el núcleo se encuentra en el pozo (D .2). Por último, para

Be++, el modelo describe la tendencia correcta, pero subestima el cálculo RPA, casi

de manera constante, en alrededor de 7 ppm lo que representa menos del 5 % de su

valor. Cabe señalar que el uso de una sola función gaussiana para describir el estado

fundamental da un error de aproximadamente 15 % en la enerǵıa de un átomo de

hidrógeno pero sólo alrededor del 5 % para la de un pozo Gaussiano. Por lo tanto,
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cuanto mejor la función de onda pueda ser aproximada por una función Gaussiana,

más precisa serán las propiedades calculadas. Por lo tanto, aunque los resultados del

modelo tienen errores que aumentan con Z, para los elementos livianos considerados

aqúı, la descripción f́ısica del apantallamiento diamagnético es el de un átomo en un

entorno isotrópico.

3.4. Conclusiones

En resumen, en este caṕıtulo se han reportado resultados de los cálculos de las

propiedades eléctricas y magnéticas de los átomos de dos electrones bajo confinamien-

to Gaussiano en función de la posición atómica con respecto al centro del pozo. Los

diferentes comportamientos de las propiedades de cada átomo puede ser entendida co-

mo un proceso de disociación de la molécula artificial diatómica formada entre ambos

centros. La competencia entre el pozo y el potencial de Coulomb da lugar a tres esce-

narios diferentes según si uno de ellos es dominante o ambos se vuelven comparables.

Hemos proporcionado cálculos ilustrativos de la dependencia de los componentes de

la polarizabilidad y los tensores de apantallamiento magnético nuclear con la posición

nuclear para estas tres situaciones. Para las posiciones atómicas fuera del centro, donde

el uso de los métodos anaĺıticos se vuelve muy complicado, el método de Hartree-Fock

auto-consistente, en conjunto con la aproximación RPA para el propagador de polar-

ización, proporciona una herramienta útil y versátil.



CAPÍTULO 4

Efectos de Impurezas en Puntos Cuánticos

Dobles: Modulación del Entrelazamiento

En este caṕıtulo se muestra un análisis detallado de las propiedades electrónicas

y ópticas de dos puntos cuánticos acoplados de dos electrones bidimensionales y el

efecto de una carga de Coulomb debido a la presencia de una impureza. En particular,

se muestra que el entrelazamiento de los electrones está fuertemente modulado por

la posición y la carga de la impureza. Además se muestran modificaciones de las

propiedades ópticas, caracterizadas por la intensidad de oscilador, por la presencia de

una impureza cargada con el objetivo de correlacionar las mediciones ópticas con el

grado de entrelazamiento del sistema.

4.1. Introducción

El entrelazamiento, que es uno de los fenómenos más curiosos de la mecánica

cuántica, se está estudiando en los últimos años como un recurso f́ısico que se puede

utilizar para los procesos de información cuántica como la teleportación de estados

cuánticos [104–106]. Existe la posibilidad de manipular la cantidad de entrelazamiento

35
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en una QD molécula mediante el control de los parámetros de la nanoestructura que

definen el nanodispositivo. Zunger y He [107] estudiaron el efecto de la distancia inter-

dot y la asimetŕıa en el entrelazamiento espacial de dos electrones en puntos cuánticos

acoplados. Ellos demostraron que la asimetŕıa en estos sistemas reduce significativa-

mente el grado de entrelazamiento de los dos electrones. El entrelazamiento de dos

electrones de diferentes puntos cuánticos de átomos y moléculas se han estudiado por

varios autores en la última década [106–115]. La presencia de impurezas cargadas en

las inmediaciones, como Das Sarma y Nguyen especularon, tiene un efecto importante

en el acoplamiento singulete-triplete, con un impacto indeseable para las manipula-

ciones previstas en el procesamiento cuántico de información. Uno de los principales

objetivos de este caṕıtulo es el cálculo del entrelazamiento espacial [106, 109, 111] de

dos electrones en una molécula de doble QD en presencia de impurezas cargadas. Ex-

perimentalmente, la cantidad de entrelazamiento de dos electrones en un QD acoplado

directamente resulta muy dif́ıcil de medir. Existen varias técnicas que permiten medir

la posibilidad de una doble ocupación [107] y las propiedades ópticas tales como

la transición dipolar, la intensidad del oscilador y la sección transversal de fotoion-

ización [116–121] de estos sistemas.

Si conocieramos la relación entre estas cantidades y el grado de entrelazamien-

to, podŕıamos inferir, a partir de mediciones experimentales, la magnitud del entre-

lazamiento espacial de los electrones del sistema f́ısico de interés. La posibilidad de

utilizar esta información para diseñar nanodispositivos de acuerdo con el nivel de en-

trelazamiento deseado resulta bastante dif́ıcil porque las posiciones y la carga de las

impurezas son desconocidas. A pesar de esto, hay algunos experimentos recientes que

muestran el mecanismo de incorporación dopante y cómo la incorporación de defectos

de impurezas puede ser controlado [39,40,122].

4.2. Modelo y Método de Cálculo

Consideraremos dos puntos cuánticos bidimensionales acoplados lateralmente cuyos

centros están separados una distancia d uno de otro, y que contienen dos electrones.

En los puntos cuánticos producidos electrostáticamente, tanto su tamaño y sepa-

ración pueden ser controlados por tensiones de puerta variables a través de electrodos
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metálicos depositados en la interfaz de la heteroestructura. La existencia eventual de

dopaje por impurezas hidrogenoides, probablemente derivado de átomos dopantes de

Si en el QD de GaAs, ha sido estudiado experimentalmente [123]. Estas impurezas

se han analizado teóricamente con un potencial superpuesto atractivo dependiente de

1/r [124,125]. Por otra parte, algunos cruces evitados y rotura de la degeneración en

los espectros de experimentos de transporte de un solo electrón se han atribuido a

las impurezas de Coulomb cargadas negativamente y situadas cerca del QD [126]. Del

ajuste de los espectros de transporte experimental a un modelo de un solo electrón

con confinamiento parabólico con una carga de Coulomb q, se obtiene un conjunto

de parámetros; entre ellos, un radio de confinamiento de 15,5 nm, una frecuencia de

confinamiento ~ω = 13,8 MeV y una carga de impurezas de aproximadamente 1 o 2

cargas de electrones. En efecto, la incertidumbre en los parámetros y las suposiciones

introducidas en el modelo no permiten garantizar precisamente el valor de la carga de

las impurezas. Por lo tanto, consideramos que la carga del átomo dopante Ze como

un parámetro que vaŕıa en el rango de 0 ≤ Z ≤ 1, con el fin de explorar su efecto

sobre las propiedades del sistema.

El Hamiltoniano de nuestro problema corresponde a

H = h(r1) + h(r2) +
e2

4πεε0r12
, (4.1)

donde ri = (xi, yi) (i = 1, 2) y

h(r) = − ~2

2m∗
∇2 + VL(r) + VR(r) + VA(r), (4.2)

m∗ es la masa efectiva de los electrones, ε es la constante dieléctrica efectiva, VL y VR

son los potenciales de confinamiento para los puntos cuánticos izquierdo y derecho y VA

representa la interacción de los electrones con las impurezas coulombianas cargadas.

Modelamos el confinamiento con potenciales Gaussianos atractivos

Vi(r) = −V0 exp

(
− 1

2a2
|r−Ri|2

)
, (i = L,R), (4.3)

donde RL y RR son las posiciones del centro de los puntos izquierdo y derecho respec-

tivamente, V0 denota la profundidad del potencial y a puede tomarse como una medida
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de su rango. Consideraremos una impureza simple centrada en RA, y modelada como

un potencial de Coulomb hidrogenoide bidimensional

VA(r) = − Ze2

4πεε0|RA − r|
(4.4)

Elegimos una base monoelectrónica de funciones Gausianas, centradas en los pun-

tos cuánticos y en las posiciones atómicas RP (P = L,R,A). Los exponentes de estas

gausianas fueron optimizados para un pozo Gaussiano y un átomo separadamente,

además, estos conjuntos de exponentes fueron suplementados con funciones de valen-

cia y polarización. Para nuestros cálculos un conjunto de funciones de base de 2s2p

funciones para los QDs, y 5s5p1d1f para el átomo resulto ser apropiado para alcanzar

la convergencia de las autoenerǵıas.

Los resultados numéricos presentados en este caṕıtulo se refieren a los que corre-

sponden a los parámetros de GaAs: masa efectiva m∗ = 0,067me, constante dieléctrica

efectiva ε = 13,1, radio de Bohr a∗B = 10 nm y unidad atómica de enerǵıa efectiva de

1 Hartree∗ = 10,6 meV fueron tomados de [26,126]. La profundidad de los potenciales

Gaussianos que modelan los pozos fue tomada como V0 = 4 Hartree∗ = 40,24 meV, y

su rango t́ıpico a =
√

2a∗B = 14,1 nm.

4.3. Entroṕıa de Entrelazamiento y Acoplamien-

to de Intercambio

Las aplicaciones propuestas de puntos cuánticos para la computación cuántica

requieren un acoplamiento de intercambio grande entre los electrones a lo largo de

regiones separadas del espacio. Hasta cierto punto, los dos requisitos compiten entre

śı. En una imagen simple, uno podŕıa tener un acoplamiento de intercambio grande

para electrones que ocupan doblemente el mismo punto o átomo. En tal caso, el es-

tado singulete tiene la forma de una función de onda producto ϕ0(r1)ϕ0(r2) con la

correspondiente función de esṕın singulete; el estado triplete más bajo, sin embar-

go, tiene la forma del producto antisimetrizado de dos funciones de un solo electrón,

ϕ0(r1)ϕ1(r2) − ϕ0(r2)ϕ1(r1), de diferentes enerǵıas de part́ıculas solo ε0 y ε1. Por lo

tanto, el estado triplete tendrá una enerǵıa bastante más alta que el estado singulete,
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dando aśı un acoplamiento de intercambio grande. Sin embargo, un acoplamiento tan

grande no es favorable para tareas de computación cuántica porque los estados se

localizan en el espacio. El uso de estados electrónicos como qubits requiere, por ejem-

plo, la posibilidad de detectar la ocupación simple o doble de dos puntos cuánticos,

separados una distancia medible, manteniendo ambos electrones correlacionados.

Cuando la separación interdot aumenta, la interacción electrón-electrón dismin-

uye y su importancia relativa con respecto al potencial de confinamiento tiende a

desaparecer. En el ĺımite de grandes separaciones interdot, la repulsión de Coulomb

se minimiza ocupando simplemente cada QD con un electrón. En este ĺımite, las

enerǵıas tanto del singulete (+) triplete (−) estados,ϕ0(r1)ϕ1(r2) ± ϕ0(r2)ϕ1(r1) se

aproximan a la suma de QDs simplemente ocupados y su diferencia J tiende a cero.

En otras palabras, las mejores condiciones para las aplicaciones de procesamiento de

información cuántica surgen de un compromiso entre una alta correlación espacial

de los pares de electrones que se da para las separaciones más largas posibles donde

el acoplamiento de intercambio J sigue siendo considerable. Este comportamiento se

ilustra en la Fig. 4.1, suponiendo una impureza de carga positiva de una carga del

electrón (Z = 1).

La Fig 4.1 muestra las enerǵıas del singulete y triplete del estado fundamental

para el doble QD, separados una distancia d = 30 nm, en función de la posición de la

impureza xA. El recuadro muestra el comportamiento del acoplamiento de intercambio

singulete-triplete como una función de la posición de la impureza. Estos resultados

están de acuerdo cualitativamente con los de Ref. [26]. El acoplamiento de intercambio

singulete-triplete esta fuertemente afectada por la presencia de la impureza cargada,

y tiene el valor máximo cuando la impureza está centrada entre los dos puntos, y

tiene un mı́nimo próximo a cero cuando la impureza se encuentra en xA = d. Como

era de esperar, la separación tiende asintóticamente al caso de doble QD libre de

impurezas cuando el átomo de impureza se encuentra muy lejos del sistema de doble

QD. Vamos a mostrar a continuación que las posiciones de impurezas que dan la mayor

separación de las enerǵıas, es decir, los que están cerca de la mitad de la distancia

interdot, corresponden a un estado fundamental de dos electrones cuya función de

onda espacial es muy localizada en el átomo de impureza, por lo tanto tiene un

pequeña valor del entrelazamiento espacial.
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En lo que sigue nos limitaremos a la impureza situada a lo largo del interdot x,

RA = (xA, 0).
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Figura 4.1: Enerǵıa del estado fundamental calculado de dos electrones en el doble

QD para una distancia interdot d = 30 nm, con un átomo de impureza de carga de

Z = 1 situado a lo largo del eje de interdot en función de la posición de la impureza. La

ĺınea de color negro (ĺınea roja-discontinua) muestra la enerǵıa del estado fundamental

singulete (triplete). El recuadro muestra el acoplamiento de intercambio singulete-

triplete J en función de la posición de la impureza.

Vamos a estudiar ahora cómo el grado de correlación cuántica espacial de dos elec-

trones en el QD acoplado es modificado por la posición y la carga de una impureza

atómica apantallada. Como se mencionó anteriormente, las funciones de onda de los

autoestados se pueden factorizar en su parte orbital y de esṕın. Para el estado fun-

damental, la parte de esṕın es una función de onda singulete, que es máximamente

entrelazada y constante. Por lo tanto, a lo largo de este caṕıtulo, vamos a considerar

solamente el entrelazamiento espacial [106,109,111–113].

La entroṕıa de Von Neumann de la matriz densidad reducida cuantifica el entre-

lazamiento para un estado puro bipartito y se puede calcular utilizando [109,111–113,

127]

S = −Tr(ρ̂red log2 ρ̂
red), (4.5)
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donde ρ̂red = Tr2|Ψ〉〈Ψ| es el operador densidad reducida, Ψ es la función de onda de

dos electrónes y la traza se toma sobre las coordenadas de un electrón. La entroṕıa

de Von Neumann puede ser escrita como

S = −
∑
i

λi log2 λi, (4.6)

donde λi son los autovalores de la parte espacial del operador densidad reducida∫
ρred(r1, r

′
1)φi(r

′
1) dr

′
1 = λiφi(r1) . (4.7)

donde

ρred(r1, r
′
1) =

∫
Ψ∗(r1, r2)Ψ(r′1, r2) dr2. (4.8)

En la Fig. 4.2 se muestra la entroṕıa de Von Neumann para dos electrones en el doble

QD en función de la distancia interdot, en ausencia de impurezas (ĺınea discontinua

negra) y con cargas atómicas Z = 1 (ĺınea azul discontinua con puntos) y Z = 0, 1

(ĺınea roja continua) situado en el centro del doble QD. En todos los casos se obser-

va que, para las pequeñas separaciones interdot, la entroṕıa es pequeña, y aumenta

levemente con el aumento de la separación interdot. El aumento del entrelazamiento

espacial es debido a una deslocalización gradual de la función de onda del estado

fundamental. Para distancias interdot entre 20 y 40 nm, hay un gran aumento de la

entroṕıa de entrelazamiento, lo que indica un cambio cualitativo de la función de onda

del estado fundamental de un estado doblemente ocupado en el átomo a un estado con

los dos puntos cuánticos ocupados por separado, alcanzado en grandes separaciones

interdot (d & 50 nm), donde la entroṕıa satura a su valor máximo S = 1. La variación

de S es similar para todos los casos, aunque la presencia de la impureza disminuye

el entrelazamiento para cada separación interdot, debido al hecho de que el potencial

atómico contribuye a localizar la densidad electrónica en el centro del sistema.

El efecto de la carga y la ubicación de la impureza en el entrelazamiento espacial,

para la geometŕıa de puntos cuánticos fijos, se puede observar en la Fig. 4.3 donde la

entroṕıa se representa como una función de la posición de la impureza. La separación

entre los dos puntos cuánticos se mantiene fija a 30 nm, y se consideran dos casos

ĺımite: una carga atómica altamente apantallada Z = 0,1 y una carga no apantallada
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Figura 4.2: La entroṕıa de Von Neumann de la matriz densidad reducida para QD

acoplados de dos electrones como una función de la distancia interdot. La ĺınea negra

discontinua muestra la entroṕıa cuando no hay impureza presente en la muestra, la

ĺınea roja corresponde a la entroṕıa cuando una impureza de Z = 0,1 se encuentra en

x = y = 0 y la ĺınea azul discontinua corresponde a Z = 1,0.

Z = 1. En ambos casos, la entroṕıa de entrelazamiento crece cuando la impureza se

desplaza fuera del centro del doble QD hasta una posición en la que S alcanza un

máximo y, finalmente, baja a un valor S = 0,53, cuando el átomo esta distante de los

puntos (x & 40 nm).

Los valores mı́nimo y máximo del entrelazamiento producido por una carga pequeña de

Z = 0,1 son menos pronunciados que los debidos a las impurezas altamente cargadas

Z = 1. Esta modulación del entrelazamiento por la posición de las impurezas refleja la

existencia de dos reǵımenes: uno de bajo entrelazamiento de impurezas en (o cerca de)

el centro de la distancia interdot, y otro de mayor (pero no máximo) entrelazamiento

para posiciones atómicas externas al segmento interdot. Estas dos regiones son las

que se encuentran a la izquierda y a la derecha del pico en forma de campana de

S en la Fig. 4.3, respectivamente. La posición del pico depende de la magnitud de
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Figura 4.3: Entroṕıa de Von Neumann de la matŕız densidad reducida para el punto

cuántico acoplado de dos electrones como una función de la posición de la impureza

(a lo largo del eje interdot) para d = 30 nm y diferentes intensidades de impurezas:

(a) Z = 0,1 y (b) Z = 1,0.

la carga. Para cargas pequeñas, el máximo grado de entrelazamiento se produce en

xA ≈ 17 nm, es decir, cerca del centro del punto cuántico de la derecha. Para las

cargas grandes Z = 1, sin embargo, el pico de S se produce en x ≈ 30 nm. La razón

de ello es que, para las impurezas débilmente cargadas, el potencial atómico es una

perturbación débil para los pozos de potencial de los puntos cuánticos. Por lo tanto,

la entroṕıa vaŕıa en un rango pequeño (0,47 ≤ S ≤ 0,56) en torno al valor libre

de impurezas S = 0,53. Para impurezas de carga elevada, sin embargo, el potencial

atómico es fuerte y la posición de su centro determina en gran medida la función

de onda espacial. La gama de posiciones atómicas (0 ≤ xA . 20 nm) a lo largo de

los cuales S se mantiene baja, se puede entender como debido a la localización de

los electrones cercanos al átomo. Cuando el átomo está dentro de uno de los puntos

(QDR), el potencial atómico refuerza el potencial del pozo derecho y la localización

de la densidad de electrones, dando aśı una bajo grado de entrelazamiento. Cuando

el átomo se mueve hacia fuera del doble QD, la fuerza del doble pozo compite con el

potencial atómico hasta una distancia QD-átomo doble de 30 nm, donde se convierte

energéticamente conveniente deslocalizar la función de onda de los electrones, parecido

al doble enlace QD en ausencia de impureza.
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Para mostrar claramente la influencia de la carga atómica sobre la función de onda,

vamos a considerar dos situaciones un poco menos extremas: Z = 0,2 y Z = 0,8 Fig.

4.4 muestra la densidad electrónica del estado fundamental en el eje interdot cuando

el átomo de impureza se encuentra en xA = 15 nm, en tres separaciones diferentes

interdot, d = 15, 25 y 40 nm. Los paneles de la izquierda muestran que para la pequeña

carga, como los puntos cuánticos se separan el uno del otro, la densidad electrónica

desarrolla picos situados en los centros de potencial. Para cargas grandes Z = 0,8, sin

embargo, la densidad posee siempre una cúspide en la posición de la impureza. Por lo

tanto, en este último caso, la presencia de la impureza podŕıa estropear el rendimiento

del dispositivo para tareas de computación cuántica debido a la alta localización de

la densidad de electrones implica un bajo grado de entrelazamiento.
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Figura 4.4: Densidad del estado fundamental de un electrón a lo largo del eje interdot.

Los paneles izquierdo muestran el ĺımite de impureza débil Z = 0,2 y los derechos el

ĺımite de impureza fuerte Z = 0,8: (a) y (d) d = 15 nm, (b) y (e) d = 25 nm y (c) y

(f) d = 40 nm. Los ćırculos rojos muestran la posición de la impureza xA = 15nm

La Fig. 4.5 muestra la dependencia de la entroṕıa de Von Neumann en la carga de

la impureza y la distancia interdot para una posición dada del átomo de impureza:

xA = 15 nm. Idealmente, con tal de que el valor de la carga de las impurezas pueda ser
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medido en una muestra dada, uno seŕıa capaz de elegir la distancia interdot óptima

para un determinado grado de entrelazamiento. La figura muestra claramente los

reǵımenes antes mencionados, potencial de la impureza débil Z . 0,6) y fuerte (Z &

0,6), correspondiente al grado alto y bajo de entrelazamiento, respectivamente. Para

una impureza dado (fija) de carga pequeña Z, la entroṕıa aumenta monótonamente

con la distancia interdot D. Por otro lado, para un determinado valor grande de Z,

la entroṕıa aumenta monótonamiente cuando la distancia interdot d crece.

Figura 4.5: Mapa de colores para la entroṕıa de Von Neumann de la matŕız densidad

reducida para los puntos cuánticos acoplados de dos electrones como función de la

intensidad de la impureza y de la distancia interdot para xA = 15 nm.

La Fig. 4.6 muestra la dependencia de la entroṕıa en la distancia interdot, para difer-

entes posiciones de impureza (xA = 15 y 20 nm) y cargas (Z = 0,1, 0.5, 0.7 y

1). La variación correspondiente en ausencia de impurezas también se representa en

ĺıneas discontinuas para referencia. Se puede ver dos comportamientos cualitativa-

mente diferentes para cargas pequeñas (Z = 0,1, 0,5) y grandes (Z = 0,7, 1). El

aumento monotóno de S con d es caracteŕıstico del potencial atómico débil; la sep-

aración de los puntos cuánticos con una pequeña carga atómica en medio de ellos,

produce pequeños cambios en la distribución de electrones en comparación con el
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doble QD libre de impurezas. Por otra parte, potenciales atómicos fuertes inducen

una modulación de la entroṕıa cuando D aumenta; para pequeños valores de d, los

tres potenciales están cerca uno al otro y la densidad de electrones se localiza alrede-

dor de sus centros. Para grandes distancias interdot, la enerǵıa del sistema se reduce al

mı́nimo por la disminución de la repulsión electrónica, es decir, por la deslocalización

de la función de onda y, por lo tanto, por el aumento de su entrelazamiento.
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Figura 4.6: Entroṕıa de Von Neumann de la matriz reducida para los puntos cuánticos

acoplados de dos electrones como una función de la distancia interdot para xA = 15nm

((a) y (c)), x = 20nm ((b) y (d)) y valores diferentes de la intensidad de la impureza.

(a) y (b) muestran el ĺımite de impureza débil (Z = 0,1 y Z = 0,5) mientras que en

(c) y (d) observa el ĺımite de impureza fuerte (Z = 0,7 y Z = 1,0). La ĺınea negra

discontinua muestra el comportamiento de la entroṕıa cuando no hay impurezas en

la muestra.

La Fig. 4.7 muestra este efecto en el acoplamiento de intercambio correspondiente a

las situaciones de Fig. 4.6 (a) y 4.6 (c), que tienen el átomo en xA = 15 nm. Se puede

observar que S y J tienen, aproximadamente, las variaciones opuestas; donde el po-

tencial atómico es débil, S aumenta y J disminuye a medida que los puntos cuánticos
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se separan el uno del otro. Cuando el potencial atómico es fuerte, el máximo de S se

produce en el mı́nimo de J y rećıprocamente; Además, en grandes separaciones de los

puntos cuánticos, como la entroṕıa tiende a su valor asintótico S = 1 el acoplamiento

de intercambio tiende a cero. Entonces, para aplicaciones de información cuántica es-

pećıficas, podŕıa ser deseable sintonizar la distancia interdot para el aprovechamiento

de una o ambas propiedades.
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Figura 4.7: J como función de la distancia interdot d con un centro de impureza ubi-

cados en xA = 15nm. En el panel izquierdo (a) observamos el acoplamiento singulete-

triplete para Z = 0,1 (ćırculos rojos) y Z = 0,5 (cuadrados azules). En (b) mostramos

un acoplamiento singulete-triplete para Z = 0,7 (triángulos verdes hacia arriba) y

Z = 1,0 (triángulos naranja hacia abajo). La ĺınea negra discontinua representa la

enerǵıa singulete triplete sin impureza.

La variedad de los comportamientos del grado de entrelazamiento espacial con

los diversos parámetros del sistema, que se describen en esta sección, tiene sus ráıces

en la distribución espacial de la función de onda del electrón. Vamos a discutir en

la siguiente sección una relación con una propiedad óptica, como la intensidad del

oscilador, con el fin de proporcionar una conexión viable con magnitudes medibles.
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4.4. Efectos de Impureza en las Propiedades Ópti-

cas

La susceptibilidad óptica de un sistema depende de la amplitud de transición

para la interacción de su momento dipolar con el campo eléctrico óptico entre dos

estados singuletes Ψi y Ψj, digamos el estado fundamental y algún excitado, y de las

correspondientes diferencias de enerǵıa. La intensidad del oscilador para un campo

eléctrico aplicado a lo largo del eje de interdot

fij =
2m∗

~
(Ej − Ei)|〈Ψ0|x1 + x2|Ψ1〉|2, (4.9)

provee información sobre la viabilidad de las transiciones ópticas.

Se estudia aqúı cómo la impureza afecta a la intensidad del oscilador del doble

QD. Los QD se mantienen 30 nm separados uno de otro y la posición de la impureza

xA se varia desde el centro del segmento de interdot (xA = 0) a una gran separación

de los puntos (xA = 70 nm), incluyendo el caso de la impureza centrada en un solo

punto (xA = 15 nm). La carga Z del átomo se vaŕıa desde Z = 0,1 (impurezas al-

tamente apantalladas) a Z = 1 (bajo apantallamiento). Para el sistema considerado,

la intensidad del oscilador entre el estado fundamental y los primeros estados sim-

plemente excitados, f12, representan la contribución dominante con respecto a todos

los otros fij. La precisión del cálculo se comprobó mediante la verificación de la regla

de suma Thomas-Reiche-Kuhn,
∑

ij fij = N , con n = 2 es el número de electrones

en el sistema. Los resultados se muestran en la Fig. 4.8 junto con la entroṕıa de

entrelazamiento por las mismas posiciones y cargas atómicas.

Los casos de carga débil y fuerte son claramente distinguibles. En el régimen

de carga de impurezas pequeñas (Z . 0,6), la intensidad del oscilador f12 vaŕıa

aproximadamente con una dependencia cuadrática en xA; es decir, se comienza desde

f12 ≈ 2, alcanza un mı́nimo alrededor de xA = 15 nm, que aumenta finalmente hasta

un valor de 2, en casi xA = 30 nm. Cuanto mayor sea la carga de la impureza Z,

más pronunciado será el mı́nimo de f12. Colocando el átomo más lejos del sistema de

doble punto (xA > 30 nm) no cambia f12.

Por otro lado, en el régimen de carga de alta impureza (Z ≥ 0,6), la intensidad del
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Figura 4.8: La entroṕıa de Von Neumann de la matriz densidad reducida (panel su-

perior) y la intensidad del oscilador f12 (panel inferior) entre el estado fundamental y

el estado singulete primer excitado de un doble punto cuántico con una impureza de

carga Z como una función de la posición de la impureza xA, para diferentes valores

de Z.

oscilador f12 exhibe caracteŕısticas ricas en comparación con el caso de carga pequeña.

El comportamiento más notable corresponde a Z = 1, que muestra sucesivamente una

disminución similar, de f12 = 1,4 a xA = 0, a f12 = 0,6 en xA = 15 nm, seguido de

un aumento de hasta xA = 25 nm, una pequeña meseta en torno a 30 nm, un pico en

xA = 33 nm, un mı́nimo de f12 ≈ 1 a 40 nm, por fin acercarse a la valor de saturación

f12 = 2 para xA ≥ 50 nm. Para valores intermedios de 0, 5 ≤ Z ≤ 1, se observa una

transición gradual entre ambos reǵımenes; a saber, por la disminución de Z de 1 a

0.5, el mı́nimo de la región xA ≈ 40 nm se hace menos profunda, el pico se achata, y

la meseta se fusiona con el mı́nimo se producen en 15 nm, dando aśı al mı́nimo del

régimen débil impureza.
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Cabe señalar que el rango de 0 ≤ x ≤ 15 nm corresponde a un átomo de impureza

situado entre los puntos, mientras que para xA ≥ 15, el átomo está fuera del segmento

definido por los centros de los pozos de potencial. En consecuencia, la existencia de

una impureza en el sistema podŕıa causar una disminución en f12 y, por lo tanto, en

la absorción de luz o emisión del dispositivo de doble punto. Este efecto es más fuerte

cuanto más cerca está el átomo a uno de los pozos. La situación más favorable para

la excitación óptica (alta f12) corresponden a una impureza centrada entre los puntos

o fuera de la separación interdot, lejana a cada uno de ellos.

Vamos a discutir en lo que sigue, el comportamiento de la intensidad del oscilador

debido a los cambios en la estructura electrónica inducidas por la variación de la

posición de la impureza, comenzando por el caso más llamativo de una impureza

altamente cargada Z = 1. Desplazaremos el átomo lo largo de la ĺınea que une los

puntos cuánticos, que tomamos como eje x; por lo tanto, consideramos la función

de onda de dos part́ıculas a lo largo del eje x para las coordenadas x1 y x2 de cada

electrón

Ψi(x1, x2) = Ψi(r1, r2) = Ψi(x1, 0;x2, 0), (4.10)

para los dos estados singulete más bajos Ψi(r1, r2), i = 0 (estado fundamental) y

i = 1 (primer estado excitado). La función Ψ(x1, x2), representada como un gráfico

de dos dimensiones en el plano (x1, x2), permite visualizar las configuraciones más

importantes que contribuyan a la función de onda total. Debido a la simetŕıa de per-

mutación, la función de onda espacial satisface Ψ(x1, x2) = Ψ(x2, x1), convirtiéndose

aśı en simétrica bajo reflexión con respecto a la diagonal x1 = x2. Los grandes valores

de Ψ(x, x), a lo largo de esta diagonal, correspondeŕıan a configuraciones iónica o

doblemente ocupadas. Por el contrario, los valores grandes de densidad Ψ(x,−x) a

lo largo de la diagonal x1 = −x2, corresponde a configuraciones donde los electrones

están principalmente en semiplanos opuestos.

En los cálculos actuales, las coordenadas x de los centros de los pozos izquierdo

xL = −15 nm y derecho xR = 15 nm se mantienen fijos mientras que la coordenada

del átomo, xA = x, vaŕıa. Los valores grandes de Ψ(xL, xL), Ψ(xR, xR) o Ψ(xA, xA)

representan una configuración doblemente ocupada en el punto izquierdo, el punto
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derecho o el átomo, respectivamente.

Por otro lado, una configuración de un electrón en el átomo y el otro en un enlace

(antienlace) entre los puntos izquierdo y derecho, estaŕıa representada por

Ψ(x1, x2) = [cLϕL(x1)± cRϕR(x1)]ϕA(x2) + (x1 ↔ x2), (4.11)

donde el último término representa un término similar al primero con las variables

intercambiadas, y ϕa es una función de onda centrada en torno a xa (a = L,R,A).

Entonces, Ψ(x1, x2) tendrá grandes valores cercanos a (xL, xA) y (xR, xA) del mismo

o de distinto signo para un enlazante o antibonding, respectivamente.

Las Figs. 4.9 y 4.10 muestran el estado fundamental Ψ0(x1, x2) y el primer estado

exitado Ψ1(x1, x2).

Para un sistema de doble punto simétrico de un solo electrón sin impureza, los

estados fundamental y primer excitado son el enlace y antienlace formados a partir

de la combinación lineal de orbitales centrados en cada punto cuántico. Para el sis-

tema de doble punto simétrico de dos electrones, las Figs. 4.9 y 4.10 muestran que

cuando el átomo está en el centro de la ĺınea que une los dos puntos (x = 0), la fun-

ción de onda de dos part́ıculas del estado fundamental (estado excitado) corresponde

aproximadamente a un electrón en el átomo y el otro en el estado enlazante (antien-

lazante) del sistema de punto doble, la Ec. (4.11). Por lo tanto, el elemento de matriz

〈Ψ0|x1 + x2|ψ1〉 corresponde aproximadamente a la suma de los elementos de matriz

del átomo y el doble pozo por separados.

En x = 15 nm, el átomo está en el centro del punto cuántico a la derecha, el sistema

se vuelve muy asimétrico, con el potencial de pozo a la derecha más profundo que el de

la izquierda debido a la contribución de la impureza atractiva. El estado enlazante se

convierte en un estado doblemente ocupado localizado cerca del centro del potencial

combinado (QDR y impureza), mientras que el antienlazante se vuelve más localizado

alrededor para QDL, debido la condición de ortogonalidad, lo que reduce los f12. El

comportamiento en el rango de 0 ≤ x ≤ 15 nm refleja este cambio gradual.

De 15 a 30 nm, el efecto de la impureza se vuelve más débil a medida que el

átomo se aleja, y los dos puntos cuánticos se convierten nuevamente en simétricos;

esta redistribución de la carga hacia QDL, recuperando parte del carácter enlazante y

antienlazante para Ψ0 y Ψ1, respectivamente. Esta configuración favorece un aumento
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Figura 4.9: Gráfico de contorno en el plano (x1, x2) del estado fundamental singulete

de dos electrones, Ψ0
0(x1, x2), a lo largo del eje interdot x para el estado fundamental de

los puntos cuánticos dopados. Los pozos Gaussianos están centrados en RL = (xL, 0)

y RR = (xR, 0) y el átomo de impureza de carga Z = 1, en RA = (xA, 0). Las

lineas discontinuas vertical y horizontal xi = xL, xR o xA (i = 1, 2), señalan la

condición donde un electrón (electrón 1 o 2, respectivamente), está en el centro del

pozo de la izquierda, a la derecha o en el átomo de impureza. Los centros de los pozos

xR = −xL = 15 nm están fijos simétricamente con respecto al origen de coordenadas.

El átomo esta sucesivamente ubicado en xA = 0, 15, 20, 25, 30, 33, 40 and 50 nm.
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Figura 4.10: Al igual que en la Fig. 4.9 pero para el primer excitado singulete

Ψ0
1(x1, x2).



Sec. 4.4. Efectos de Impureza en las Propiedades Ópticas 54

de f12. Además, como un electrón permanece en el átomo, que está más lejos del origen,

el elemento de matriz de x se hace más grande que el correspondiente con al átomo en

el origen. La intensidad del oscilador tiene un pico a 33 nm aumentando más o menos

cuadráticamente con la posición del átomo como consecuencia del estiramiento de la

carga.

Después de 33 nm, el electrón en el átomo no puede ser retenido por el potencial

de la impureza, por lo tanto Ψ0 se acerca a una configuración con un electrón en cada

punto. Sin embargo, el estado excitado Ψ1 todav́ıa tiene una configuración en la que

se ocupó el átomo, lo que reduce el valor de f01.

Para las posiciones del átomo mayores que 40 nm, el estado excitado también libera

su electrón y el punto cuántico doble se vuelve aún más simétrico, acercándose a su

comportamiento en la ausencia de impurezas, de manera que se aproxima a su valor de

f01 = 2. El ĺımite de puntos aislados se ve claramente en las Figs. 4.9 y 4.10, donde para

x & 50 nm, los estados fundamental y primer excitados son, aproximadamente,Ψ0 ≈
[ϕL(x1)ϕR(x2) + ϕR(x1)ϕL(x2)]/

√
2 and Ψ1 ≈ [ϕL(x1)ϕL(x2)− ϕR(x1)ϕR(x2)]/

√
2.

Como se ve en la Fig. 4.8, la intensidad del oscilador para valores de carga de la

impureza menores que Z = 1, tiene caracteŕısticas más simples. Básicamente, parten

de un valor F12 ligeramente menor que 2, disminuye hasta un mı́nimo cuando el átomo

se acerca a un punto cuántico, por ejemplo QDR, y aumenta de nuevo asintóticamente

hasta alcanzar el valor libre de impurezas de 2.

La intensidad del oscilador es una propiedad muy sensible a la presencia de la

impureza. Un valor de f12 cercano a 2, se produce ya sea cuando la impureza es débil

dondequiera que se encuentre, o cuando un átomo de impureza altamente cargada

está muy lejos del doble QD. Ambos casos son situaciones en las que la impureza es

una perturbación de los puntos cuánticos acoplados y, por lo tanto, susceptibles de

uso en la computación cuántica. Por el contrario, las desviaciones de la intensidad del

oscilador respecto a un valor de 2, proporciona una indicación de una dificultad en la

posibilidad de considerar el sistema como un doble QD.
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4.5. Conclusiones

En este caṕıtulo, se ha estudiado la influencia de una impureza atómica Coulom-

biana sobre la entroṕıa de entrelazamiento en puntos cuánticos dobles de dos elec-

trones en dos dimensiones. La estructura electrónica se calculó mediante el uso de un

método de interacción de configuraciones con una expansión en un conjunto de base

gaussiana. El grado de entrelazamiento se mostró altamente modulado tanto por la

ubicación y el apantallamiento de la carga del átomo de impureza. Dos reǵımenes están

claramente identificados: uno de bajo entrelazamiento y otro de alto entrelazamiento,

ambos determinados principalmente por la magnitud de la carga. El acoplamiento de

intercambio entre los electrones, siendo proporcional al acoplamiento de intercambio

singulete-triplete, tiene un comportamiento opuesto a la entroṕıa. El uso eficiente

de los dobles puntos cuánticos con impurezas, en tareas espećıficas de procesamiento

de información cuántica podŕıa requerir la puesta a punto de la separación interdot

o las profundidades de pozo cuántico, para optimizar el aprovechamiento del entre-

lazamiento, del acoplamiento de intercambio o de ambos. Finalmente, la magnitud

de la intensidad del oscilador del sistema podŕıa proporcionar una indicación de la

presencia y caracteŕısticas de impurezas que podŕıan influir en gran medida el gra-

do de entrelazamiento del sistema. Está claro que las propiedades ópticas obtenidas

experimentalmente pueden ayudar en el diseño de los puntos cuánticos dobles con

propiedades deseables con el fin de utilizarlos para tareas de información cuántica.

El control cuántico de este tipo de sistemas se puede implementar utilizando pulsos

de campos externos. Este problema, de gran importancia en la computación cuántica,

se estudia en el caṕıtulo que sigue. Por supuesto, la decoherencia, que no se con-

sidera aqúı, juega un papel muy importante en la dinámica cuántica de este tipo

de dispositivos. Los estudios realizados en escenarios Markovianos sugirieron que el

entrelazamiento se desvanece debido a la decoherencia, mientras que el proceso de

decoherencia en reǵımenes no Markovianos a veces da lugar a un nuevo efecto intere-

sante: el resurgimiento repentino del entrelazamiento [128–131].



CAPÍTULO 5

Navegación controlada de alta fidelidad en el

diagrama de estabilidad de carga de un punto

cuántico doble

Luego de haber estudiado detalladamente la estructura electrónica y propiedades

en los caṕıtulo anteriores, en este caṕıtulo nos proponemos estudiar distintas estrate-

gias para controlar nuestro sistema por medio de parámetros externos. Aqúı, se usa

OCT para encontrar numéricamente los campos eléctricos (y por lo tanto los corre-

spondientes voltajes de puerta) que conducen a la transferencia de carga deseada en un

doble punto cuántico semiconductor. Se compara la eficiencia del método de OCT con

el esquema de LZ, una de las estrategias más simples pero al mismo tiempo más lentas,

y también con el protocolo de CP que permite conducir al sistema al QSL [132,133].

Se muestra que los voltajes de puerta óptimos sintonizados para producir la transfer-

encia de carga entre los puntos cuánticos son completamente parametrizables a través

de una trayectoria de un parámetro en el diagrama de estabilidad de carga (CSD)

definido por el punto de degeneración de las regiones sin electrones y con un electrón,

aśı como también por las configuraciones inicial y final. Aśı, la información relevante

56
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para producir la transferencia de carga entre los pozos puede ser extráıda directa-

mente del CSD. Este es un resultado notable por estar en contraste con la mayoŕıa

de las estrategias alternativas que requieren de un mayor conocimiento del espectro

de enerǵıa del sistema para efectuar el control.

5.1. Introducción

Qubits semiconductores, representados por grados de libertad de carga o de esṕın

de electrones en puntos cuánticos, están en el corazón de las propuestas actuales

como hardware para el procesamiento de información cuántica debido a su potencial

escalabilidad con la tecnoloǵıa actual de estado sólido. Particularmente, la disposición

más usada para qubits consiste en dos puntos cuánticos semiconductores donde tanto

el potencial de confinamiento y el estado de la carga pueden ser controlados con una

gran precisión [134]. En principio, la carga y el esṕın del qubit pueden ser manipulados

tanto por medios ópticos como eléctricos. Sin embargo, el control completamente

eléctrico por puertas locales parece más atractivo que el control óptico debido a las

dificultades prácticas para enfocar los rayos láser en forma óptima con la precisión

espacial deseada. Por ejemplo, en dobles puntos cuánticos (DQD) el grado de libertad

de carga es totalmente sintonizable polarizando el potencial de doble pozo y túnel, a

través de la barrera, entre los pozos por voltajes de puerta [135].

Desde el trabajo seminal de Grossmann et al. [136] un número de trabajos ex-

perimentales y teóricos han abordado la cuestión del control de la localización de un

estado electrónico en un doble pozo de potencial [24, 72, 135, 137–148]. Estas difer-

entes estrategias de control incluyen el uso de fenómenos anaĺıticamente bien es-

tablecidas como la paradigmática transición de Landau-Zener (LZ) [24, 139, 140], la

interferometŕıa de Landau-Zener-Stückelberg [142, 143], el protocolo de pulso com-

puesto (CP) y varias otras estrategias de control de dos niveles aplicables a estos

sistemas [132, 133, 139, 149, 150], y la OCT [72, 141, 145–148]. Para las estrategias

de control experimentales, como puede verse en [137, 142–144], el primer paso es la

medición del diagrama de estabilidad de carga (CSD). Este diagrama caracteriza la

localización del electrón en función de los voltajes de puerta [134] y por lo tanto

inicializa el escenario para la estrategia de control. Sin embargo, a diferencia de las
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estrategias de control experimentales, este diagrama ha sido raramente empleado en

el contexto de los esquemas de control teóricos.

5.2. Teoŕıa y Métodos

5.2.1. Modelo

El Hamiltoniano de una part́ıcula en la aproximación de masa efectiva para nuestro

sistema

h(r) = − 1

2m∗
∇2 + V (r) + Vb(r) +W (r), (5.1)

consiste en el término de enerǵıa cinética, el potencial modelo del DQD V (r), la

barrera de potencial Vb(r) y un potencial confinante W (r) (ver abajo). Si bien el

Hamiltoniano multielectrónico, Ec. (2.2), es usado para construir el CSD, en este

caṕıtulo nos enfocamos en las transiciones dependientes del tiempo que occuren entre

las regiones de un electrón. En adelante usaremos los parámetros del material del

GaAs, es decir, una masa efectiva m∗ = 0.067 me y una constante dieléctrica ε = 12,4.

Inspirados por la disposición realista de los dobles puntos cuánticos acoplados

[137], proponemos un modelo de potencial compuesto por un doble pozo

V (x, y, t) = − VL(t)

e(rL−a)/b + 1
− VR(t)

e(rR−a)/b + 1
, (5.2)

donde las profundidades de los pozos izquierdo y derecho, VL(t) y VR(t), son funciones

dependientes del tiempo que corresponden a los voltajes de puerta aplicados. Aqúı a es

el radio del pozo, b define la dureza de la frontera del potencial, rR
L

=
√

(x∓ d)2 + y2

es la distancia desde el centro del pozo derecho o izquierdo, y d es la mitad de la

distancia entre los centros de los pozos. Los valores de los parámetros se ajustaron

a a = 40 nm, b = 1 nm, and d = 60 nm. Este potencial es suplementado por una

barrera de potencial central Vb(r) = vb/(1 + e(x−bx)/b) para separar los QDs aśı como

también por una frontera rectangular definida por

W (r) = 2− 1

1 + e(|x|−lx)/b
− 1

1 + e(|y|−ly)/b
. (5.3)

Este potencial evita que la función de onda se extienda sobre los contactos externos.
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Usamos los valores lx = 180 nm y ly = 100 nm que corresponde a un area de 360 nm

× 200 nm. La altura de la barrera de potencial entre los pozos vale vb=0.565 meV.

Los autoestados del problema de una part́ıcula se expanden en un conjunto de

funciones de base Gausianas Ec. (2.29). Para el caso de dos part́ıculas consideramos

solamente los estados singuletes cuya simetŕıa es siempre la simetŕıa del estado funda-

mental en ausencia de campo magnético externo aplicado [68]. Las autoenerǵıas y las

correspondientes autofunciones del problema de uno y dos electrones se obtienen us-

ando el método variacional de Ritz para un conjunto de base no ortogonal. Para cada

par (VL, VR) los exponentes αi son optimizados simultáneamente usando el método de

Nelder−Mead [151] para minimizar la enerǵıa del estado fundamental. Para obtener

resultados convergidos para la enerǵıa del estado fundamental un conjunto de base

2s2p2d se encontró suficiente en todos los casos considerados aqúı y todas las configu-

raciones de dos electrones para tal conjunto de base fueron incluidas en la expansión

del los autoestados de dos part́ıculas.

La estrategia de control que proponemos para controlar el sistema consiste en

dividir la dependencia temporal de los voltajes de puerta en dos términos, VL = viL+vL

y VR = viR + vR, donde vi es un ansatz inicial fijo que tiene en cuenta la información

disponible del sistema f́ısico (protocolos de control anteriores, estructura de cruces

evitados, etc.), y v está optimizado con el algoritmo de OCT. En particular, definimos

viL(t) y viR(t) como funciones lineales en el tiempo de acuerdo a la prescripción de LZ

que será detallada más adelante. Este esquema corresponde a reexpresar las Ecs.

(2.40), (2.41), y (2.43) de la OCT en término de las funciones vL y vR de manera que

las ecuaciones (2.44) proporcionan las ecuaciones del campo óptimo.

Para las evoluciones de los campos en la base adiabática las matrices R−1 y R se

calculan en una grilla sobre la región de interés del CSD y usamos una interpolación

polinómica simple de primer orden para cada punto intermedio a los puntos de la

grilla. Un espaciado de 0.01 meV entre los puntos de la grilla ha demostrado ser lo

suficientemente pequeño para obtener una dinámica convergida en la base adiabática.

En término del número de niveles, encontramos una dinámica convergida con los

primeros ocho autoestados diabáticos para la evolución diabática, y con los primeros

dos autoestados adiabáticos para la evolución adibática. En este Caṕıtulo utilizaremos

los parámetros de la envolvente a = 5,8 ps y b = 2,9 ps, Ec. (2.42).
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5.3. Resultados

5.3.1. Diagrama de estabilidad de carga

El CSD [Fig. 5.1(a)] especifica la configuración de carga del DQD en función del

potencial de puerta en término del par (nL, nR) donde nL (nR) representa el número

de electrones en el pozo izquierdo (derecho). Las regiones con localización del electrón

en el pozo izquierdo y derecho están separadas por una linea de degeneración donde

los electrones ocupan orbitales que se extienden en ambos pozos. La configuración de

carga en cada región está determinada por la condición que el potencial electroqúımico

en los pozos µ(nL + nR), definido como

µ(nL + nR) = EG(nL + nR)− EG(nL + nR − 1),

donde EG(n) representa la enerǵıa del estado fundamental del DQD con n electrones,

es igual a el potencial electroqúımico en los reservorios que supondremos iguales a

cero.

La configuración del sistema con el potencial total V son visualizados en la Fig.

5.1(b) (para y = 0; notemos que el potencial real es bi-dimensional). El CSD en

función de los voltajes de puerta VL y VR se muestran en Fig. 5.1(a). Las lineas

de degeneración (ĺıneas negras) están asociadas con el pasaje de un electrón entre

el reservorio y el pozo izquierdo y derecho (lineas horizontal y vertical), o con el

intercambio de un electrón entre los pozos (ĺınea diagonal). En la linea diagonal hay

dos puntos marcados en color gris, donde las configuraciones de un electrón (1,0) y

(0,1) son igualmente probables que (0,0) para VL = VR ∼ 0,53 meV o con (1,1) para

VL = VR ∼ 2 meV. En lo que sigue estos puntos serán referidos respectivamente como

puntos de degeneración playo y profundo.

Los puntos negros marcados en el CSD en la Figura 5.1(a) corresponden a dos

configuraciones que serán usadas como nuestros estados inicial y final del protocolo de

control. El primer punto, ubicado en (VL, VR) = (1,8, 0,9) meV, posee un Hamiltoniano

y estado fundamental denotado por HL and |L〉 respectivamente, mientras para el

segundo punto, ubicado en (VL, VR) = (0,9, 1,8) meV, el Hamiltoniano y el estado

fundamental se denotan por HR y |R〉.
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La curva de ĺınea de trazos roja corresponden a uno de los posibles caminos en el

CSD para conectar los estados |L〉 y |R〉. Esta trayectoria corresponde a una relación

lineal de los voltajes VL y VR asociada con la transición de LZ entre |L〉 y |R〉. En la

Figura 5.1(c) mostramos las eigenenerǵıas de los primeros dos autovectores sobre este

camino LZ en función del detuning ε = VR − VL. Como es de esperar, las enerǵıas

se encuentran claramente separadas para valores grandes del detuning. La pendiente

positiva (negativa) de los autoestados está relacionada a su localización dominante

izquierda (derecha). Para ε = 0 las enerǵıas forman un cruce evitado, que tiene un

rol central en el proceso de transferencia de carga de LZ.

Nuestro CSD mostrado en la Figura 5.1(a) está de acuerdo con los CSD previos

calculados con una teoŕıa microscópica [152, 153]. En contraste con esos estudios, en

los cuales se considera sólo el potencial de doble pozo, nosotros requerimos que los

autoestados del DQD estén confinados en una región del tamaño de las dimensiones

litográficas de la muestra a través del potencial W (r) en Ecuación (5.3). Esta restric-

ción espacial afecta principalmente los estados débilmente ligados y su principal efecto

en el CSD es modificar las posición de los puntos de degeneración. Por ejemplo, el

punto de degeneración calculado en ausencia del pozo de potencial W (r) se corre a

VL = VR =0.43 meV, es decir 0.1 meV por debajo de su valor previo.

5.3.2. Eficiencia y velocidad de los protocolos de control

para la navegación del CSD

Consideramos tres estrategias de control para variar VL(t) y VR(t), cada una cor-

respondiendo a un camino diferente dentro del CSD.

Podemos considerar la localización en el pozo izquierdo y derecho, junto con una

transición entre los estados |L〉 y |R〉 en operación simple de qubit. Para parámetros

materiales realistas y dimensiones del dispositivo usadas en este caṕıtulo, el tiempo

de operación debe mantenerse dentro del tiempo máximo de coherencia del GaAs de

alrededor de 7 ns [34] y el espectro de frecuencias de las funciones VL(t) y VR(t) no

debe exceder el ĺımite t́ıpico de alta frecuencias de operación con electrodos de puerta,

alrededor de 50 GHz [154].

Primero consideraremos el pasaje de un electrón usando una transición de LZ [139].
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Figura 5.1: (a) Diagrama de estabilidad de carga de nuestro sistema de doble punto

cuántico. La notación (n1, n2) identifica la localización dominante del estado funda-

mental y caracteriza las regiones del diagrama de estabilidad de carga. Estas regiones

están separadas por lineas de degeneración (lineas negras), la intersección de estas

lineas da lugar a puntos de degeneración (puntos grises). Los puntos negros, ubicados

en (0.9, 1.8) meV y (1.8,0.9) meV, denotados por los kets |L〉 y |R〉 respectivamente,

corresponden a los estados inicial y final del protocolo de control. La linea de ĺınea

de trazos roja representa un camino posible en el CSD, relacionado a la estrategia de

LZ, para ir desde |L〉 a |R〉. (b) El potencial total V (r) + Vb(r) + W (r) en función

de x (para y = 0) coloreado de acuerdo a su contribución principal. (c) Las enerǵıas

del estado fundamental y primer excitado en función del detuning ε (ε = VR − VL)

variado desde la configuración (1,0) a (0,1) a través de la linea roja desde |L〉 a |R〉.

En este protocolo la profundidad del pozo de la izquierda disminuye linealmente en el

tiempo mientras la profundidad del pozo de la derecha aumenta en la misma razón,

es decir, V LZ
L,R(t) = V 0

L,R ± (V 0
R − V 0

L )t/T , donde V 0
L = 1,8 meV y V 0

R = 0,9 meV.
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El segundo esquema que consideramos es el protocolo CP [149]. Este esquema ha

probado ser capaz de controlar un sistema descripto por un Hamiltoniano del tipo

LZ a la máxima velocidad permitida por la mecánica cuántica [132, 150]. Además,

recientemente ha sido probado que el esquema de CP corresponde a una solución

anaĺıtica del problema de control óptimo formulado este tipo de sistemas [150]. La

dependencia temporal de los voltajes de puerta, en este esquema, consisten en una

función constante por tramos dada por

ε(t) =



−ε0 t ≤ 0

+εM t ∈ (0, t0]

0 t ∈ (t0, T − t0)
−εM t ∈ [T − t0, T )

+ε0 t ≥ 0,

(5.4)

donde ε0 = 0,9 meV, εM = 20 meV, y t0 satisface εM t0 = π/4. En el primer y ultimo

tramo, los voltajes de puerta se eligen tal que los estados inicial |L〉 y final |R〉 sean

autoestados del Hamiltoniano instantaneo para t = 0 y t = T , respectivamente. En el

medio de estos intervalos, hay dos pulsos deltiformes separados por una parte central

con VL = VR. Debe hacerse notar que los cambios abruptos en los campos hacen

de este protocolo poco realistas para la aplicación experimental en puntos cuánticos

semiconductores.

Finalmente, proponemos un tercer esquema en el cual los voltajes de puerta lineales

del protocolo LZ V LZ
L,R(t) son corregidos por funciones optimizadas vL,R(t) obtenidas

con OCT. Los voltajes compuestos tienen la forma

Vi(t) = V LZ
i (t) + vi(t), (i = L,R). (5.5)

donde el protocolo de LZ es conocido por producir transiciones lentas (adiabáticas)

de alta fidelidad, la parte optimizada en la Ecuación (5.5) posibilita transiciones

extremadamente rápidas, no adiabáticas como se verá a continuación.

La Figura 5.2(a) muestra el yield en función de la duración de los campos para

la transición |L〉 → |R〉 obtenido con las estrategias LZ, CP, y OCT. La TDSE ha

sido resuelta en la base diabática de autoestados del Hamiltoniano localizado a la

izquierda HL y los cálculos OCT han sido realizados con una fluencia de 0.31 meV2.
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Figura 5.2: (a) Yield calculado en función de la duración del pulso para los protocolos

de Landau-Zener (LZ), pulso compuesto (CP) y Landau-Zener suplementado con

un pulso calculado con la teoŕıa del control óptimo (OCT). El inset muestra una

comparación más detallada entre CP y OCT, ambas alcanzan yields mayores que

99 % para una duración del pulso de 44 ps. El yield OCT crece sostenidamente hasta

99.99 % alrededor de 74 ps. (b) La variación temporal de los voltajes izquierdo y

derecho en función del tiempo para LZ, CP y OCT, cuando la longitud del pulso

está fija en 44 ps. (c) Poblaciones electrónicas diabaticas en el los pozos izquierdo y

derecho en función del tiempo para protocolos LZ, CP y OCT.

Los protocolos CP y OCT permiten transiciones eficientes con yields más altos que

99 % para una duración de campo de 44 ps, mientras el protocolo LZ requiere alrededor

de 1000 ps para alcanzar una fidelidad comparable. Debe notarse [ver el inset de la

Fig. 5.2(a)] que el campo OCT puede alcanzar yields aún mayores de ∼ 99,99 %

con campos más largos. El hecho notable de que el CP y los protocolos OCT dan

la misma duración de pulso mı́nimo para controlar la carga con una alta fidelidad

está relacionado con la propiedad de estas estrategias para controlar el sistema al
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QSL [133,156]. La coincidencia entre estas estrategias, muy diferentes entre śı, sugiere

que el tiempo de 44 ps es intŕınseco de nuestro sistema. Para esta duración de pulso, las

tensiones de puerta y las poblaciones de los estados diabáticos relevantes en función del

tiempo son mostrados en la Figura 5.2(b-c). En este tiempo caracteŕıstico el proceso

de LZ conduce a una transferencia de la población reducida, mientras los métodos

CP y OCT muestran una tendencia similar de transición rápida de la configuración

inicial a la de blanco.

Los tiempos de transición cortos (menores a 100 ps) obtenidos con los esquemas

CP y OCT son naturalmente favorables para aplicaciones de DQDs en el régimen

coherente. Una de las preguntas claves es sobre la habilidad de producir los pulsos

sugeridos con los métodos experimentales disponibles. Al respecto, el campo OCT

de la Fig. 5.2(b) tiene una apariencia suave, que también ha sido encontrado en

estudios preliminares en transiciones eléctricamente controladas en DQD [157]. Por

otra parte, los cambio abruptos caracteŕısticos del CP son dif́ıciles de obtener con

métodos experimentales.

Luego examinamos en detalle diferentes caminos optimizados en el CSD. Fig. 5.3(a)

muestra curvas en el plano (VL(t), VR(t)) obtenidas por una optimización OCT de las

profundidades de los pozos izquierda y derecha [Eq. (5.5)]. Varios valores fijos para

la fluencia entre 0 y 0.31 meV2 son considerados, y el tiempo es fijado a 44 ps. No-

tablemente, el algoritmo de OCT para la maximización del yield provoca que VL(t) y

VR(t) evolucionen a lo largo de una trayectoria de forma de bucle, que es axialmente

simétrica con respecto a la diagonal VL = VR. Las trayectorias dan razón a fideli-

dades que crecen con la fluencia, desde 16.5 % (que corresponden al proceso de LZ)

hasta 99.9 %. Debe notarse que el aumento de la fidelidad está relacionada con una

aproximación de la trayectoria hacia el punto de degeneración playo. En particular, la

fidelidad más alta corresponde a los voltajes de puerta dependientes del tiempo para

los que la trayectoria pasa a través del punto triple de degeneración [158].

Las enerǵıas instantáneas, EA
0 y EA

1 , para los estados fundamental y excitados

calculados con este campo son mostradas en las Fig. 5.3(b). Esta figura muestra que

el efecto de los voltajes de puerta dependientes del tiempo es acercar estos niveles

durante un intervalo de 8 ps . t . 36 ps, aśı favoreciendo la interferencia entre estos

estados. Este régimen corresponde a trayectorias cercanas a la ĺınea de degeneración
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Figura 5.3: (a) Trayectorias optimizadas mostradas en el diagrama de estabilidad de

carga para varios valores de la fluencia en meV2 para una duración de pulso de 44

ps. Para la fluencia más grande (curva roja), la trayectoria pasa a través del pun-

to de degeneración playo. Para esta trayectoria, las enerǵıas adiabáticas del estado

fundamental y primer excitado como funciones del tiempo y sus poblaciones corre-

spondientes son mostradas en (b) y (c), respectivamente.

que separa las regiones (1,0) y (0,1). Este efecto también se refleja en las poblaciones

de los estados fundamental y primer excitado en función del tiempo mostrados en

Fig. 5.3(c). En dicho intervalo de tiempo, ambos niveles son, en promedio, igualmente

poblados alcanzando las ocupaciones finales en los últimos 8 ps del campo.

Como una conclusión de esta sección, debe ser puntualizado que la estrategia

OCT, caracterizada por trayectorias en el CSD con forma de bucle, ha demostrado

ser capaz de producir transferencia de carga a casi el QSL, en cuanto es medido

por el protocolo CP, satisfaciendo de esa manera los requerimientos estrictos para la
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corrección de errores cuántica (perdida de fidelidad que va entre 0.01 % y fracciones

uno por ciento [159,160]).

5.3.3. Protocolo de control basado en un ansatz paramétri-

co

Basados en los resultados OCT anteriores, podemos proponer un protocolo de

control que depende de un único parámetro, Aε, cuyo significado es explicado abajo.

De manera similar a Ec. (5.5) anterior, el detuning ε(t) = VR(t) − VL(t) y las suma

µ(t) = VR(t) + VL(t) puede ser expresado por

ε(t) = εLZ(t) + εOCT(t), (5.6)

µ(t) = µLZ(t) + µOCT(t). (5.7)

Ya que el campo optimizado es cero a t = 0 y t = T por definición, la misma condición

se aplica a µ(t). Sugerimos el siguiente ansatz,

ε(t) = εLZ(t) + Aε sin(2π t/T ) (5.8)

µ(t) = µ0 + Aµ [cos(2π t/T )− 1], (5.9)

donde Aε y Aµ son los parámetros de ajuste del modelo. Como fue discutido previa-

mente, las trayectorias que pasan cerca del punto de degeneración (DP), (VL, VR) =

(VDP , VDP ), poseen yields más altos que el 99 %. Por lo tanto, fijamos el valor de Aµ

por la condición de que el punto de degeneración es el punto de retorno a t = T/2;

por lo tanto, Aµ = (µ0 − 2VDP )/2 con µ0 = VL(0) + VR(0). Este ansatz, con tal

parametrización, da un representación muy precisa del protocolo OCT para una var-

iedad de trayectorias.

En la Fig. 5.4(a) mostramos tres transiciones parametrizadas diferentes (A, B, C)

marcadas en el CSD [los valores de los parámetros se muestran en las Figs. 5.4(b-d)].

El protocolo se aplica para alcanzar el estados blanco simétricamente localizado en

el pozo derecho desde el estado inicial localizado en el pozo izquierdo. En todos los

casos, las trayectorias son curvas suaves que conducen el sistema al estado blanco con

alta fidelidad.
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En la Figs. 5.4(b-d) mostramos el yield en función de la duración del pulso para

las tres trayectorias parametrizadas A, B y C y para la estrategia CP. Nótese que,

para una dada trayectoria y valor de Aε, nuestra estrategia de control tiene varios

tiempos caracteŕısticos donde el máximo yield es obtenido. El más corto de estos

tiempos caracteŕısticos, que se obtiene ajustando los valores de Aε, es más grande que

el tiempo en el cual el yield máximo es obtenido por el CP. Como con el caso de los

pulsos optimizados, los pulsos parametrizados pueden en el mejor de los casos ajustar

la velocidad del CP para el valor óptimo de parámetro Aε. Para los procesos A, B y C

encontramos que estos parámetros óptimos corresponden a Aε = 0,452, 0.791 y 1.085

meV, respectivamente. En las Figs. 5.4(b-d) también mostramos los yields para pulsos

con valores diferentes de Aε. Para la trayectoria A, una fidelidad del 98 % se obtiene

al tiempo caracteŕıstico medido por el CP. Para esta trayectoria nuestro esquema con-

duce a un segundo máximo, a alrededor de cuatro veces el tiempo caracteŕıstico, con

una fidelidad del 99.9 %. Para las trayectorias B y C el protocolo propuesto produce

yields tan altos como el 99.99 % en tiempo similares al del CP con los valores óptimos

de Aε.

5.4. Conclusiones

Hemos estudiado los procedimientos óptimos para controlar las transiciones de car-

ga en un punto cuántico doble realista usando voltajes de puerta. Hemos demostrado

que un campo sintonizado con la teoŕıa del control óptimo encima de un protocolo de

Landau-Zener es una estrategia eficaz para acelerar las transiciones sin comprometer

la fidelidad. Por otra parte, los campos óptimos encontrados vaŕıan suavemente y,

por lo tanto, son más realistas en comparación con los campos similares propuestos

por el método de pulso compuesto. Los tiempos de transición el pulso optimizado

y compuesto son comparables entre śı, siendo el último una referencia del ĺımite de

velocidad cuántica.

El análisis de la dinámica en el diagrama de estabilidad de carga muestra que la

evolución sigue trayectorias en forma de bucle. Estas trayectorias se corresponden con

voltajes de puerta dependientes del tiempo para los cuales los estados de carga del
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sistema permanece, la mayor parte del tiempo, cerca de la ĺınea de la degeneración,

en el que el electrón se localiza parcialmente en los dos puntos cuánticos. Por último,

hemos sido capaces de encontrar un ajuste simple de un solo parámetro para los

campos óptimos, los cuales, en principio, podŕıan ser implementados en un montaje

experimental.
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Figura 5.4: (a) Trayectorias para los protocolos parametrizados propuestos en Ecs.

(5.8) y (5.9) para el valor óptimo de Aε en meV calculado fijando la duración del

pulso al tiempo en el cual el CP alcanza su primer máximo. Los estados iniciales para

las trayectorias A, B y C son los estados fundamentales para los voltajes de puerta

(VL, VR) = (1,8, 0,9) meV, (2,26, 0,45) meV y (3,16, 0,45) meV respectivamente. (b-d)

Yield en función de la duración del pulso en el CSD para los puntos A, B and C con

tres valores diferentes de Aε. El resultados para el protocolo del pulso compuesto (CP)

se muestra por comparación.



CAPÍTULO 6

Conclusiones

En śıntesis, durante la presente tesis hemos estudiado sistemas de electrones ba-

jo diversas condiciones de confinamiento espacial. En primer lugar hemos analizado

el efecto de la restricción sobre la función de onda y las enerǵıas de átomos encap-

sulados por potenciales fenomenológicos, y las consecuencias sobre sus propiedades

eléctricas y magnéticas. Estos efectos serán relevantes, por ej., en átomos en fulerenos

endohédricos o átomos en nanoporos. Luego, analizamos electrones restringidos a

moverse en dos dimensiones, tal como ocurre en la interfaz de separación de las het-

erojunturas semiconductoras de AsGa y AlAsGa. En estos sistemas, potenciales de

puerta aplicados mediante electrodos metálicos depositados durante el crecimiento

epitaxial, permite el control adicional del movimiento lateral, permitiendo la forma-

ción de regiones cargadas o puntos cuánticos. La presencia de átomos de impureza da

lugar a cargas adicionales cuyos potenciales de Coulomb perturban la función de onda

de los electrones de los puntos cuánticos. En este estudio se caracterizó las condiciones

de magnitud y posición de la carga para los cuales es posible mantener el grado de

entrelazamiento de los electrones necesario para su utilización como bits de informa-

ción cuántica. Finalmente, se estudiaron diversos protocolos de control mediante la
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variación temporal de los potenciales de puerta, necesarios para la inicialización, lec-

tura y procesamiento de los qubits antes definidos. El protocolo propuesto presenta

las ventajas de velocidad cercana a la máxima permitida por la mecánica cuántica,

elevada fidelidad cercana a 1 y simplicidad de parametrización basada en el diagrama

de estabilidad de carga experimental.

Las principales conclusiones de los estudios expuestos en los caṕıtulos precedentes

son las siguientes: En el Caṕıtulo 3 estudiamos el efecto del confinamiento sobre las

propiedades eléctricas y magnéticas de los átomos en función de la posición atómica

con respecto al centro del pozo. El comportamiento de estas propiedades puede ser

entendido como un proceso de disociación de la molécula artificial diatómica formada

entre ambos centros. Hemos proporcionado cálculos de la dependencia de las compo-

nentes de la polarizabilidad y los tensores de apantallamiento magnético nuclear con

la posición nuclear calculados dentro la aproximación de la fase aleatoria. Existen tres

escenarios diferentes en función de las intensidades relativas del pozo y el potencial

de Coulomb según si uno de ellos es dominante o ambos se vuelven comparables.

También hemos explorado en el Caṕıtulo 4 la influencia de una impureza atómica

sobre la entroṕıa de entrelazamiento en puntos cuánticos dobles de dos electrones. El

grado de entrelazamiento se mostró altamente modulado tanto por la ubicación y el

apantallamiento de la carga del átomo de impureza. Dos reǵımenes están claramente

identificados: uno de bajo entrelazamiento y otro de alto entrelazamiento, ambos

determinados principalmente por la magnitud de la carga. El acoplamiento de inter-

cambio entre los electrones, siendo proporcional a la diferencia de enerǵıa singulete-

triplete, tiene un comportamiento opuesto a la entroṕıa. Finalmente, la magnitud de

la intensidad del oscilador del sistema podŕıa proporcionar una indicación de la pres-

encia y caracteŕısticas de impurezas que podŕıan influir en gran medida el grado de

entrelazamiento del sistema.

Finalmente, en el Caṕıtulo 5 se presenta el estudio del control de un electrón

en un doble punto cuántico acoplado. La estrategia de control propuesta consiste

en superponer campos alternos sobre sobre una variación lineal de Landau-Zener

para producir transferencias de carga a la misma velocidad que el protocolo de pulso

compuesto, que permite conducir el sistema en el ĺımite de velocidad cuántica. La

mayoŕıa de las estrategias de control requieren de un conocimiento del espectro de
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enerǵıa, sin embargo, nuestra estrategia de control puede ser parametrizada a partir

de la información disponible en el CSD.



APÉNDICE A

Integrales bielectrónicas en dos dimensiones

DISTRIBUCIONES DE CARGA GAUSSIANA ESFÉRICA

Consideremos la electroestática de dos distribuciones de carga gaussianas esféricas

de exponentes p y q, centradas en P y Q,

ρp(rP ) =
p

π
exp(−p r2P ), (A.1)

ρq(rQ) =
q

π
exp(−q r2Q), (A.2)

cada una de las cuales corresponde a una carga positiva unitaria.

En esta sección consideraremos el potencial electroestático en C debido a ρp(rP ),

Vp(C) =

∫
ρp(rP )

rC
dr, (A.3)

y la enerǵıa de repulsión entre ρp(r1P ) y ρq(r2Q)

Vpq =

∫ ∫
ρp(r1P )ρq(r2Q)

r12
dr1 dr2. (A.4)
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EL POTENCIAL DE UNA DISTRIBUCIÓN DE CARGA GAUSSIANA

ESFÉRICA

El truco para resolver la integral (A.3) consiste en expresar el operador r−1C en

termino de su transformada de Fourier, que es separable en las direcciones cartesianas:

1

rC
=

1

2π

∫
k−1exp(ık · rC) dk. (A.5)

Obtenemos aśı la expresión para el potencial Vp(C):

Vp(C) =
p

2π2

∫ ∫
k−1 exp(−p r2P ) exp(ık · rC) dk dr. (A.6)

Si realizamos una traslación, cambiando el origen de las coordenadas espaciales al

punto P

Vp(C) =
p

2π2

∫
k−1 dk eık·RPC

∫
exp(−p r2) exp(ık · r) dr, (A.7)

y usamos la transformada de Fourier de la gaussiana∫
exp(−p r2) exp(ık · r) dr =

π

p
exp(−k2/4p). (A.8)

la integral de cuatro variables (A.17) se reduce a una integral en dos dimensiones

Vp(C) =
1

2π

∫
k−1 e−k

2/4p+ık·RPC dk. (A.9)

La integral (A.9) puede resolverse haciendo la integración en coordenadas polares y

recurriendo a las definiciones de la función de Bessel de primera especie J0 y la función

de Bessel modificada también de primera especie I0:

Vp(C) =
1

2π

∫ ∞
0

dk e−k
2/4p

∫ 2π

0

dθ eı kRPCcos(θ) (A.10)

=

∫ ∞
0

dk e−k
2/4p J0(k RPC), (A.11)

=
√
π p exp(− pR2

PC/2) I0
(
pR2

PC/2
)
, (A.12)

REPULSIÓN ENTRE DISTRIBUCIONES DE CARGA GAUSSIANAS

ESFÉRICA

La interacción entre dos distribuciones de carga (A.4) puede ser calculada co-

mo la enerǵıa electroestática de la segunda distribución en el potencial de la primer
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distribución:

Vpq =

∫
Vp(r2)ρq(r2Q) dr2. (A.13)

Para calcular esta interacción podemos reemplazar la expresión de Vp dada en la

ecuación (A.30),

Vpq =
qp

2π3

∫
k−1 dk eık·RPQ

∫
exp(−p r21) exp(ık · r1) dr1

∫
exp(−q r22) exp(−ık · r2) dr2,(A.14)

y realizar, al igual que en la sección anterior, las integraciones espaciales haciendo uso

de las traslaciones correspondientes y de la transformada de la gaussiana, con lo que

obtenemos:

Vpq =
1

2π

∫
k−1e−ρk

2

eık·RPQ dk

=

∫ ∞
0

e−ρ k
2

J0 (k RPQ) dk

=
1

2

√
π

ρ
exp

(
−R2

PQ/8ρ
)
I0
(
R2
PQ/8ρ

)
(A.15)

donde ρ = 1
4p

+ 1
4q

. Esta expresión se encuentra verificada por el paper G. Burkard,

D. Loss y D.P. DiVicenzo, Phys. Rev. B 59, 2070 (2003).

Para distribuciones de carga no normalizadas a la expresión anterior deberá multipli-

carse un factor π2/pq.

REPRESENTACIONES INTEGRALES ALTERNATIVAS

Otro camino para resolver la integral (A.3) consiste en expresar el operador r−1C en

termino de una integral unidimensional sobre una función gaussiana, que es separable

en las direcciones cartesianas:

1

rC
=

1√
π

∫ ∞
−∞

exp(−r2C t
2) dt. (A.16)

Obtenemos la siguiente expresión para el potencial Vp(C):

Vp(C) =
p

π3/2

∫
exp(−p r2P )

∫ ∞
−∞

exp(−r2C t
2) dt dr, (A.17)
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Ahora invocamos regla del producto de gaussianas

Vp(C) =
p

π3/2

∫ ∞
−∞

{∫
exp(−(t2 + p) r2S) dr

}
exp

(
− pt2

t2 + p
R2
PC

)
dt, (A.18)

donde S es un punto en la ĺınea que conecta C con P:

S =
t2C + pP

t2 + p
. (A.19)

Si realizamos la integración sobre la coordenada espacial tenemos

Vp(C) =
2p√
π

∫ ∞
0

(t2 + p)−1 exp

(
− pt2

t2 + p
R2
PC

)
dt, (A.20)

Para calcular VPQ podemos reemplazar (A.30) en (A.4)

Vpq =

∫
Vp(r2)ρq(r2Q) dr2. (A.21)

En término de la integración (A.30) puede demostrarse que

Vpq =
2√
π

∫ ∞
0

a(t) exp
(
−a(t)R2

PQ t
2
)
dt. a(t) =

pq

t2(p+ q) + pq
(A.22)

Antes de continuar con las evaluaciones correspondientes es conveniente realizar un

cambio de variable que nos lleve a un dominio de integración finito, y en particu-

lar, para establecer correspondencias con el caso tridimensional de (0,1). Para esto

definimos la nueva variable

t2 =
pq

pq + (p+ q)(u2 − 1)
u2, (A.23)

y la integral (A.22) resulta

Vpq =
2√
π

∫ √
pq+p+q

p+q

0

√
pq√

pq+p+q
(p+q)

− u2
e−

pq
pq+p+q

u2R2
PQdu, (A.24)

finalmente mediante el escalamiento

u→ u

√
pq + p+ q

p+ q
(A.25)

tenemos la integral

Vpq = 2

√
α

π

∫ 1

0

e−αR
2
PQu

2

√
1− u2

du, α =
pq

p+ q
, (A.26)
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que no es otra cosa que una representación integral de la solución (A.15), ya que∫ 1

0

e−αR
2
PQu

2√
(1− u2)

du =
π

2
e−αR

2
PQ/2I0

(
αR2

PQ/2
)
. (A.27)

Antes de finalizar esta sección vamos a demostrar que partiendo de la Ec. (A.30) el

potencial Vp puede escribirse a través de la integral (A.27). Si en la Ec. (A.30) hacemos

el cambio de variables

t→

√
pu2

p− u2
(A.28)

la integral resulta

Vp(C) =

√
p

π

∫ √p
0

exp (−R2
PCu

2)√
p− u2

dt. (A.29)

La integral anterior por medio de la dilatación u→ u
√
p resulta

Vp(C) =

√
p

π

∫ 1

0

exp (−pR2
PCu

2)√
1− u2

dt. (A.30)

INTEGRALES DE COULOMB HERMITE

En la sección anterior discutimos la evaluación de las integrales de Coulomb sobre

gaussianas esféricas. Ahora iremos un paso adelante y consideraremos distribuciones

electrónicas no esféricas como las descriptas por las gaussianas de Hermite. La integral

de la interacción de Coulomb de dos electrones es

Vtu;τν =

∫ ∫
ΛtuvΛτνφ

r12
dr1dr2 (A.31)

donde Λtuv es una gaussiana de Hermite de exponente p centrada en P y Λτνφ una

gaussiana de Hermite de exponente q centrada en Q. Insertando la definición de las

gaussianas de Hermite y tomando los operadores diferenciales fuera de la integral

obtenemos

Vtu;τν =

(
∂

∂Px

)t(
∂

∂Py

)u(
∂

∂Qx

)τ (
∂

∂Qy

)µ
(A.32)

×
∫ ∫

exp (−p r21P ) exp
(
−q r22Q

)
r12

dr1dr2, (A.33)

=
π2

pq

(
∂

∂Px

)t(
∂

∂Py

)u(
∂

∂Qx

)τ (
∂

∂Qy

)µ
Vpq (A.34)
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Con la ecuación (A.26) la ecuación anterior se escribe

Vtu;τν = (−1)τ+ν
2π3/2√
pq (p+ q)

(
∂

∂Px

)t+τ (
∂

∂Py

)u+ν ∫ 1

0

e−αR
2
PQu

2

√
1− u2

du︸ ︷︷ ︸
F0(αR2

PQ)

(A.35)

donde se definió la función módulo de orden cero, F0. Ahora definimos las integrales

de Coulomb Hermite

Rtu(ρ,RPQ) =

(
∂

∂Px

)t(
∂

∂Py

)u
F0(αR

2
PQ), (A.36)

en término de las que (A.35) se reescribe

Vtu;τν = (−1)τ+ν
2π3/2√
pq (p+ q)

Rt+τ,u+ν(ρ,RPQ). (A.37)

EVALUACIÓN DE LAS INTEGRALES DE COULOMB HERMITE

Para desarrollar un esquema para evaluar las integrales de Coulomb Hermite

(A.36), notemos que la primer derivada satisface la relación

R10 = −2αXPQ

∫ 1

0

e−αR
2
PQu

2

u2√
1− u2

du = −2αXPQF1(αR
2
PQ) (A.38)

donde si definimos las funciones módulo de orden n como

Fn(αR2
PQ) =

∫ 1

0

e−αR
2
PQu

2

u2n√
1− u2

du =

√
π

2

Γ (n+ 1/2)

Γ (n+ 1)
M(n+ 1/2, n+ 1,−αR2

PQ),(A.39)

que se definen en término de la función hipergeométrica confluente de Kummer M ,

la integral R10 resulta proporcional a la función módulo de primer orden.

Las derivadas de orden superior a la (A.38) se expresan también como combinaciones

lineales de la funciones módulo de diferentes ordenes y nuestra tarea es desarrollar un

esquema recursivo por el cual las integrales de Coulomb Hermite Rtu con t + u ≤ N

puedan ser calculadas de las funciones módulo Fn de orden n ≤ N . Para esta finalidad

definimos las integrales auxiliares de Hermite

Rn
tu(α,RPQ) =

(
∂

∂Px

)t(
∂

∂Py

)u
Rn

00(α ,RPQ), (A.40)
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donde

Rn
00(αR

2
PQ) = (−2α)nFn(αR2

PQ). (A.41)

Ahora debemos relacionar las integrales Rn
tu por recurción, para eso incrementamos t

en uno y obtenemos

Rn
t+1u(α,RPQ) =

(
∂

∂Px

)t
XPQR

n+1
0u (α ,RPQ). (A.42)

Usando las definiciones con la ecuación anterior y haciendo uso del conmutador pode-

mos escribir la relación de recurrencia entre las integrales de auxiliares de Hermite

Rn
t+1u(α,RPQ) = XPQR

n+1
tu (α,RPQ) + t Rn+1

t−1u(α,RPQ), (A.43)

Rn
tu+1(α,RPQ) = YPQR

n+1
tu (α,RPQ) + uRn+1

tu−1(α,RPQ). (A.44)

De esta modo, todas integrales de Coulomb Hermite (A.36) de orden t+u ≤ N puede

ser calculadas de la función Fn de orden n ≤ N por recursión.
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