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Resumen— El objetivo de esta presentacion es encontrar los puntos de trabajo deseados
para que un servomotor accione los movimientos de un brazo manipulador con la mayor
eficiencia posible a partir de la sefial de la funcion transferencia optimizada. Presentamos
un modelo bésico de regulacion de la energia para la alimentacion de un motor de cc, que
podria ser utilizado en una prétesis de miembro superior o inferior. La ganancia
correspondiente utilizando el Regulador Optimo Cuadratico para cada una de las variables
intervinientes fue de K= [609,0428 33,3480 3,415 -707,1068]. Los resultados obtenidos
indican que la utilizacion de esta herramienta mejora el rendimiento del servomotor
siempre que los parametros sean ajustados para cada caso en particular.
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1. Introduccion

La Ingenieria en Electronica contribuye al disefio de dispositivos utiles para automatizar
terapias de rehabilitacion y dar a los pacientes la autonomia necesaria para un mejor
rendimiento en su desenvolvimiento cotidiano. Los dispositivos de ayuda y tecnologias
tales como sillas de ruedas, protesis, auxiliares de movilidad, audifonos, ayudas
visuales, programas informaticos especializados y aumento de hardware de movilidad,
audicion y la capacidad de comunicacion, son los mas utilizados. Con la ayuda de estas
tecnologias, las personas con una pérdida de funcionamiento son mas capaces de vivir
en forma independiente y participar en sus sociedades.

Los servosistemas son mecanismos muchas veces utilizados en el ambito de
rehabilitacion de pacientes que han sufrido la amputacion de alguno de sus miembros.
Para cubrir tal demanda de necesidades, se hace uso de las protesis mioeléctricas, las
cuales utilizan servomotores de cc destinados a accionar los distintos grados de libertad
que posee un miembro articulado.

El diseno de miembros artificiales requiere un conocimiento completo no sélo de la
mecanica de los distintos componentes, sino también una comprension clara de los
dispositivos electromecanicos, entre los cuales, los motores de corriente continua juegan
un papel clave en el area de las protesis.



Transferencia de la Sefial Optima a un Regulador aplicado a Servosistemas

En el campo de la Bioingenieria, velocidad, fuerza y estabilidad son aspectos a
considerar en el desarrollo de la extremidad anatémica que funciona con servomotores
de cc. Estas caracteristicas se deben tener en cuenta como restricciones fisicas de la
tecnologia actual para lograr las cualidades que presenta la extremidad natural.
Combinar la velocidad y la fuerza muscular con el funcionamiento del actuador
tecnoldgico no es una tarea facil, principalmente cuando se trata de conseguir un motor
de accionamiento con la relacion velocidad—par adecuadas [1].

La Teoria de Control Clasico a menudo utiliza las funciones de transferencia para
caracterizar las relaciones de entrada—salida de componentes o de sistemas que se
describen mediante ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo. O sea,
describe a un sistema dindmico a través de la relacion del cociente entre la transformada
de Laplace de la salida (funcion respuesta) y la transformada de Laplace de la entrada
(funcion de excitacion).

Considerando a este sistema dindmico como una “caja negra”, en la cual se observa que
a través de la inyeccion de diferentes tipos de sefiales a la entrada se obtiene un conjunto
de sefiales a la salida de la misma, nos permite conocer su comportamiento y asi definir
sus propiedades [2]. Normalmente los andlisis de datos se realizan desde el punto de
vista grafico en el espacio de los tiempos y, en el espacio de las frecuencias, mediante la
utilizacion de la funcién transferencia correspondiente.

En el campo de la teoria de control, la optimizacion es fundamental. Dicho proceso da
lugar a la investigacion de cada sistema motor especifico (adaptacion, desarrollo,
evoluciodn, recuperacion). Ademas, hacen que el sistema funcione cada vez mejor. En el
ambito de las investigaciones tedricas, es natural buscar limites al rendimiento dptimo
del control del motor [3].

2. Materiales y Métodos

Se considera el servomotor de la Figura 1 que impulsa una carga a través de un eje
rigido. Si la corriente de campo es mantenida constante en un valor /; o el flujo de
campo proviene de un imdn permanente [4], esta maquina puede ser controlada
unicamente por la tension v,(?) aplicada a la armadura.

R,
R L o[ 4
+ oA —TTD gz v,
_’fﬂ(?‘) s E,e,w , 0

v, (1) v, (0 == — )

— Carga

Figura 1. Esquema servomotor.
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Como fuera descripto en un trabajo previo [5], la ecuacioén del par de torsion eléctrico
puede ser escrita como:

Loy=Ki@® (1)

Donde, K, es la constante de torsion y es directamente proporcional a /. Cuando el

motor impulsa la carga, se desarrolla una fuerza contraelectromotriz en el circuito de
armadura. Esta tension es proporcional a la velocidad angular desarrollada en el eje, o
sea:

a6

v,)=K, i )

Donde K, es la correspondiente constante de proporcionalidad.

Aplicando la ley de Kirchhoff de las tensiones a la malla del circuito de la armadura, se
tiene:

n=u=Ri0+1, = )

Sea J el momento de inercia total de la carga, O el desplazamiento angular de la carga
y b el coeficiente de rozamiento viscoso. El par necesario que el motor debe desarrollar
para vencer la inercia, el rozamiento y el par de reaccion de la carga estan dados por:

ra=sCW 40
dt
Ki,@m=J & eft) +b%? (5)

Elegimos como variables de estado de este sistema a

x, =6()
x=00=0) (6
x; =10,(0)

Donde

X, : posicion; x,: velocidad angular y x;: corriente de armadura.

Sea un sistema de control

= +
x=Ax+Bu (7)
y =Cx+Du
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Se tiene,

r(t)=0 4 u(t) x(?) y(t)
- L

Xx=Ax+Bu ¥ C

K y

Figura 2. Sistema de control con realimentacion de estados y ganancia K

x — Vector de Estado

y — Vector de Salida

A — Matriz de Estado

B — Matriz de Entrada

C — Matriz de Salida

D — Matriz de Transicidén Directa

-K — Ganancia

Este sistema en lazo cerrado no tiene entradas. Su objetivo es mantener la salida a cero.
Como pueden existir perturbaciones, la salida se desviara de cero. Esta salida retornara
a la entrada de referencia cero debido al esquema de realimentacion. Un sistema de esta
naturaleza se conoce como sistema regulador.

La representacion en variables de estado del sistema del servomotor queda:

0 0 ) Ig 0 0
(i) =0 7 7 (o + 3 u(t)
il |, K -R, fa -
ST L, L, | L™a
(®)
0
y=[1 0 0]

En la vida real se desea de un sistema de control, que la salida de éste siga de forma
precisa una entrada o referencia. Esto significa que la sefial de referencia en la Figura 2
r # 0. Los distintos tipos de sistemas de control se clasifican de acuerdo al nimero de
integradores en la funcion de transferencia de lazo abierto. Un sistema de de este tipo
tiene un integrador en el camino directo y por tanto el sistema presenta error de régimen
permanente nulo ante una perturbacion a la entrada en escalon.
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El diagrama del sistema a considerar es [6]:

+ U

La@® [ E»l K x=Ax+Bu { C ——>

Figura 3. Sistema Servomotor con un integrador

Y su expresion matematica

u(t)=—Kx@)—Kr(t) (9)
Por tanto, en régimen permanente se tiene que
x(00) = (A-BK)x(00) + BK,r(c0)  (10)
Podemos obtener la ecuacion de error de este sistema
x(t) - x(00) = (A-BK)[x(t)—x(c0)] (1)

Donde
e(?) = x(#) —x(c0) (12)

Por lo tanto

e(t) = (A-BK)e(r)  (13)
Cuya solucion es

e(t) = e“ P e(0)  (14)

La ecuacion anterior describe la dindmica del error del sistema de la Figura 3, y nos dice
que este error e(¢) tiende a cero para una condicion inicial dada e(0) si los autovalores

de la matriz (A-BK) se encuentran ubicados en el semiplano izquierdo del plano s de
forma que el sistema en lazo cerrado resulte asintoticamente estable.

Para el régimen permanente tenemos,
X(#) —x(00) = x, ()
e(t)—e(oo)=e, (1) (15)
u(t) —u(oo) = u, ()
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Reescribiendo en forma matricial,

B
0

X, (?)

() [A 0
- e.(t)

ée(t) —C 0

+[ lue(t) (16)

Y finalmente,

u (t)=—Kx,()+Ke () (17)

Se define entonces un nuevo vector de estado de orden (n + 1) denominado vector de
error. Esta nueva representacion de estado surge de la ecuacion de error del sistema.

Funcion de Costo

Uno de los métodos sistematicos y muy utilizados para determinar los valores de es
mediante la utilizacion de técnicas de control optimas, a través de la minimizacion de
indices de desempefio cuadratico mediante la siguiente funcidn escalar:

S= j: [x"Qx+u'Ruldr  (18)

Esta es una funciéon cuadratica cominmente denominada funcion costo, y esta
directamente relacionada con la energia envuelta en el proceso de control. En la funcion
cuadratica la matriz Q es una matriz hermitiana o simétrica real definida (o

semidefinida) positiva, la matriz R es una matriz hermitiana o simétrica real definida

positiva, x es el vector de estado y u es el vector de entrada. El supraindice " indica
transposicion. Si la ecuacion de estado x = Ax+Bu es controlable entonces la matriz

de ganancias de realimentacion de estados es dada por la siguiente ecuacion:

K=R'B'"P (19)

donde P es una matriz simétrica y definida positiva que satisface la siguiente ecuacion:

PA+A"P-PBR'B'P+Q=0  (20)

Esta ecuacién se denomina ecuacion algebraica de Riccati, y debe ser solucionada
numéricamente. Esta ecuacion puede tener una o mas soluciones pero solamente una
solucion es simétrica y definida positiva, la que resulta en una matriz de ganancias
optima. Una ventaja de usar el esquema de control dptimo cuadratico es que el sistema
disefiado resulta asintéticamente estable, excepto en el caso en que el sistema no es
controlable. Q y R se eligen como matrices diagonales de la forma:

g, 0 - 0 r, 0 - 0
0- 0 ¢, - 0 R 0 r, - 0
0o 0 . 0] 0o 0 . 0
0o 0 - gq, 0o 0 - r,
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Donde los elementos ¢;; de la matriz Q estan asociados a la energia de los estados y los
elementos r; de la matriz R estan asociados a la energia de la accidon de control.

Tal lo expresado en [7] se busca minimizar la funcion de costo, determinando la matriz
de ganancias K del vector de control optimo (9) mediante el LQR (Regulador Optimo
Cuadratico).

3. Resultados y Discusion
Los pardmetros de la planta motora son los siguientes [8]:

R, = Resistencia de armadura =1 Q

L, = Inductancia de la armadura=35 mH

K, = Constante del par motor =1 Nm/A

K, =Constante de la f.c.eem=3 Vs/rad

b = Coeficiente de rozamiento de los cojinetes =0,1 Nms/rad

J =Momento de inercia del motor y la carga=0,2 Nm/rad/s’

Los casos simulados a continuacion corresponden a una persona con una amputacion de
miembro superior, para la cual se utilizé una prétesis marca EMO modelo Utah Arm 3
con rango de movimiento de 135° y 15,9 Kg. de carga limite con extensor de antebrazo
y cuyo servosistema asociado a la misma es un motor de cc Maxon RE 40 & 40mm de
150 Watts.

Funcidn Transferencia del Sistema Servomotor:

1,328

21
s+ 3,548 s +209,9 s @h
Polos del sistema servomotor, de la figura 2:
[0 -1.77+14.381 -1.78 -14.38i]
Pole-Zero Map
154 ‘ ‘
10+ i
4 |
£ :
5l ;
104 :
5% , ‘ 1 ‘ ‘
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Real Axis

Figura 4. Polos sistema servomotor
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En la Figura 4 se puede observar los polos del sistema original a partir de su respectiva
Funcion Transferencia y de las ecuaciones de estado (7).

Bode Diagram

-40

Magnitude (dB)

-135

-180 +

Phase (deg)

-225

270k =
10 10 10
Frequency (rad/sec)

Figura 5. Diagrama de Bode del sistema servomotor

En la Figura 5 se observa las dimensiones de magnitud y fase de la Funcién
Transferencia para el servomotor. Cabe destacar que la magnitud se encuentra muy
atenuada debido a la entrada cero (sin excitacion).

T
------ posicion

=== elocidad
— ia R

Mdédulo

I
0.5 1 15 2 2.5 3
Tiempo

Figura 6. Evolucion del sistema servomotor

La Figura 6 muestra la evolucion en el tiempo de las variables de estado del servomotor.

Funcion Transferencia del sistema con un integrador aplicando LQR:

939,1335
s +13.935°+254.45°+808.95+939.1

(22)

Polos del sistema con un integrador (LQR), de la figura 4:

[-5.17+13.651 -5.17-13.651 -1.79+1.091 -1.79- 1.09i]
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Pole-Zero Map
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Figura 7. Polos sistema servomotor con integrador

Se encuentran los componentes de la matriz de ganancias K, utilizando la sentencia
“Igr” de Matlab® [9].

Ganancias obtenidas con el regulador 6ptimo cuadratico:

K (Iqr)=[609,0428 33,3480 3,4153 -707,1068]

Bode Diagram

20+

40}

-60

Magnitude (dB)

-80 -

-100 +

-120

-90 -

-180

Phase (deg)

-270 +

-360 &
10

Frequency (rad/sec)

Figura 8. Diagrama de Bode del sistema servomotor (LQR)

b

En la Figura 8 puede observarse un destacado crecimiento de la magnitud de la “nueva’
Funcién Transferencia de trabajo, como asi también un menor valor del error de estado
estacionario (para cualquier seial de entrada variable en el tiempo).

La insercion del integrador para encontrar la sefal Optima produce un cambio en el
funcionamiento del sistema cuyas curvas de evolucion en el tiempo de las distintas
variables de estado pueden observarse en la figura siguiente.
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T
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Figura 9. Evolucion del sistema optimizado LQR

En la Figura 9 se observa que la energia invertida en los estados es bastante menor que
lo observable en la Figura 4, esto debido a la accion del LQR al servomotor con
integrador (servo).

1.2 T T T T T

0.8

0.6

Mdédulo

0.4

0.2

0

-0.2
0

Tiempo

Figura 10. Senal de error de la realimentacion del LQR

4. Conclusiones y recomendaciones

La utilizaciéon del Regulador Optimo Cuadrético con su respectiva accion de control y el
calculo de su error de realimentacion produce una atenuacidon en la oscilacion del
sistema incrementando la estabilidad del mismo. Para obtener un controlador LQR

(Linear Quadratic Regulator), es necesario definir las matrices de funcion de costo [Q]

y [R] Desafortunadamente no existen métodos analiticos simples que permitan al

disenador definir los valores que configuran dichas matrices [10], del control que se
desee realizar y de los esfuerzos de las variables de control. No existe mas opcion que

proponer unas matrices [Q] y [R], calcular el controlador y comprobar el

comportamiento del sistema en lazo cerrado. Es importante sefalar que la matriz K no
es Unica para un sistema determinado, sino que depende de las posiciones deseadas de
los polos en lazo cerrado (los cuales determinan la velocidad y el amortiguamiento de la
respuesta). La incorporacion del Regulador Optimo Cuadritico permite que la
transferencia de la sefial de trabajo del servomotor sea la adecuada para mejorar el
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rendimiento de la prétesis mioeléctrica. Se debe tener en cuenta que la seleccion de los
polos en lazo cerrado obtenidos, o de la ecuacion caracteristica deseada, es un
compromiso entre la rapidez de la respuesta y la sensibilidad ante perturbaciones y
ruido en la accioén del manipulador biomecénico. La incorporacion de un integrador y la
implementaciéon del LQR hacen posible que sea el mismo motor elegido con
anterioridad en el item 3, para ser utilizado en el accionamiento dptimo del miembro
protésico superior.
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