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Resumen

En este trabajo se analizé el contenido divisibilidad de numeros enteros, en
libros de textos de matematica del nivel medio, para determinar la vinculacion
existente entre la red de relaciones desplegadas en el planteamiento tedrico del
contenido divisibilidad en numeros enteros, y la red de relaciones involucradas o
emergentes de la resolucién de las situaciones problematicas que se proponen en los
mismos.

El marco teérico y las herramientas metodoldgicas utilizadas se inscriben en el
modelo epistémico y cognitivo del Enfoque Ontosemi6tico del Conocimiento y de la
Instruccion Matematica (EOS), propuesto por Godino y colaboradores.
Especificamente se hizo uso de las nociones de objeto matematico, practica y
sistemas de practicas, configuracion de objetos primarios y funcién semidtica.

En general se evidencia que las propuestas textualizadas no siempre
proporcionan todo el bagaje de conocimientos mateméaticos necesarios y suficientes

para favorecer la resolucién de las situaciones probleméticas que proponen.
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Introduccién

En este trabajo de tesis a partir del estudio didactico-matematico realizado al
contenido divisibilidad de numeros enteros, se tiene por finalidad determinar la
vinculacion existente entre la red de relaciones desplegadas en el planteamiento
tedrico del contenido divisibilidad en numeros enteros, en libros de texto de
matemética que son utilizados en el nivel medio, y la red de relaciones involucradas o
emergentes de la resolucion de las situaciones probleméaticas que se proponen en los
mismos.

En el primer capitulo se detalla la problemética de investigacion, siendo ésta
determinar la vinculaciébn entre las relaciones conceptuales establecidas en el
planteamiento tedrico y las resoluciones de las situaciones problematicas de cada
libro. También el objetivo general, los especificos, y en funcién de éstos las preguntas
de investigacion por responder.

En el segundo capitulo se presentan los antecedentes de investigacion, siendo
los mas pertinentes los trabajos de Marta Graciela Nardoni, que detalla un analisis
bibliografico de las diversas actividades que proponen los libros escolares de
matematica del nivel medio y superior, que son utilizados frecuentemente por los
profesores o recomendados desde los organismos oficiales y el de Bodi Samuel, que
realiza el andlisis de libros, que correspondieron tanto a editoriales de gran difusiéon
como de menor difusién, sobre la Divisibilidad que se presentaban en los mismos.

En el tercer capitulo se plantea el enfoque teorico, destacando los constructos
y las herramientas metodoldgicas relacionadas con el mismo. Utilizando
configuraciones epistémicas, tanto para modelizar las practicas conceptuales de la
propuesta tedrica textualizada como las correspondientes a las situaciones
problematicas planteadas, tratando de detectar las relaciones conceptuales
emergentes de ambas configuraciones. También se detalla la metodologia utilizada
para alcanzar los objetivos propuestos, dar respuesta a las preguntas de investigacion
formuladas y las distintas instancias de validacion.

En el cuarto capitulo se trabaja con los libros de texto seleccionados. Se
describen sus caracteristicas generales, se realiza una configuracion epistémica del
desarrollo tedrico del contenido y de las resoluciones de las situaciones problematicas
que se proponen. Se establecen las relaciones conceptuales entre los objetos
primarios intervinientes en ambas configuraciones y se analizan la vinculacion entre
ellas. Luego se establece una comparacién entre los procedimientos Yy
argumentaciones que se brindan en el desarrollo de los libros y los que se utilizan para
la resolucién de cada situacion problematica, posteriormente se realiza un analisis de

dichas comparaciones. Se dan respuestas a preguntas descriptivas, correspondientes
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a la componente epistémica, realizadas al contenido desarrollado en cada libro y
posteriormente se realiza un analisis de lo encontrado.

Las razones que orientaron a la resolucion de las situaciones problematicas de
cada libro y la construccién de las configuraciones epistémicas son la relevancia de la
investigacion expresada en el primer capitulo y los antecedentes que se exponen en el
segundo capitulo, que expresan las dificultades que se presentan en el desarrollo del
contenido Divisibilidad y que hacen pensar en las siguientes preguntas: ¢Qué
vinculacion existe entre las relaciones conceptuales del desarrollo tedrico y la red de
relaciones involucradas o emergentes de la resolucion de las situaciones
problematicas que se proponen en los mismos? ¢Es suficiente el desarrollo teérico
gue brinda un libro de texto, sobre el contenido divisibilidad de numeros enteros, para
poder resolver las situaciones problematicas que propone o si por el contrario es
necesario introducir nuevos conceptos? ¢ Cuales son las herramientas conceptuales
gue se utilizan al momento de resolver una situacion problemética?

A medida que se fue construyendo el sistema de practicas indispensable para
la resolucién de cada situacion problematica, fue surgiendo la necesidad de utilizar
conceptos matematicos que no necesariamente se encontraban en los desarrollados
en el libro. Siendo la introduccién de los mismos a consecuencia de la poca claridad, la
poca pertinencia o la no presencia de tales enunciados.

Finalmente, en el quinto capitulo se exponen las conclusiones a las que se
arriban. Donde se determina que, de la vinculacion establecida entre las relaciones
conceptuales de los objetos primarios del desarrollo teérico del libro y las involucradas
0 emergentes de las resoluciones de las situaciones problematicas, se evidencia que
en la mayoria de los casos la informacion conceptual brindada en el libro no es
suficiente y en otros casos tampoco pertinente, o clara, para dar con la resolucién mas
adecuada. Siendo que, en mayor profundidad, existen demasiadas diferencias y pocas
semejanzas entre los procedimientos y argumentaciones necesarios para resolver las
situaciones problematicas que se proponen y aquellos que se desarrollan en el libro.
Evidencidndose a través de preguntas descriptivas de la componente epistémica, que
en detalle cada libro tiene diversas carencias, como asi también situaciones

problematicas y conceptos muy distintos y variados.



CAPITULO 1

Problematica de la Investigacion

En este capitulo se plantea la problematica de la investigacion, el objetivo
general y los especificos por alcanzar, las preguntas de investigacion por responder y

la relevancia de la investigacion.
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1.1 Planteamientos del problema de investigacion

El libro de texto es un recurso habitual que utilizan los profesores para
planificar sus clases, hasta el punto que en diversas ocasiones es el propio libro el que
delimita lo que se desarrolla en la misma. Determinar qué es lo que dicen y que omiten
aquellos libros con los que entran en contacto los alumnos, cuales son los estereotipos
y distorsiones de la realidad que promueven, de quiénes se habla, etc., son preguntas
a las que numerosos investigadores tratan de hallarles respuesta (Torres, 1991)

De manera puntual, Cabero, J., Duarte, A., y Romero, R. (1995) expresan que
los libros de matemética influyen en la ensefianza de un contenido, lo que nos permite
considerar al libro de texto de matematica como una fuente de informacién sumamente
valiosa al momento de desarrollar un contenido en particular. Razén suficiente para
considerar de extrema importancia el andlisis de los libros de texto de matematica
desde una base tedrica cientifica, que permita discernir las caracteristicas de los
contenidos que en el mismo se desarrollan. Caracteristicas vinculadas directamente
con las practicas educativas en el aula, como asi también con el conocimiento
matematico que la sociedad considera pertinente (Conejo, L., Arce, M., & Ortega, T.
2015)

En esta tesis, se determinard la vinculacién existente entre la red de relaciones
desplegadas en el planteamiento tedrico del contenido divisibilidad en ndmeros
enteros, en libros de texto de matematica que son utilizados en el nivel medio, y la red
de relaciones involucradas o emergentes de la resolucibn de las situaciones
problematicas que se proponen en los mismos, ademas , se analizara si las relaciones
conceptuales establecidas en el planteamiento te6rico son suficientes para resolver las
situaciones problematicas que proponen o si, por el contrario, aparecen como
necesarias otras nuevas relaciones emergentes.

Los libros de texto de matematica seleccionados para dar respuesta a la
problematica, corresponden a los impresos y publicados en el periodo 2010-2012. Se
considero este periodo por dos razones, cuando se comenz6 con la investigacién en el
afio 2015 los libros seleccionados, entre otros, eran los que utilizaban los profesores
de matematica para dictar sus clases y que se encontraban en las bibliotecas
escolares acorde al relevamiento que se realizé y que consta en el capitulo 3, siendo
esta la primera razéon. En cuanto a la segunda, en el afio 2011 la Nacién Argentina
difundié los Nducleos de Aprendizajes Prioritario (NAP) destinados a todas las
provincias de la Republica Argentina. Destacandose que en los mismos el contenido
divisibilidad estaba orientado al conjunto de nimeros naturales, detallandose de forma
ordenada que aspectos tener en cuenta al momento de considerar dicho contenido. No

obstante, no se mencionaba su ampliacién al conjunto de nimeros enteros. De igual
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forma en los NAP de la Provincia de Corrientes se pudo evidenciar la misma
tendencia, no siendo evidente de forma explicita un direccionamiento hacia el conjunto
de nameros enteros. Razén por lo cual se presentaban como minimo dos situaciones,
una de ellas es que los autores de libros de matematica destinados al nivel secundario
no tenian en los NAP una guia explicita sobre qué aspectos considerar al momento de
desarrollar la divisibilidad en el conjunto de numeros enteros, a diferencia de lo
detallado sobre que abordar en el conjunto de nimeros naturales. La otra situacién, es
que los docentes de matematica que debian abordar dicho contenido para desarrollar
sus clases, estaban al tanto que en los NAP no existia una guia explicita sobre qué
aspectos considerar, resultando necesaria la guia establecida en los libros de

matematica que abordaban dicho contenido.

1.2 Objetivo general y especifico
A continuacién, se plantean los objetivos, general y especificos, que se

intentaran alcanzar con esta investigacion:

1.2.1 Objetivo general
e Determinar la vinculacion entre la red de relaciones establecidas entre los
objetos primarios asociados a la propuesta tetrica y la red de relaciones,
involucradas o emergentes, de los objetos primarios asociados a las practicas

resolutorias de las situaciones probleméticas.

1.2.2 Objetivos especificos
e Detallar la red de relaciones que se establecen entre los objetos primarios
asociados a la propuesta tedrica y la red de relaciones, involucradas o
emergentes, de los objetos primarios asociados a las resoluciones de las

situaciones problematicas.

e Establecer semejanzas y diferencias entre los procedimientos y
argumentaciones planteadas en los libros de textos y aquellos necesarios para

resolver las situaciones probleméaticas que proponen.

e Analizar si el desarrollo tedrico textualizado del contenido Divisibilidad de
numeros enteros en libros de nivel secundario de la ciudad de Corrientes,
permite resolver todas las situaciones probleméaticas que propone o si, por el

contrario, aparecen como necesarias otras nuevas relaciones emergentes.
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1.3Preguntas de investigacion
En lineamiento con los objetivos propuestos, se plantea las siguientes
preguntas de investigacion:
¢ ;Qué vinculacion se establece entre la red de relaciones establecidas de la
propuesta tedrica, respecto a la red de relaciones involucradas o emergentes

de la resolucion de las situaciones problematicas?

e ;/Qué red de relaciones se establecen entre los objetos primarios de la
propuesta tedrica del contenido Divisibilidad de numeros enteros y en las

resoluciones de las situaciones problematicas que se proponen en los libros?

¢ ;Qué semejanzas y diferencias se establecen entre los procedimientos y
argumentaciones propuestas en los libros y aquellos necesarios para resolver

las situaciones problematicas que proponen?

e ; El desarrollo tedrico textualizado del contenido Divisibilidad de numeros
enteros en libros de nivel secundario de la ciudad de Corrientes, permite

resolver todas las situaciones problematicas qué propone?

1.4 Relevancia de la investigacién

La divisibilidad en el conjunto de nimeros enteros es una tematica inmersa en
diversos aspectos de la matematica y de otras ciencias. La misma puede encontrarse
en el desarrollo de teorias estrictamente matematicas como ser en el uso reconocido
del algoritmo de Euclides, que permite calcular el maximo comun divisor de dos
nameros enteros no nulos de una forma mas eficiente que a partir de la factorizacién
en nimeros primos. También puede encontrarse su aplicacion en el célculo del inverso
modulo n, en la resolucién de sistemas de congruencias a través del algoritmo chino
del resto, o el estudio de las soluciones de ecuaciones diofanticas que incluyen
soluciones enteras, etc. En relaciobn con otras ciencias, como el caso de la
computacién, el desarrollo de la teoria de congruencia permite la asignacién de
posiciones de memoria a ficheros de un ordenador a través de las funciones de
dispersion, la generacion de numeros pseudoaleatorios y los sistemas de cifrado
basados en la aritmética modular, de entre los que cabe destacar la criptografia de

clave publica (Cafiada Ordofiez, 2018). Con respecto a la robética, dependiendo de los
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nameros por dividir se obtiene como resultado un nimero entero u otro llamado de
punto flotante (Sergi, 2003).

Naturalmente se sabe que los libros y disefios curriculares orientan en gran
medida la ensefianza del profesor, por lo menos lo que respecta a nuestra region. Los
textos escolares constituyen una fuente de consulta muy importante de los profesores
para el disefio y preparacion de sus clases, y por consiguiente, es indiscutible su
influencia directa o indirectamente en los procesos de ensefianza y aprendizaje en las
aulas (Nardoni y Pochulu, 2013). Acorde a lo expresado por Font, V. y Godino, J. D.
(2.007) una de las competencias profesionales que debe tener un profesor de
Matematica es la de analisis didactico de secuencias de tareas, que le permita disefio,
aplicacion, valoracion y mejora. Estas tareas son aquellas situaciones que el profesor
propone a los alumnos, como: ser problemas, de investigacion, de aplicacion,
ejercicios, etc., las que originan la actividad a desarrollar en la clase, produciendo a la
vez algun aprendizaje.

Teniendo presente la experiencia como docente, esta nos indica que existen
ensefiantes que eligen los libros de texto de matematica sin un criterio de analisis que
provenga de la didactica de la matematica. Esto provoca que la eleccién sea mas que
nada desde el sentido comun, como ser: cantidad de ejercicios, cantidad de imagenes
ilustrativas, cuadros por completar, nimeros por completar, ejercicios de aplicacion,
cantidad de problemas con un contexto, etc.

Las afirmaciones mencionadas permiten demostrar que es posible realizar un
amplio analisis de la divisibilidad de nimeros enteros en los diferentes libros de textos,
dada su importancia en matematica y otras ciencias. Es asi que de la amplia gama de
analisis didacticos que puede realizarse a un libro de texto, esta investigacion a través
del marco tedrico del Enfoque Ontosemittico del Conocimiento y la Instruccion
Matematica (Godino, Batanero y Font, 2007), con los constructos de objetos primarios,
configuracién epistémica, relaciones conceptuales, funcién semiotica e indicadores de
la faceta epistémica (Godino, J. D. (2013), adquiere relevancia porque centra el interés
en un aspecto relacional que resulta sumamente importante, que es esta cuestion de
determinar la vinculacion entre las distintas redes conceptuales y si el abordaje tedérico
del libro es suficientemente exhaustivo para resolver las situaciones problematicas que
propone. Es decir, aporta al andlisis de libros de texto basado en herramientas teéricas
provenientes de la didactica de la matemética y no desde el sentido comun. Esto
ultimo es fundamental e importante, puesto que le da al profesor ciertos criterios de
analisis didactico de texto para seleccionar diferentes libros de ensefianza, tanto con
respecto al contenido mencionado como de otros. Esta cuestibn se desarrolla con

mayor profundidad en el cuarto capitulo.
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Si bien, en esta tesis se determina la vinculacion existente entre la red de
relaciones del desarrollo tedrico y la red de relaciones del sistema de practicas
asociadas a la resolucién de los problemas, es necesario destacar que en el caso de
existir relaciones ausentes en la teoria, esta puede deberse basicamente a dos
aspectos: la primera que tiene que ver con las restricciones de la editorial a través de
la cual se publica el libro, como ser nimero de hojas y su relacidon con el precio de
venta, cantidad de ejemplares, etc. Y en cuanto al segundo aspecto, guarda un nexo
con el autor del libro de texto que puede considerar dar solo las herramientas basicas
pensando que el profesor disefie en funcion de ellas una secuencia de ensefianza;
teniendo presente que los libros no necesariamente deben incluir propuestas de
ensefianza, porque se supone que eso es una tarea de los disefios curriculares y del

profesor.
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Capitulo 2

Antecedentes

Este capitulo consiste en la presentacibn de una breve explicacién de la
evolucion de la divisibilidad a lo largo de la historia, como asi también la exposicion de
distintos trabajos de investigacion que han discutido didacticamente sobre dicho
contenido.

Cada trabajo desde su propia perspectiva didactica, da a conocer sobre los
diversos aspectos que se van relacionando en el contenido divisibilidad, tanto en el
conjunto de ndmeros naturales como en el conjunto de nimeros enteros, brindando

asi distintos aportes didacticos.
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2.1 Una breve apreciacion de la evolucion histérica de la Teoria de Numeros

Con este estudio tratamos de mostrar la evolucion de la Divisibilidad a partir de
algunos resultados aislados hallados por Euclides hasta la moderna estructura
englobante de Dominio de Integridad con factorizacion Unica de Dedekind, la que
conserva los campos numeéricos anteriores, expande la Aritmética con su teoria de
ideales y logra caracterizar al conjunto de los numeros enteros con sus propiedades
determinativas invariantes.

Para la construccion del mismo, en el que fundamentalmente tomamos aportes
de la tesis de Etchegaray (1998), prestamos especial atencion a los problemas que
fueron motores de avances de esta tematica, rescatando las diferentes
representaciones dadas por los matematicos y el alcance de los elementos
tecnoldgicos conseguidos, en tanto justificadores de procedimientos y técnicas y
elementos sobre los que se han realizado estudios, produciéndose asi nuevos
conocimientos.

Su estructura queda definida a partir de la sucesion de etapas historicas en las

que se produjeron resultados trascendentes:

A. Antigua Grecia (siglo VI — V a. C.): los resultados generales que se
limitaron al estudio de algunas relaciones aisladas entre numeros, no lograron
integrarse en una estructura abarcativa ni generar métodos propiamente aritméticos.
Asi:

¢ El tratamiento que la Escuela Pitagorica dio a los numeros se limité a
procedimientos con apoyo empirico o concreto. Pese a esto ya se vislumbraban
algunas generalizaciones que ponian en escena la presencia implicita de
regularidades.

Como para los pitagoricos “todo era numero”, establecian relaciones entre
nameros y magnitudes, nociones estas que pertenecian a ambitos diferentes.

El problema que se presentaba consistia en que las magnitudes eran continuas
y los nimeros hasta entonces conocidos discretos, lo que dio origen a una nueva

forma de pensar en Matematica.

e Euclides retoma muchos de los conocimientos elaborados por los
pitagéricos. Debido a la idea de discretitud, por ejemplo, en Los Elementos
aparecieron otras clasificaciones de los nimeros: par, impar, primos, compuestos,
perfectos, abundantes, deficientes, etc

La construccion del Algoritmo de Euclides le permiti6 encontrar el Maximo

Comun Divisor entre dos numeros enteros e importantes teoremas sobre la
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Divisibilidad que fueron y son piezas importantes en Teoria de Numeros: i) Si un
namero primo divide a un producto, entonces divide a algunos de los dos, ii) Dado
cualquier nimero finito de primos, podemos encontrar otro mayor, teorema que, por la
idea de infinito que hoy se tiene, se lo conoce a partir de la versién “Existen infinitos
primos”, y iii) Si un nimero natural de la forma 2P-1 es primo entonces 2P!x (2°-1) es

perfecto.

B. Aritmética superior: en esta etapa se bosquejaron métodos netamente
aritméticos que habian quedado inconclusos con Euclides. Para ello fue necesaria la
constituciéon de una simbologia propia, por lo que la génesis se remonta a:

e Diofanto (algebrista griego, s.lll d. C.): la introducciéon del concepto de
Arithmo, génesis de la nocién de simbolo algebraico, le permiti6 prescindir de
instrumentos geométricos para resolver problemas numéricos. Ademas, si bien fue
escasa, consiguio determinar una simbologia propia del campo aritmético.

e Fermat: trabajé intensamente con niumeros primos.

Consiguié formular dos teoremas que influyeron notablemente en el avance de
la Aritmética: el pequefio y el Gltimo teorema de Fermat, cuyos enunciados son,
respectivamente: i) Si a es un entero positivo no divisible por el nimero primo p,
entoncs aP1-1 es divisible por p, y ii) No existen tres enteros positivos x, y, z tales que
X"+ y"= 2", si n > 2. Este Ultimo teorema da respuesta al problema planeado por
Diofanto y el intento de demostrar esta conjetura produjo varios adelantos en el
terreno de la Aritmética.

Fermat fue el primer matematico que delimité explicitamente el dominio de la
Aritmética a los enteros y creé métodos propios de ese dominio como por ejemplo el
método del descenso infinito.

e Euler, Lagrange y Legendre: al tratar de resolver los problemas planteados
por Fermat, estos matematicos obtuvieron resultados que extendieron y completaron
sus alcances, fundamentalmente a partir de la introduccion de la idea de Congruencia.
Aunqgue algunas nociones de congruencia ya habian aparecido con Euclides, éste
nuevo enfoque permitid resolver problemas con numeros grandes a partir de sus
transformaciones en nimeros pequefios, dado que, en tanto relacion de equivalencia,
origina una particién en el conjunto de los enteros y en las clases respectivas quedan
identificados nimeros grandes con pequefios.

e Gauss: con su obra Disquisiciones Aritméticas (1.801), aparecid una teoria
que integro todos los resultados parciales anteriores. Clasifica a los infinitos niameros

enteros a través de un numero finito de clases, las clases de restos modulo n. Una
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importante consecuencia de esta relacion es el método general de clasificacidn,
basado en la nocion de homomorfismo.

Concebir a “x es divisible por a” a través de x = 0O, permitié establecer
relaciones importantes entre las Ecuaciones Algebraicas y la Divisibilidad. Las
herramientas que provee la nocién de congruencia permitieron a Gauss dar la primera
prueba rigurosa de la Ley de Reciprocidad Cuadréatica, enunciado clave en la
constitucion de la sistematica Teoria de Numeros.

Posteriormente, Gauss generalizé esta ley para grados mayores, por lo que
tuvo la necesidad de ampliar el conjunto de los enteros al conjunto de los enteros
complejos. Esto permitié la redefinicion de las operaciones fundamentales sobre el
nuevo dominio, asi como las unidades y los nimeros primos y se demostrd el

Teorema Fundamental de la Aritmética en este nuevo dominio.

C. Generalizacién de la aritmética (s. XIX): Este periodo se caracterizd por
la generalizacion de los Enteos de Gauss a los Enteros Algebraicos. La ampliacion fue
posible en virtud de dos grandes problemas: el trabajo de Gauss para realizar la
demostracion de las leyes de reciprocidad y el intento de Kummer por demostrar el
ultimo Teorema de Fermat. En efecto, al querer demostrar la imposibilidad de la
conjetura zP = xP+yP, con X, y, z, p enteros racionales distintos de o, p primo mayor que
2, descompuso xP+yP en sus p factores lineales (x+y) x (x+wy)...(x+wPly), donde w es
una raiz imaginaria de la unidad de orden p. Este resultado condujo a la ampliacion de
los enteros de Gauss al campo de los nimeros algebraicos de la forma Za;w', donde a
eZy0=i=p-2.

Las generalizaciones de la idea de nimero entero condujeron a la dificultad de
gue el Teorema Fundamental de la Aritmética se cumpliera en algunos de esos
conjuntos numéricos mientras que en otros no, por lo que hubo que revisar la hasta
entonces no cuestionada afirmacién “La pérdida de la factorizacion unica”, siendo
entonces el nuevo problema ¢ cuales campos numéricos admitian factorizacion Gnica y
cudles no?

La respuesta a esta cuestion la dio Dedekind a través de la construccién de su
estructura englobante llamada dominio de integridad, o sea anillo conmutativo sin
divisores de cero, determinando previamente cuales de las estructuras de dominio de
integridad poseen factorizacién Unica, por medio de la teoria de Ideales.

El matematico Dedekind respondi6 a la pregunta planteada a través del
siguiente teorema: Un campo k de nameros enteros algebraicos admite factorizacion

Unica si y sélo si todos los ideales de k son principales.
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2.2 Trabajos de Investigacion

A continuacién, damos a conocer los aportes de distintos trabajos de
investigacion sobre el contenido divisibilidad, tanto en el conjunto de numeros
naturales como en el conjunto de nimeros enteros.

Para la eleccion de las investigaciones realizadas, tuvimos en cuenta no solo el
aporte de conocimiento que se desprende del estudio realizado al contenido
divisibilidad de numeros enteros por parte de cada trabajo, sino también la utilizacién
de las herramientas conceptuales que otorga el Enfoque Ontosemiotico (EOS). No
obstante, nos encontramos que no todos los trabajos sobre el contenido divisibilidad
fueron abordados desde el EOS, siendo asi que se desprende que en los trabajos de
investigacion que presentamos se evidencian diversos marcos teoricos didacticos,

La metodologia utilizada en cada investigacion fue acorde a los objetivos
propuestos y caracteristicas propias de cada investigador, siendo asi que todos se
diferencian y se asemejan entre si en mayor o menor medida, siendo cada trabajo una
fuente de informacién enriquecedora en si misma.

Con el fin de dar mayor claridad, organizamos los trabajos de investigacion de
acuerdo a su tema de investigacion como asi también el marco teérico seleccionado.

Siendo asi que en primer lugar damos a conocer la Tesis de Maestria “La
comprension que tienen los alumnos referida a numeros racionales, como objeto
matematico, al terminar la escuela secundaria” de Marta Graciela Nardoni, donde se
vale del Enfoque Ontosemiotico para desarrollar toda su investigacion. En segundo
lugar, damos a conocer la Tesis “Analisis de la Comprensiéon de Divisibilidad en el
conjunto de los Numeros Naturales” de Bodi Samuel, en tercer lugar la Tesis “Analisis
Epistemologico y Didactico de Nociones Elementales de la Teoria de Numeros” de
Silvia Etchegaray, en cuarto lugar la Tesis “La construccién de la nocién de division y
divisibilidad de nimeros naturales, mediada por justificaciones, en alumnos de tercer
grado de nivel primaria” de Candy Clara Ordofiez Montafiez, donde cada una de
dichas tesis analiza el contenido divisibilidad desde una perspectiva tedrica diferente.
En quinto y ultimo lugar, damos a conocer la Tesis “Divisores; determinacion de
practicas asociadas” de Fabian Espinoza, que valiéndose del constructo teérico del
Enfogue Ontosemiotico (EOS), realiza un trabajo de analisis de la divisibilidad en el

conjunto de nimeros enteros.

2.3. Trabajo de investigacion que involucra el andlisis de libros de textos de un

contenido en particular desde el marco tedrico del Enfoque Ontosemiotico
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2.3.1Tesis: “La comprension que tienen los alumnos referida a numeros
racionales, como objeto matematico, al terminar la escuela secundaria”

Obtencién de titulo de: Magister

Marco Teoérico: Enfoque Ontosemiotico (EOS)

Autor: Marta Graciela Nardoni

En la Tesis de Maestria “La comprension que tienen los alumnos referida a
numeros racionales, como objeto matematico, al terminar la escuela secundaria” de
Marta Graciela Nardoni, se tuvo como objetivo general: Valorar la comprension que
han alcanzado los estudiantes, sobre nimeros racionales como objeto matematico, al
finalizar la escuela secundaria e iniciar estudios terciarios o universitarios y como
Objetivos especificos: a) Determinar los conceptos y propiedades, referidos a nimeros
racionales, que ponen en practica los alumnos cuando resuelven problemas, b)
Especificar los procedimientos y técnicas que emplean habitualmente los alumnos en
contextos de resolucion de problemas con nameros racionales, c) Caracterizar el tipo
de argumentaciones y uso de lenguaje que emplean los alumnos cuando brindan
explicaciones sobre la resolucion de situaciones que involucran nimeros racionales, d)
Evaluar la comprensién que han alcanzado los alumnos, sobre niimeros racionales y
como objeto matematico, al finalizar la escuela secundaria e ingresar en un nivel
superior y e) Detallar los obstaculos y dificultades que genera la comprension que han
alcanzado los alumnos sobre nimeros racionales, como objeto matematico, al realizar
actividades matematicas en el nivel superior.

Como marco teérico, se utilizé los Constructos y Herramientas del Enfoque
Ontosemidtico del conocimiento y la instrucciébn matematica (EOS), como linea de
investigacion en Didactica de la Matematica, que viene desarrollandose en Espafna
desde el afio 1994 por Juan Diaz Godino. El aspecto ontologico de este enfoque se
deriva del andlisis de la existencia o inexistencia de entidades u objetos, mientras que
el aspecto semibtico se ocupa de descubrir y analizar la significacién que se otorga a
esos objetos o entidades, su relevancia, vinculos que los interrelacionan, y otras
particularidades que los hacen diferenciables entre ellos, incluso donde pareciera que
esas diferencias no pudieran o debieran manifestarse. Para el EOS, los seis objetos
primarios que estan presentes en una practica matematica se relacionan entre si
formando configuraciones. Estas configuraciones son entendidas como las redes de
objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones que
se establecen entre los mismos, y constituyen los elementos del significado de un
objeto matematico particular. Las configuraciones pueden ser epistémicas o

instruccionales si son redes de objetos institucionales (extraidas de un texto escolar,
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obtenidas de la clase que imparte un profesor, etc.), 0 cognitivas si representan redes
de objetos personales (actividad de los estudiantes). Como caracteristica propia de
este enfoque, se distinguen dos dimensiones interdependientes: personales e
institucionales, y se dan definiciones particulares para conceptos teéricos como el de
practica, objeto (en sus facetas personal e institucional), significado y comprension, asi
como el estudio de sus relaciones mutuas

En cuanto a la metodologia utilizada, se consideré la naturaleza diagnéstico-
descriptiva y cualitativa, de corte etnografico y hermenéutico, desarrollada desde el
marco tedrico mencionado. La investigacion se organizé en cinco fases diferenciadas
gue se describen a continuaciéon. Primera fase: Se analizaron las actividades que
proponen los libros escolares de Matematica, del nivel medio y superior, que son
utilizados frecuentemente por los profesores o recomendados desde los organismos
oficiales, centrando la atencién en aguellas donde se aborda a los nimeros racionales
como objeto de estudio. Segunda fase: Teniendo en cuenta la configuracion
epistémica elaborada en la primera fase y la revision bibliografica llevada a cabo, se
disefié un instrumento que pone en juego la red de relaciones que activa un individuo
que ha comprendido el objeto matematico en cuestion (nimeros racionales) y que se
manifiesta a través de las practicas operativas y discursivas que lleva a cabo. Tercera
fase: Se administr6 el instrumento disefiado en la segunda fase, en calidad de
evaluacion diagnoéstica. Posteriormente se seleccionaron las producciones escritas
que, habitualmente, se considerarian “aprobadas” por haber logrado resolver
correctamente el 50% o mas de las consignas planteadas. Se examinaron las
producciones enfocandonos en el analisis del sistema de practicas matematicas
realizadas por los estudiantes ante las situaciones—problemas planteadas, intentando
establecer la relacién entre el conglomerado de practicas que los alumnos son
capaces de realizar con este objeto matematico (nimeros racionales) y el significado
que pudieron construir acerca del mismo. Cuarta fase: Teniendo en cuenta los
resultados obtenidos de la fase anterior, se armaron las configuraciones cognitivas de
cada estudiante. Esto es, el modo en que se articulan los elementos primarios
recuperados en la primera fase y que se evidenciaron en las practicas operativas y
discursivas que llevé a cabo el estudiante y la Quinta fase: Se realizaron
comparaciones entre las configuraciones cognitivas (obtenidas de la cuarta fase) con
la configuracién epistémica (construida en la primera fase) a fin de valorar la
comprension global alcanzada por los estudiantes.

En la primera fase de la investigacién se analizaron las actividades que
proponen los textos escolares de Mateméatica del nivel medio, que son utilizados

frecuentemente por los profesores o recomendados desde los organismos oficiales,
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centrando la atencién en aquellas donde se aborda a los niumeros racionales como
objeto de estudio. Se considerd la unidad didactica referida a los nimeros racionales
en 8 (ocho) libros de textos, de los mas usados en las escuelas secundarias de la
provincia de Santa Fe. Esta informacién se obtuvo en base a entrevistas informales
realizadas con distintos docentes que trabajan en la escuela secundaria, como de las
autoridades del Ministerio de Educacion de Santa Fe que estan a cargo de este nivel
educativo.

Algunas de las conclusiones a las cuales arribaron con la investigacion son las
siguientes. Los conceptos mas utilizados, o que ponen en préctica en la resolucion de
situaciones problemas que involucran a los numeros racionales, son los de fraccion,
operaciones con fracciones, expresiones decimales y operaciones. No utilizan de
manera apropiada algunos conceptos como: fraccibn como parte de una cantidad
continua o discreta, fraccion como razén y fraccibn como operador., desigualdad en
expresiones que contienen numeros racionales. No relacionan los conceptos de
fraccion con razon, ni de fracciones equivalentes con proporcion. Los procedimientos
mas utilizados, ya sea en forma correcta o con algunas deficiencias son: representar
graficamente fracciones en cantidades continuas y algoritmos basicos de las
operaciones con racionales. Se presentan deficiencias para interpretar problemas
verbales, traduccién de lenguaje simbdlico a natural y viceversa, y aplicacion de
procedimientos adecuados para hallar la solucién. Llevan a cabo procesos de
argumentacién mediante practicas discursivas sélo cuando se sienten presionados a
realizarlos (en este caso mediante una entrevista). Esto es, ho argumentan de manera
escrita, alin cuando sea una condicién de la consigna de la situacion problema. Los
estudiantes aspirantes a ingresar en carreras de Formacion Docente lograron mejores
argumentaciones que involucran procedimientos para justificar lo realizado en las
situaciones problemas. Las resoluciones a las situaciones problemas planteadas en el
instrumento por los 35 estudiantes, y las entrevistas realizadas luego para indagar con
mayor profundidad los conceptos propiedades, procedimientos, argumentos y lenguaje
gue utilizaron y las relaciones entre estos elementos primarios de los numeros
racionales como objeto matematico. La Configuracién Epistémica de referencia que se
construy6 a partir del analisis y determinacion de las Configuraciones Epistémicas de
los textos escolares analizados cuyas unidades didacticas referidas a los nimeros
racionales se analizaron. Utilizar el concepto de numero racional de manera
competente en la resolucion de situaciones problemas. Identificar las mdultiples
representaciones que tiene un nimero racional y cémo se relaciona entre si las
mismas. En particular, no distinguen que a la fraccibn como una razén, o como la

cantidad de veces que esta una cantidad en otra, y por consiguiente, para relacionar
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fracciones equivalentes con proporciones. Todas estas dificultades actian como un
obstaculo para la comprensién de los nimeros racionales como objeto de estudio y
por consiguiente de los numeros reales. Asimismo, esto obstaculizara la comprension
de conceptos basicos del Algebra Lineal y del Calculo Infinitesimal, que son materias

bésicas en carreras universitarias o del nivel superior.

2.4 Trabajos de investigacion que involucran el andlisis de libros de textos con

el contenido divisibilidad desde un marco tedérico en particular.

2.4.1 Tesis: “Analisis de la Comprension de Divisibilidad en el conjunto de los
Numeros Naturales”

Obtencidn de titulo de: Doctor

Marco Tedrico: Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas (APOS)

Autor: Bodi Samuel

En la Tesis Doctoral “Analisis de la Comprension de Divisibilidad en el conjunto
de los Numeros Naturales” de Bodi Samuel , el autor tuvo como objetivos de estudio:
1) Estudiar las formas de conocer la divisibilidad en el conjunto de los nuameros
naturales y los mecanismos que utilizan los alumnos de 12 y 17 afios, usando el marco
tedrico constructivista y 2) Caracterizar los niveles de desarrollo del esquema de
divisibilidad en el conjunto de los niumeros naturales en alumnos de 12 y 17 afos
(objetivos). Dichos objetivos los pudo concretar a través del marco tedrico APOS,
desarrollado por Dubinsky en 1991 y un grupo de investigadores de Research in
Undergraduate Mathematics Educaction Community (RUMEC), basado en una
interpretacién del constructivismo a partir de algunas ideas desarrolladas por Piaget
del pensamiento matematico avanzado. Dubinsky y compafiia, basaron su trabajo en
el analisis te6rico de un determinado concepto matematico, el desarrollo de unas
determinadas estrategias de ensefianza y aprendizajes y el andlisis de datos para
probar y perfeccionar el analisis tedrico inicial y la instruccién. En dicha perspectiva
tedrica, se considera que los individuos realizan construcciones mentales que
denominan acciones, procesos, objetos y esquemas. Los mecanismos que se utilizan
para dichas construcciones son la interiorizacién, la coordinacién, la inversion,
encapsulacion, la desencapsulacion y la tematizacion, entre otros.

La metodologia utilizada en esta tesis consisti6 en la realizacion de un
cuestionario especifico con el fin de evaluar el desarrollo de la comprension de la
divisibilidad en N de los alumnos de ensefianza secundaria en sus diversos ciclos.

Para la confeccién del cuestionario definitivo, realizaron un cuestionario piloto que
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determinaria que actividades y problemas formarian parte del cuestionario definitivo.
Para poder determinar que situaciones se incluiria en el cuestionario, realizaron un
analisis de 10 libros diferentes que correspondian tanto a editoriales de gran difusion
como de menor difusion, ellas fueron: Mc Graw Hill, Santillana, Brufio, SM, Anaya,
Oxford, Almadraba, Ecir, Vicens Vives y Marfil. De esta forma, el estudio sobre
divisibilidad que presentaran los libros de textos examinados, el desarrollo curricular
que realizan y las actividades planteadas, permitiria fijar los topicos-multiplo y divisores
de un namero natural, criterios de divisibilidad, ndmeros primos y compuesto,
factorizacion de un numero (Teorema Fundamental de la Aritmética), maximo comun
divisor y minimo comdn multiplo determinarian que se tendrian en cuenta para el
cuestionario.

Del analisis de los libros de textos se extrajo que en nueve de los diez libros de
textos se encontrd un elevado nivel de coincidencia en los contenidos de divisibilidad y
en el desarrollo de los mismos, concretamente: multiplos de un ndamero natural,
divisores de un namero natural, criterios de divisibilidad (por 2, por 3 y por 5), nimeros
primos y compuestos, factorizacion de un nimero, maximo comudn divisor y minimo
comun multiplo y célculo de todos los divisores de un nimero. Sin embargo, en lo que
respecta a propiedades de los multiplos y divisores solo son estudiadas por dos de los
libros de textos examinados. Asi también, nueve de los diez libros tienen como
caracteristica principal introducir los conceptos y procedimientos y posteriormente
proponer ejemplos y actividades de complemento para cada uno de ellos. Los
desarrollos curriculares llevados a cabo por las editoriales S.M. y Marfil en 2002,
aunque conciben desde perspectivas distintas, establecen explicitamente desde la
definicién operativa de Divisor-“a es un divisor de b si la division b: a es exacta.
Diremos que b es multiplo de a”- relaciones ldgicas entre divisor y multiplo. El proceso
de célculo de todos los divisores de un nimero planteado por la editorial S.M. podria
favorecer el establecimiento de relaciones entre divisor y factor y el uso de la
representacion factorial, no ocurriendo los mismo con la editorial Marfil. En cuanto a la
editorial Marfil se encontraron que no trataba explicitamente la representacion factorial
de un nimero y en la editorial S.M. se presentaba desde el epigrafe “Descomposicion
de un nimero en factores primos”. A su vez, la descomposicion factorial de un nimero
en dicha editorial, es utilizada como procedimiento de calculo de maximo comun
divisor y el minimo comun multiplo de dos nimeros. Con respecto a la editorial Marfil
define y calcula el maximo comun divisor y minimo comun mdultiplo de dos nimeros
desde la representacion decimal y posteriormente con un caracter procedimental
utiliza la descomposicién factorial. (pag. 57). En general, la divisibilidad es entendida

como una propiedad entre nimeros con representacion decimal. A su vez, el Teorema
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Fundamental de la Aritmética sigue teniendo un marcado caracter procedimental. Para
determinar que cuestiones formarian parte del cuestionario definitivo, realizaron un
analisis cuantitativo que resulté en un estudio psicométrico de: indice de dificultad,
homogeneidad, indice de discriminacién (correlacidn biserial puntual), coeficiente de
fiabilidad (Alpha de Cronbach), validez, analisis factorial y generalizabilidad. Para
realizar el andlisis estadistico de los datos, utilizaron el programa informético Statistical
Package for the Social Sciences (SPSS) 11.5 y completado con la hoja de calculo
Microsoft Excel. El cuestionario definitivo fue realizado a 371 alumnos distribuidos en
los tres ciclos de la ensefianza secundaria. Nuevamente, los datos obtenidos de
dichos cuestionarios fueron analizados cuantitativamente y con respecto al analisis
interpretativo, fue realizado desde la teoria APOS.

Los resultados obtenidos luego del analisis estadistico y cuantitativo de las
respuestas al cuestionario y entrevistas realizadas, dieron como resultados que los
cursos superiores mostraron mejores resultados en el indice de dificultad. Los alumnos
de 1° de Bachillerato manifestaron formas de conocer procesos y objetos de los
elementos de divisibilidad, utilizando un mayor nimero de elementos matematicos y
establecidos mas relaciones entre ellos. En este sentido, una alumna de 4° y un
alumno de 1° de bachillerato, mostraron indicaciones que han tematizado el esquema
de divisibilidad.

2.4.2 Tesis: “Analisis Epistemologico y Didactico de Nociones Elementales de
la Teoria de Numeros”

Obtencién de titulo de: Magister

Marco Tedrico: Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD)

Autor: Silvia Etchegaray

En la Tesis de Maestria “Analisis Epistemoldgico y Didactico de Nociones
Elementales de la Teoria de Numeros” de Silvia Etchegaray (2001), la autora tuvo
como objetivo analizar ciertas organizaciones matematico didacticas concernientes a
la Aritmética, determinando tanto significados institucionales como ciertos significados
personales, con el fin de conocer relaciones entre ellos y asi poder construir criterios
para actuar sobre la construccién de los mismos.

El marco teorico elegido para concretar dichos objetivos fue la Teoria
Antropologica de lo didactico, especificamente uno de sus modelos denominado
“analisis ecoldgico de los saberes matematicos”. Este modelo estd basado en la
metafora ecoldgica propuesta por Chevallard para el andlisis didactico, la que es

retomada y extendida por Godino con el fin de convertirse en un recurso de gran
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utilidad para comprender la génesis, el desarrollo y las funciones de los saberes
matematicos en las distintas instituciones. Estudia la evolucion de dichos saberes
considerandolos como “objetos” que interaccionan y desempefian un rol en el interior
de las instituciones donde se reconoce su existencia cultural; ya sean estas
instituciones de produccion o de ensefianza. Dentro de este paradigma se realiza un
estudio sobre los cambios de significado de ciertos saberes aritméticos al pasar de
una institucién a otra. Por otra parte, la aplicacion de este modelo permite enfrentarse
con un problema didactico muy frecuente: la falta de compatibilizacion entre
significados institucionales de los “objetos de ensefianza” con los denominados, por el
propio Godino, “significados personales” ligados al “objeto ensefiado”, tratando asi de
determinar algunos fendmenos didacticos que condicionan esta situacién. La
caracterizacion de los significados personales e institucionales de los objetos
matematicos, asi como su interdependencia y desarrollo han sido propuestos por
Godino y Batanero como tema de investigacion prioritaria para la Didactica de la
Matematica.

La metodologia utilizada es desde el enfoque semiotico-antropoldgico,
permitiéndole combinar diversos métodos y técnicas segin el momento de la
investigacion y las caracteristicas del problema planteado.

En cuanto a la instancia de andlisis de libros de textos, el fin fue ponerse en
contacto con libros de 8vo afio de la E.G.B. donde se presentan los temas de
divisibilidad a través de situaciones problematicas con las practicas respectivas para
su resolucion de las cuales emergen los conceptos. Las nociones de Aritmética
elemental, aparecen como objetos de ensefianza en la escuela secundaria sélo en los
textos de 7° u 8° afio de la E.G.B. (las editoriales revisadas han sido Aique, AZ,
Santillana,). En primer lugar se analiza el capitulo 5: Divisibilidad en el conjunto de los
Numeros Naturales del libro Matematica 1 de la Editorial Aique, en segundo lugar, se
analiza la Unidad 2: Nameros amigos, numeros primos, numeros perfectos de la
Editorial AZ y por altimo se analiza la Unidad 5: Divisibilidad de la Editorial Santillana.
De los andlisis realizados se extrajo que los autores de los libros, en general,
demuestran la necesidad de poder determinar un saber, dividirflo en unidades
elementales que el alumno pueda memorizar y que por lo tanto el profesor pueda
rapidamente evaluar. En términos de Chevallard, se produce por un lado la
delimitacion de los saberes, en “saberes parciales”, de tal manera que cada uno de
ellos puede ser desarrollado casi en forma autébnoma, y por otro lado la restriccion de
evaluabilidad de todo objeto de ensefianza. En otras palabras, los elementos
actuativos de los alumnos ante los objetos en cuestiébn deben ser rapidamente

evaluados. Razén por la cual se proponen siempre gran cantidad de ejercicios de
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aplicacion directa de los contenidos trabajados. Asimismo, las técnicas ocupan lugares
privilegiados en la secuenciacién del saber, hasta tal punto que se corre el riesgo de
s6lo ensefar técnicas normalizadas, debido a su mas facil comunicacion y evaluacion.

Todos los textos analizados se adaptan a las exigencias de la programabilidad
de los saberes organizandolos a éstos en forma lineal y secuenciada. También se
puede observar que el modelo metodoldgico que se aplica es siempre teoria - practica,
aunqgue algunas definiciones son precedidas por alguna situacion o ejemplo de cédmo
se debe aplicar. Cabe rescatar como caracteristica comun a todos los textos
analizados que, en primer lugar, las nociones de M.C.D y m.c.m. son presentadas con
elementos de significado sumamente restringidos. Ambos hechos —provocadores de
avances conceptuales significativos — estan totalmente ausentes de todos los libros de
textos analizados tal como se demuestra en este paragrafo.

En segundo lugar, que la relacion de divisibilidad solamente es reformulada en
términos de cociente entero y resto cero, no presentando ninguno de los textos
analizados la relacion de congruencia.

En resumen, se puede afirmar que las tareas propuestas a los alumnos por los
diferentes textos, en torno a las nociones de divisibilidad ya mencionadas, son
claramente algoritmizables, estereotipadas, que permiten una forma legitima de actuar
y que el profesor siempre espera para evaluar. O sea, se configuran reglas implicitas a
respetar entre alumno y profesor en funcion del saber involucrado, lo que determina
indudablemente un contrato didactico comun a todos los libros analizados.

De la investigacion realizada, se obtuvo que el andlisis epistemologico ha
permitido detectar importantes cambios de elementos de significado de las nociones
elementales de la Teoria de Numeros en las instituciones de produccién del
conocimiento cientifico. Las variadas situaciones problematicas planteadas en los
distintos periodos histéricos, los diferentes elementos tecnolégicos que han ido
conformando la Teoria y los distintos ostensivos generados a lo largo del tiempo, han
permitido describir cinco momentos distintos. El andlisis de la transposicion didactica
gue los objetos en cuestion sufren hasta ser objetos de ensefianza, ha permitido
distinguir en libros de texto utilizados actualmente por docentes y alumnos distintos
elementos de significado. Este analisis permite afirmar que las situaciones de empleo
que promueve la ensefianza a través de estos libros de texto producen rupturas
epistemoldgicas con los problemas a los que estuvieron asociados estas nociones.
Plantean sélo técnicas normalizadas a través de ejercicios rutinarios que ponen en
funcionamiento objetos de la divisibilidad totalmente fragmentados y generando una
ilusibn de autonomia entre ellos. Asimismo, los elementos de significados aparecen

tan reducidos que no permiten vislumbrar la tan importante conexién de esta tematica
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con el campo de las ecuaciones algebraicas. El andlisis de significados generado por
la epistemologia escolar muestra claramente como la enseflanza presenta a las
nociones de divisibilidad en correspondencia a dos de sus necesidades vitales, de

acuerdo a las imposiciones de los actuales sistemas de ensefianza.

2.4.3 Tesis: “La construccion de la nocién de divisién y divisibilidad de nimeros
naturales, mediada por justificaciones, en alumnos de tercer grado de nivel primaria”

Obtencién de titulo de: Magister

Marco Teodrico: Procesos de la intuicion, la identificacion de patrones, el
razonamiento plausible y las conjeturas

Autor: Candy Clara Ordofiez Montafiez

En la Tesis de Maestria “La construccion de la nocién de division y divisibilidad
de numeros naturales, mediada por justificaciones, en alumnos de tercer grado de
nivel primaria” de Candy Clara Ordofiez Montanez (2014), la autora tuvo por objetivo
general: Determinar bajo qué condiciones alumnos del tercer grado de nivel primaria
pueden construir conocimientos de division y divisibilidad de nimeros naturales y por
objetivos especificos: Identificar los significados de la divisiébn de nimeros naturales en
documentos oficiales elaborados por el Ministerio de Educacion del Peru, asi como
también en el libro de texto distribuido por el Estado Peruano, adaptar la propuesta de
tal modo que alumnos de tercer grado de primaria puedan construir conocimientos de
divisiéon y divisibilidad de nimeros naturales, a partir de la nocion de reparticién
equitativa y maxima, Analizar las producciones de los alumnos de tercer grado de
primaria en la construccion de su conocimiento de division y divisibilidad de niameros
naturales a través de las justificaciones que estos presenten y Generar una propuesta
donde se incluyan las condiciones para que alumnos de tercer grado de primaria
construyan sus propios conocimientos sobre division y divisibilidad de nameros
naturales.

El marco tedrico considerado, se asentdé basicamente en los procesos de la
intuicion, la identificacion de patrones, el razonamiento plausible y las conjeturas. Con
respecto a la intuicion, Sdenz destaca la importancia de la misma, pues considera que
hay que aprender a intuir para luego aprender a probar. Por otro lado, Fischbein
presenta la “teoria de la intuicién” en el ambito del razonamiento matematico, en el
cual considera el término intuicion como “equivalente al conocimiento intuitivo; en otros
términos no como una fuente, no como un método, sino, mas bien, como un tipo de
conocimiento”. En cuanto al reconocimiento de patrones, se considera que en alumnos

de nivel escolar, es uno de los elementos mas importantes en el desarrollo del
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razonamiento matematico puesto que crear y descubrir patrones proporciona
oportunidades importantes para que los alumnos formulen conjeturas y den razones
de su validez. Con respecto al razonamiento plausible y formulacién de conjeturas,
Saenz sefiala que el razonamiento plausible es el medio por el cual apoyamos
nuestras conjeturas y nuestras intuiciones. Por otro lado, la conjetura “es una
afirmacion cuya verdad puede estar originada en un convencimiento intuitivo del que la
formula; sin embargo, su verdad o falsedad tiene que ser demostrada”

La metodologia utilizada en esta tesis consistié en una Investigacién — Accion
Colaborativa. Este método tiene como foco investigar el interés comun de un grupo,
investigador y participantes, con la finalidad de realizar un plan (construir y formular
alternativas) de accion para lograr un cambio o mejora de una practica educativa.
Existen diversos modelos en la Investigacion-Accion; en el estudio se emple6 uno de
los modelos que fueron presentados en Segal, el que adaptado al estudio presenta las
siguientes fases: Identificar el problema, Evaluar el problema, Hacer una
recomendacion, Practicar la recomendacion y Reflexionar sobre la practica.

Con respecto a la concrecion del objetivo que implicaba Identificar los
significados de la divisibn de nimeros naturales en documentos oficiales, se analiz6 el
libro “Matematica 3” de la Editorial Santilla, en dicho libro, cada unidad se organiza en
5 secciones: Apertura (para explorar y comentar), inicio (para recordar lo aprendido),
proceso (para descubrir y aprender), cierre (para jugar y aprender) y evaluacion (para
comprobar lo aprendido).

En particular se analiz6 la unidad nimero 5 que desarrollaba el tema
divisibilidad. Algunos aspectos muy relevantes a mencionar, tienen que ver por
ejemplo que con respecto a la definicién de division en nimeros naturales que figura
en la unidad “la division es la operacion que consiste en repartir en partes iguales una
cantidad determinada. Para resolverla pueden usarse restas sucesivas”, donde
pudieron notar que la definicibn hablaba de repartir y que dicha reparticion estaba
dada en partes iguales (reparticiones equitativas), con lo cual surge la duda con
respecto a que no queda claro si se trata de una reparticibn maxima o no, aun asi, se
asumia que acorde a la situacion real planteada antes de la presentacion de la
concepcion de division, daba lugar a pensar que se trataba de una reparticion
entendida como reparticiones de “la mayor cantidad de objetos” en partes iguales,
pero que aun asi, ya era solo una interpretacion de la situacion. Con respecto a la
division exacta, el libro esgrime que “una divisién es exacta cuando el residuo es cero”,
con lo cual puede notarse que la definicion de la divisibn exacta esta en términos del
valor del residuo, en este caso nos dicen que el residuo debe ser igual a cero. Se

considera que la division exacta podria haber sido definida en términos de repartos
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iguales siguiendo el trabajo ya empleado, agregando la condicion adicional que al
finalizar la reparticion no deben quedar elementos sin ser repartidos. Observemos que
para esto no es necesario aun introducir notaciones y términos que podrian, mas alla
de ayudar a los estudiantes, podria confundirlos, mas aun tomando en cuenta que la
definicion aparece inmediatamente después de haber presentado un solo ejemplo con
esta notacion.

En la segunda parte de esta seccién se muestran tres esquemas a manera de
resumen o ideas principales, siendo el primero de ellos el de nuestro interés. En este
primer esquema se explica, sobre la division: ¢qué es?, ¢ Cudles son sus términos? y
¢, Como se comprueba? En cuanto a la primera de estas tres preguntas, notemos que
se presentan tres significados de la divisibn de numeros naturales. Asimismo, se hace
referencia a que se ha observado que dentro de sus definiciones no hacen referencia
a la divisibn como restas sucesivas ni como agrupamiento; sin embargo, en el libro
presentan ejemplos para trabajar el tema de division exacta por medio de esas dos
maneras. Por otro lado, pensamos que se podria hacer la aclaracién que el esquema
es respecto a la division exacta. Deducimos que es asi ya que las definiciones y los
ejemplos dados hacen referencia a este tipo de division. Creemos que es importante
hacer esta aclaracién, puesto que el alumno podria pensar que todas las divisiones
(tanto exactas como inexactas) tienen residuo igual a cero.

En cuanto a las conclusiones generales, se determind que pudieron identificar
que en el DCN, en los MP y en las RA se sugiere que la division de los nimeros
naturales sea tratada como al menos uno de los significados: reparto en partes
iguales, operacion inversa a la multiplicacién, restas sucesivas y a través de
agrupamientos. Ademas, enfocan estos significados solo para el tratamiento de las
divisiones de tipo exacta. También que el libro “Matematica 3” guarda relacién con los
documentos oficiales estudiados. Esto es, en cuanto a los significados que proponen
los tres documentos, dado que el libro aborda todos los significados mencionados
anteriormente mediante ejemplos concretos. Ademas, considera un significado mas
para la division. Esto es mediante el calculo de cuantas veces esta contenida una
cantidad en otra. Sin embargo, de manera explicita sefiala solo tres significados para
la divisiobn. Por otro lado, de manera general notamos que el libro presenta
imprecisiones en los problemas planteados y propuestos, para los cuales hacemos
sugerencias. También observaron que uno de los significados comunes sugeridos por
los documentos oficiales del MINEDU, asi como por el libro de texto analizado, es el
de “reparto en partes iguales”. Este significado es el que se recoge con el fin de evitar
posibles ambigliedades al trabajar la division de nameros naturales (ver Capitulo 2).

Nosotros empleamos directamente las nociones dadas por la autora y por ultimo que
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los MP y las RA presentan elementos a ser destacados ya que no solo sugieren lo que
debe ser tratado sobre la division; si no también los orientan planteandoles
situaciones. Particularmente, observamos que en estos documentos muestran
ejemplos de situaciones para el tema de division desde la perspectiva de los

problemas aritméticos de enunciado verbal.

2.5 Trabajo de investigacién que involucra el andlisis de libros de textos con el
contenido divisibilidad de numeros enteros desde el marco tedrico del Enfoque

Ontosemiotico

2.5.1 Tesis: “Divisores; determinacion de practicas asociadas”,
Obtencidn de titulo de: Licenciado En didactica de la Matematica
Marco Teoérico: Enfoque Ontosemiotico (EOS)

Autor: Fabian Espinoza

En la tesis de Licenciatura en Didactica de la Matematica de 2007 de Espinoza
Fabian, sobre “Divisores; determinacién de practicas asociadas”, el autor manifesto
que, en parciales de los alumnos, en relacion con el contenido divisibilidad de nimeros
enteros, pudo notar diversas dificultades, como ser: incomprensiones, confusiones,
errores, etc., asociadas al tratamiento tedrico de la relacion divide. En funcion de esto,
busco los motivos de dichas dificultades en los libros de textos, como asi también
decidié estudiar sobre las concepciones que promueven en los alumnos dichos libros.
En 1ra instancia el autor determing, a través del andlisis de dos libros, que los mismos
no se hacen cargo de trabajar las dificultades mencionadas. En una 2da instancia, con
respecto a los significados que los alumnos atribuyen a los conceptos que se manejan
en el contenido de divisibilidad de ndmeros enteros, notaron dificultades al momento
de establecer relaciones entre Divisor, Division y Fraccion e inclusive algunos alumnos
no pudieron diferenciar en un principio al objeto “divisor de un nimero entero” del
objeto “divisor como elementos de una division”, confundiendo entonces una relacién

entre nimeros con un namero.
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2.6 Conclusiones

En este capitulo se abordaron basicamente dos cuestiones. Por un lado, se
realizd una breve descripciéon de la evolucion de la divisibilidad a lo largo de la historia,
donde dados una serie de problemas especificos, permitieron comprender la
complejidad y evolucién del desarrollo de la Teoria de NUmeros.

Por otro lado, se exhibié los trabajos de investigacion realizados al contenido
de divisibilidad desde diversas perspectivas teéricas y metodoldgicas. Considerando
los objetivos plasmados en el capitulo 1, se destacé las partes mas sobresalientes de
las tesis mencionadas. Siendo asi, que en el trabajo de investigacion de Marta
Graciela Nardoni, se proponen diversas fases a concretar, siendo que en la primera
de todas se detalla un andlisis bibliografico de las diversas actividades que proponen
los libros escolares de Matematica del nivel medio y superior que son utilizados
frecuentemente por los profesores o recomendados desde los organismos oficiales,
donde a través del constructo tedrico del Enfoque Ontosemiotico y del analisis
realizada a las actividades que proponen los libros, se concretdé diversas
configuraciones epistémicas de dichos libros y llevando a cabo las demés fases del
trabajo, llegaron a diversas conclusiones. Distinguimos asi, la importancia de las
configuraciones epistémicas de las actividades que proponen los libros, como pieza
fundamental para determinar las fases siguientes y llegar a diversas conclusiones con
base en dichas configuraciones.

Con respecto a la tesis de Bodi Samuel, se puede destacar que a través del
constructo tedrico de Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas (APOS), se realiz6 el
analisis de 10 diferentes libros que correspondian tanto a editoriales de gran difusion
como de menor difusion, ellas fueron: Mc Graw Hill, Santillana, Brufio, SM, Anaya,
Oxford, Almadraba, Ecir, Vicens Vives y Marfil. A través de un analisis sobre la
divisibilidad que presentaban dichos libros examinados, el desarrollo curricular que
realizan y las actividades planteadas, les permitié fijar los topicos-mdltiplo y divisores
de un namero natural, criterios de divisibilidad, nimeros primos y compuesto,
factorizacion de un numero (Teorema Fundamental de la Aritmética), maximo comun
divisor y minimo comdn mdltiplo determinarian que se tendrian en cuenta para la
elaboracion del cuestionario que se desarrolla en la tesis. Siendo asi, que resaltamos
el analisis de los libros de textos mencionados como base primordial para el desarrollo
de un cuestionario en particular.

En cuanto a la tesis de Silvia Etchegaray, a través del constructo tedrico de la
Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD), en la misma se realizé el analisis de libros
de textos con el fin de ponerse en contacto con libros de 8vo afio de la E.G.B. donde

se presentan los temas de divisibilidad a través de situaciones problematicas con las
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practicas respectivas para su resolucion de las cuales emergen los conceptos. De los
analisis realizados a los libros, la tesista extrajo que los autores de los libros, en
general, demuestran la necesidad de poder determinar un saber, dividirlo en unidades
elementales que el alumno pueda memorizar y que por lo tanto el profesor pueda
rapidamente evaluar. Donde se afirma que, en términos de Chevallard, se produce por
un lado la delimitacion de los saberes, en “saberes parciales”, de tal manera que cada
uno de ellos puede ser desarrollado casi en forma autébnoma, y por otro lado la
restriccion de evaluabilidad de todo objeto de ensefianza. En otras palabras, los
elementos actuativos de los alumnos ante los objetos en cuestion deben ser
rapidamente evaluados. Razén por la cual se proponen siempre gran cantidad de
ejercicios de aplicacion directa de los contenidos trabajados

En lo que se refiere a la tesis de Candy Clara Ordofiez Montafiez, a través del
constructo tedrico de los Procesos de la Intuicion, la identificacién de patrones, el
razonamiento plausible y las conjeturas, se realizé el andlisis de libros de textos con el
fin de determinar bajo qué condiciones alumnos del tercer grado de nivel primaria
pueden construir conocimientos de division y divisibilidad de nimeros naturales. Con
el fin de alcanzar este objetivo, analizaron el libro “Matematica 3” (2012) de la Editorial
Santilla, en dicho libro, cada unidad se organiza en 5 secciones: Apertura (para
explorar y comentar), inicio (para recordar lo aprendido), proceso (para descubrir y
aprender), cierre (para jugar y aprender) y evaluacion (para comprobar lo aprendido).
Donde la tesista pudo determinar que, por ejemplo, con respecto a la definicion de
divisién en numeros naturales que figura en la unidad “la divisién es la operacion que
consiste en repartir en partes iguales una cantidad determinada. Para resolverla
pueden usarse restas sucesivas”, donde pudieron notar que la definicion hablaba de
repartir y que dicha reparticion estaba dada en partes iguales (reparticiones
equitativas), con lo cual surge la duda con respecto a que no queda claro si se trata de
una reparticion maxima o no. Asi también, con respecto a la divisién exacta, el libro
esgrime que “una division es exacta cuando el residuo es cero”, con lo cual puede
notarse que la definicion de la division exacta esta en términos del valor del residuo,
en este caso nos dicen que el residuo debe ser igual a cero. Se considera que la
division exacta podria haber sido definida en términos de repartos iguales siguiendo el
trabajo ya empleado, agregando la condicién adicional que al finalizar la reparticién no
deben quedar elementos sin ser repartidos.

Con respecto a la tesis de Fabian Espinoza, donde a través de constructo del
Enfoque Ontosemiotico, el autor manifestd que, en parciales de los alumnos, en
relacion con el contenido divisibilidad de numeros enteros, pudo notar diversas

dificultades, como ser: incomprensiones, confusiones, errores, etc., asociadas al
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tratamiento tedrico de la relacion divide. En funcién de esto, busco los motivos de
dichas dificultades en los libros de textos, como asi también decidié estudiar sobre las
concepciones que promueven en los alumnos dichos libros. En 1ra instancia el autor
determind, a través del analisis de dos libros, que los mismos no se hacen cargo de
trabajar las dificultades mencionadas y en una 2da instancia, con respecto a los
significados que los alumnos atribuyen a los conceptos que se manejan en el
contenido de divisibilidad de nameros enteros, notaron dificultades al momento de
establecer relaciones entre Divisor, Division y Fraccion e inclusive algunos alumnos no
pudieron diferenciar en un principio al objeto “divisor de un nimero entero” del objeto
“divisor como elementos de una division”, confundiendo entonces una relacion entre
nameros con un ndmero.

Considerando lo detallado en parrafos anteriores, estos trabajos de
investigacién permiten explicar la importancia del analisis de los libros de textos al
momento de considerar un contenido, en particular el de la divisibilidad. Radicando la
importancia en la realizacion de una descripcion de lo que se desarrolla en el libro de
texto, la elaboracién de una determinada secuencia didactica o en su efecto dar con
una posible explicacién a las diversas situaciones con las que se encuentra un
docente en el aula. No obstante, se considera que dichos andlisis se veran

enriquecidos con el aporte de lo realizado en el capitulo 4.
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Capitulo 3

Enfoque Teorico y Metodoldgico

En este capitulo se expone una sintética caracterizacion de las ideas tedéricas
centrales del Enfoque Ontosemiotico del Conocimiento y la Instruccion Matemética
(EOS) como linea de investigacion en Didactica de la Matematica, que viene
desarrollandose en Espafia desde el afio 1994 por Juan Diaz Godino.

También se exponen los fundamentos metodoldgicos para las investigaciones
cientificas. Se detalla el dato, se expone el sistema de matrices de datos, las
caracteristicas de cada nivel. Las relaciones que se establecen entre cada una de
ellas. Se da a conocer el tratamiento y andlisis de datos acorde al EOS y la
metodologia utilizada, la explicacién del tratamiento de datos centrado en las variables

y las relaciones entre las mismas.
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3.1 Validacion Conceptual
3.1.1 Planteamiento del objeto de estudio de la investigacidon

El libro de texto es un recurso habitual que utilizan los profesores para
planificar sus clases, hasta el punto que en diversas ocasiones es el propio libro el que
delimita lo que se desarrolla en la misma. Determinar qué es lo que dicen y qué omiten
aquellos libros con los que entran en contacto los alumnos, cuales son los estereotipos
y distorsiones de la realidad que promueven, de quiénes se habla, etc., son preguntas
a las que numerosos investigadores tratan de hallarles respuesta (Torres, 1991)

De manera puntual, Cabero, J., Duarte, A., & Romero, R. (1995) expresan que
los libros de matemaética influyen en la ensefianza de un contenido, lo que nos permite
considerar al libro de texto de matematica como una fuente de informacion sumamente
valiosa al momento de desarrollar un contenido en particular, razén suficiente para
considerar de extrema importancia el analisis de los libros de texto de matematica
desde una base tedrica cientifica, que permita discernir las caracteristicas de los
contenidos que en el mismo se desarrollan. Estas caracteristicas estan vinculadas
directamente con las practicas educativas en el aula, como asi también con el
conocimiento matematico que la sociedad considera pertinente (Conejo, Arce &
Ortega, 2015).

La importancia del libro de matematica en el nivel secundario, en particular
aquellos con el contenido divisibilidad, radica en su estructura como fuente de
informacion valiosa y especifica, que permite ser utilizada para diversos fines. Entre
ellos se destaca la tesis doctoral de Bodi Samuel (capitulo 2), que a través del
constructo teérico de Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas (APOS), realiz6 el
analisis de diferentes libros que correspondian tanto a editoriales de gran difusién
como de menor difusion, ellas fueron: Mc Graw Hill, Santillana, Brufio, SM, Anaya,
Oxford, Almadraba, Ecir, Vicens Vives y Marfil. A través de un andlisis sobre la
divisibilidad que presentaban dichos libros examinados, el desarrollo curricular que
realizan y las actividades planteadas, le permitieron la elaboracion de un cuestionario
destinado a comprender y estudiar las formas de conocer la divisibilidad en el conjunto
de los nimeros naturales y los mecanismos que utilizan los alumnos de entre 12y 17
afios.

En la tesis de Silvia Etchegaray, a través del constructo tedrico de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico (TAD), se realizo el analisis de libros de textos de
matemética con el fin de ponerse en contacto con libros de 8vo afio de la E.G.B y
poder asi realizar un analisis de los mismos. De dicho andlisis, la tesista extrajo que
los autores de los libros, en general demuestran la necesidad de poder determinar un

saber, dividirlo en unidades elementales que el alumno pueda memorizar y que por lo
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tanto el profesor pueda evaluar rapidamente, donde se afirma que en términos de
Chevallard, se produce por un lado la delimitaciébn de los saberes, en “saberes
parciales”, de tal manera que cada uno de ellos puede ser desarrollado casi en forma
auténoma, y por otro lado la restriccién de evaluabilidad de todo objeto de ensefianza.
Siendo asi que los elementos actuativos de los alumnos ante los objetos en cuestion
deben ser rapidamente evaluados. Razon por la cual se proponen siempre gran
cantidad de ejercicios de aplicacion directa de los contenidos trabajados.

La divisibilidad en el conjunto de nimeros enteros es una tematica inmersa en
diversos aspectos de la matematica y de otras ciencias. La misma puede encontrarse
en el desarrollo de teorias estrictamente matematicas como ser en el uso reconocido
del algoritmo de Euclides, que permite calcular el maximo comudn divisor de dos
nameros enteros no nulos de una forma mas eficiente que a partir de la factorizacion
en nimeros primos. También puede encontrarse su aplicacion en el calculo del inverso
modulo n, en la resolucién de sistemas de congruencias a través del algoritmo chino
del resto, o el estudio de las soluciones de ecuaciones diofanticas que incluyen
soluciones enteras, etc. En relacion con otras ciencias, como el caso de la
computacién, el desarrollo de la teoria de congruencia permite la asignacion de
posiciones de memoria a ficheros de un ordenador a través de las funciones de
dispersion, la generacion de numeros pseudoaleatorios y los sistemas de cifrado
basados en la aritmética modular, de entre los que cabe destacar la criptografia de
clave publica (Cafiada Ordofiez, 2018). Con respecto a la robdtica, dependiendo de los
nameros por dividir se obtiene como resultado un namero entero u otro llamado de
punto flotante (Sergi, 2003).

Naturalmente se sabe que los libros y disefios curriculares orientan en gran
medida la ensefianza del profesor en el nivel secundario, por lo menos lo que respecta
a nuestra regién. Los textos escolares constituyen una fuente de consulta muy
importante de los profesores para el disefio y preparacibn de sus clases, por
consiguiente, es indiscutible su influencia directa o indirecta en los procesos de
ensefianza y aprendizaje en las aulas (Nardoni, Marta Graciela; Pochulu, Marcel
David, 2013). De acuerdo con Font, V. planas, N. y Godino, J. D. (2010), una de las
competencias profesionales que debe tener un profesor de Matematica es la de
analisis didactico de secuencias de tareas, que le permita disefar, aplicar, valorar y
mejorar sus propias practicas matematicas y la de su clase. Estas tareas son aquellas
situaciones problematicas que el profesor propone a los alumnos para su resolucion,
como ser problemas de investigacion, de aplicacion, ejercicios, etc., las que originan la

actividad a desarrollar en la clase, produciendo a la vez un aprendizaje.
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Teniendo presente la experiencia como docente, esta nos indicO dos
cuestiones estrechamente relacionadas. La primera es que existen ensefiantes que
eligen los libros de texto de matematica sin un criterio de analisis que provenga de la
didactica de la matematica. Esto provoca que la eleccidon sea mas que nada desde el
sentido comun, como ser: cantidad de ejercicios, cantidad de imagenes ilustrativas,
cuadros por completar, nimeros por completar, ejercicios de aplicacién, cantidad de
problemas con un contexto, etc. Con respecto a la segunda cuestion, se pudo
observar que los alumnos de primer afio de la carrera Licenciatura en Sistemas de
Informacion de la FACENA-UNNE, en la cual el tesista es docente, tenian serias
dificultades al momento de resolver situaciones probleméticas que involucraran la
divisibilidad de numeros enteros, contenido que se supone ya fue abordado en las
clases de matematica del colegio secundario. A raiz de esto Gltimo, se motivé en el
tesista, con base en las cuestiones mencionadas, la curiosidad de determinar algunas
de las posibles razones que generaron en los alumnos dichas dificultades. Es asi, que
se considerd el andlisis de los libros de matematica que son utilizados en el nivel
secundario con el contenido divisibilidad de nimeros enteros.

Como se mencionara en parrafos anteriores, diversas investigaciones (capitulo
2) fueron realizadas en libros con el contenido divisibilidad y si bien en estas
investigaciones cada teoria didactica utilizada aporta un saber especializado, se
considera que los libros de matematica con el contenido divisibilidad de numeros
enteros son factibles de analizarse desde el Enfoque Ontosemittico (EOS) de la
cognicion e instruccion matematica. La importancia de este enfoque radica en gque es
un marco amplio que organiza, unifica, clarifica nociones y términos usados en
multiples teorias, enfoques y modelos, definiendo una ontologia de objetos que
permite entender, comunicar e investigar los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas, incluyendo toda la praxis relacionada con el proceso de resolver,
validar y generar problemas matematicos como asi también comunicar todos estos
procesos y la solucion, o soluciones, a cada problema planteado.

Con el fin de garantizar todo lo expresado, el EOS propone seis objetos que
denomina primarios, que permiten un analisis mas minucioso y detallista del saber
matematico. Dichos objetos son: lenguaje, conceptos, proposiciones, procedimientos,
situaciones problematicas y argumentos. Estos objetos se relacionan entre si a través
de funciones semidticas que permiten el andlisis meticuloso mencionado. Estas
funciones generan un proceso cognitivo que lleva a profundizar sobre la naturaleza de
los objetos de un modo mas dinamico y pragmatico, estableciendo vinculos entre ellos

y las derivaciones de los mismos.
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3.1.2 Formulacidn del objeto de estudio de la investigacion

En esta tesis, se investigd sobre la vinculaciéon entre la red de relaciones
desplegadas en el planteamiento tedrico del contenido divisibilidad en nimeros
enteros, en libros de texto de matematica que son utilizados en el nivel medio, y la red
de relaciones involucradas o emergentes de la resoluciébn de las situaciones
problematicas que se proponen en los mismos, y a su vez se analizo si las relaciones
conceptuales establecidas en el planteamiento tedrico son suficientes para resolver las
situaciones problematicas que proponen o si, por el contrario, aparecen como
necesarias otras nuevas relaciones emergentes.

Esta investigacion tiene por caracteristica principal ser de caracter cualitativa,
en la cual el analisis de datos y de la informaciébn se contrastan con un marco
conceptual para su interpretacion, explicacion y busqueda de significados (Tamayo,
1999). ElI marco conceptual utilizado en esta investigacion es el Enfoque
Ontosemiotico y de la Instruccién Mateméatica-EOS, que permite poder cumplir con los

objetivos propuestos y responder las preguntas de investigacion formuladas.

3.1.2.1 Enfoque tedrico- Enfoque Ontosemidtico De La Cognicion E Instrucciéon
Matemética

Siguiendo a Godino, J. D. (2003), podemos manifestar que los postulados o
supuestos basicos del Enfoque Ontosemibtico de la Cognicibn e Instruccién
Matematica se relacionan principalmente con la antropologia, la ontologia y la
semidtica, pero también se articulan de manera coherente supuestos socioculturales y
psicologicos. La matematica se concibe como una actividad humana, intencionalmente
orientada a la solucion de cierta clase de problemas, realizada en el seno de
instituciones o comunidades de practicas; dicha actividad estd mediatizada y apoyada
por los recursos linguisticos y tecnolégicos disponibles. De las practicas o sistemas de
practicas realizadas para resolver problemas emergen dos categorias primarias de
objetos o entidades: institucionales (sociales, relativamente objetivas) y personales
(individuales o mentales), por lo que se asume que la matematica es, ademas de una
actividad, un complejo de objetos -culturales (institucionales), axiomatica y
deductivamente organizados.

Este enfoque confiere fundamental importancia a las nociones de significados
institucionales y personales, y concibe el significado de un objeto matematico, al que

Godino, J. D. (2003) define como todo aquello que es indicado, sefialado o nombrado

cuando se construye, comunica o aprende matematica, en términos del sistema de

practicas ligadas a un campo de problemas. Es decir, concibe que el significado de
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objeto_matematico es el sistema de practicas operativas y discursivas que una

persona, institucién o comunidad de practicas realiza para resolver una cierta clase de
problemas en las que dicho objeto interviene.

También en este ambito se considera practica matematica a toda actuacién o
manifestacion (verbal, gréafica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validar la solucion y generalizarla
a otros contextos y problemas (Godino, J. D., Batanero, C. y Font, V. 2008).). Dichas
practicas pueden ser idiosincraticas de una persona o compartidas en el seno de una
institucion.

En este caso, se considera a una institucion como una comunidad de practicas,
donde la misma esta constituida por las personas involucradas en una misma clase de
situaciones problematicas, el compromiso mutuo con la misma problematica conlleva
la realizacién de unas practicas sociales que suelen tener rasgos particulares y son
generalmente condicionadas por los instrumentos disponibles en la misma, sus reglas

y modelos de funcionamiento.

Objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas.

En las practicas matematicas intervienen objetos ostensivos (simbolos,
gréficos, etc.) y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc., que evocamos al hacer
matematicas) que son representados en forma textual, oral, grafico o incluso gestual.
De los sistemas de practicas operativas y discursivas emergen nuevos objetos que

provienen de las mismas y dan cuenta de su organizacién y estructura.

Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas
de précticas.

La nocion de sistema de practicas (operativas y discursivas), constituidas por
las practicas significativas para resolver un campo de problemas y compartidas en el
seno de una institucién, asume una concepcién pragmatica — antropoldgica de las
matematicas, tanto desde el punto de vista institucional (sociocultural) como personal
(psicolégico) y la actividad de resolucion de problemas se adopta como elemento
central en la construccion del conocimiento matematico.

La nocién de practica y sistemas de practicas son Utiles para determinados
analisis de tipo macro didactico, en especial cuando se trata de comparar la forma
particular que adoptan los conocimientos matematicos en distintos marcos

institucionales, contexto de uso o juegos de lenguajes.
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Para un andlisis mas fino de la actividad matematica, el Enfoque Ontosemibtico
incluye seis tipos de entidades primarias u objetos matematicos primarios,

intervinientes o emergentes de sistemas de practicas, estos son:

e Situaciones-Problemas: son las tareas, actividades o ejercicios, tanto intra-

matematicas como extra-matematicas.

e Lenguaje: son los términos, expresiones, notaciones, gréficos, etc., los que

se presentan, a su vez, en sus diversos registros (escrito, oral, gestual, etc.).

e Procedimientos: comprenden algoritmos, operaciones, técnicas de calculo o

modos de ejecutar determinadas acciones.

e Proposiciones (propiedades): atributos de los objetos mencionados, que

suelen darse como enunciados 0 proposiciones.

¢ Definiciones (Conceptos): definiciones o descripciones (ej: niUmero, punto,

recta, divisor, cuadrado perfecto, etc.)

e Argumentaciones: comprenden enunciados y razonamientos usados para
validar, justificar o explicar las proposiciones y los procedimientos, o la validez

de la solucién a un problema, los cuales pueden ser deductivos o de otro tipo.

La consideracién de una entidad como primaria no es una cuestion absoluta,
sino que es relativa, puesto que se trata de entidades funcionales, relativas a los
marcos institucionales y contextos de uso en los que participan. Ademas, tienen un
caracter recursivo en el sentido que cada objeto, dependiendo del nuevo objeto de
analisis, puede estar compuesto por entidades de los restantes tipos, (un argumento,

por ejemplo, puede poner en juego conceptos, proposiciones, procedimientos, etc.).

Relaciones entre objetos primarios: funcién semiética (relacién conceptual)

Los seis objetos primarios estan relacionados entre si por medio de una
funcion semidtica, caracterizada como una correspondencia (ya sea relacion de
dependencia o funcién) entre un antecedente (expresion, significante o representante)
y un consecuente (contenido, significado, representado) que establece un sujeto,
persona o institucion de acuerdo con cierto criterio, codigo o regla de correspondencia

gue regula la correlacion. Dicha relacion conceptual o correspondencia se establece
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entre dos objetos cuando uno de ellos se pone en lugar del otro (representacional), un
objeto usa a otro u otros como instrumento (instrumental u operatoria) o cuando dos o
mas objetos componen un sistema del que emergen nuevos objetos (componencial o
cooperativa).

Con la nocién de funcion semidtica se evidencia el caracter netamente
relacional de la actividad matematica, lo que para nuestra investigacion es neural,
dada las caracteristicas de nuestro objeto de estudio y de nuestra investigacion.

Los objetos matematicos primarios, a los que nos referimos recientemente,
estan relacionados entre si formando configuraciones, definidas como las redes de
objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones que
se establecen entre los mismos al resolver un problema, una clase o tipo de problema.

Estas configuraciones (Figura 1) pueden ser epistémicas, si son redes de
objetos institucionales, o cognitivas si representan redes de objetos personales. Sea el
caso de una o la otra, las situaciones-problemas son el origen o razon de ser de la
actividad y las que vienen a motivar el conjunto de reglas que aparecen en ella. El
lenguaje, por su parte, sirve de instrumento para la accion. Los argumentos justifican
los procedimientos y las proposiciones que relacionan los conceptos entre si, todo lo
cual viene a regular el uso del lenguaje, que, por su parte, sirve de instrumento para la

comunicacion.
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Fig. 1
En el EOS la actividad mateméatica ocupa el lugar central y se modeliza en
términos de sistema de practicas operativas y discursivas. De estas practicas emergen
los distintos tipos de objetos matematicos primarios, que estan relacionados entre si a
través de funciones semioticas que forman la red de relaciones que se denomina

configuraciones.

Niveles de andlisis didactico propuesto por el EOS.

Para emprender el analisis de una practica matematica, el Enfoque
Ontosemiotico y de la Instruccion Matematica propone cinco niveles de andlisis
(Godino, J. D., Contreras, A. y Font, V. (2006):

Nivel 1. Analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas

Nivel 2. Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos

Nivel 3. Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas

Nivel 4. Identificacién del sistema de normas y meta-normas que condicionan y hacen
posible el proceso de estudio (dimension normativa);

Nivel 5. Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de instruccion.

Esta investigacion se focalizard en el nivel 5, en la nocién de idoneidad
didactica (Godino, J. D., Bencomo, D., Font, V., & Wilhelmi, M. R. (2006)). Esta se
define como el grado en que un proceso de instruccidon relne determinadas
caracteristicas que pueden permitir calificarlo como idéneo, éptimo o adecuado.
(Godino, J., Batanero, C., & Font, V. (2007)).

La idoneidad como criterio de adecuacion de un proceso de instruccién puede
aplicarse a distintos campos. Como expresa Godino (2013), la nocién de idoneidad
didactica se puede aplicar al andlisis de un proceso de estudio puntual implementado
en una sesion de clase, a la planificacion o el desarrollo de una unidad didactica, o de
manera mas global, al desarrollo de un curso o una propuesta curricular. También
puede ser util para analizar aspectos parciales de un proceso de estudio, como un
material didactico, un manual escolar, respuestas de estudiantes a tareas especificas
o incidentes didacticos puntuales.

En esta investigacion se considerara la idoneidad didactica al contenido
divisibilidad de niumeros enteros en libros de matemética que son usados en el nivel

medio, en colegios de la Ciudad de Corrientes. El analisis de los libros de matematica
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seleccionados y la valoracion de la idoneidad didactica de cada uno de ellos, forma
parte del capitulo 4.
De acuerdo a Godino (2013) la idoneidad didactica se obtiene a través de la

articulacion de seis componentes, estas son:

¢ |doneidad epistémica
e |doneidad cognitiva

¢ Idoneidad interaccional
e |doneidad mediacional
e |doneidad emocional

¢ |doneidad ecoldgica

La presente investigacion se enfocard en la componente epistémica, en
particular en las preguntas que la definen como tal. Estas seran consideradas como
preguntas descriptivas de los libros a analizar a largo del capitulo 4. Dicha
componente se refiere al grado de representatividad de los significados institucionales
implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia (Godino,
2013).

Como la nocién de idoneidad didactica puede aplicarse a procesos de estudio
puntuales o aspectos parciales, como en este caso a un libro escolar, se realiz6 la
pertinente adaptacion de aquellas preguntas que permiten describir las distintas partes

del contenido divisibilidad de niameros enteros que se encuentra en cada libro.

Preguntas de la componente epistémica
e Situaciones-problemas
;Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de
contextualizacion, ejercitacion o aplicacion respecto al contenido divisibilidad en
nameros enteros? ¢Se proponen situaciones de construccién de problemas

relacionadas con el contenido divisibilidad de nimeros enteros?

e Lenguajes

¢ Se realiza el uso de diferentes modos de expresiébn matematica, como ser
grafica o simbdlica, traducciones y conversiones entre los mismas, con
respecto al contenido divisibilidad de nudmeros enteros? ¢Se proponen
situaciones de interpretacion acerca del contenido divisibilidad de numeros

enteros?
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e Reglas (Definiciones, proposiciones, procedimientos)

¢Las definiciones o procedimientos son claros y correctos respecto al
contenido? ¢Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales
para resolver las situaciones problematicas qué propone? ¢Se proponen
situaciones donde el lector tenga que generar definiciones proposiciones o

procedimientos?

e Argumentos
¢cLas explicaciones, comprobaciones o demostraciones sobre el contenido
divisibilidad de numeros enteros, son comprensibles? ¢Se promueven

situaciones donde el lector tenga que argumentar?

e Relaciones
¢Los objetos mateméticos (problemas, definiciones, proposiciones, etc.) con
respecto al contenido divisibilidad de numeros enteros, se relacionan y

conectan entre si?

3.1.2.2 Objetivo general y especifico

Retomando lo expresado en el capitulo 1, a continuacién, se describe

nuevamente el objetivo general y los especificos que se intentard alcanzar en esta

investigacion.

Objetivo general

e Determinar la vinculacion entre la red de relaciones establecidas entre los
objetos primarios asociados a la propuesta tetrica y la red de relaciones,
involucradas o emergentes, de los objetos primarios asociados a las practicas

resolutorias de las situaciones problematicas.

Objetivos especificos

e Detallar la red de relaciones que se establecen entre los objetos primarios
asociados a la propuesta tedrica y la red de relaciones, involucradas o
emergentes, de los objetos primarios asociados a las resoluciones de las

situaciones problematicas.

e Establecer semejanzas y diferencias entre los procedimientos y
argumentaciones planteadas en los libros de textos y aquellos necesarios para

resolver las situaciones problematicas que proponen.
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e Analizar si el desarrollo teérico textualizado del contenido Divisibilidad de
nimeros enteros en libros de nivel secundario de la ciudad de Corrientes,
permite resolver todas las situaciones problematicas que propone o si, por el

contrario, aparecen como necesarias otras nuevas relaciones emergentes.

3.1.2.3 Preguntas de investigacion
En lineamiento con los objetivos propuestos y acorde a lo expresado en el

capitulo 1, se retoman las siguientes preguntas de investigacion:

e ; Qué vinculacion se establece entre la red de relaciones establecidas de la
propuesta tedrica, respecto a la red de relaciones involucradas o emergentes

de la resolucién de las situaciones problematicas?

¢ ;Qué red de relaciones se establecen entre los objetos primarios de la
propuesta teorica del contenido Divisibilidad de numeros enteros y en las

resoluciones de las situaciones problematicas que se proponen en los libros?

¢ ;Qué semejanzas y diferencias se establecen entre los procedimientos y
argumentaciones propuestas en los libros y aquellos necesarios para resolver

las situaciones problematicas que proponen?

¢ ; El desarrollo tedrico textualizado del contenido Divisibilidad de numeros
enteros en libros de nivel secundario de la ciudad de Corrientes, permite

resolver todas las situaciones problematicas qué propone?

3.2 Validacion empirica
3.2.1 Sistema de Matrices de datos de la Investigaciéon

En linea con parrafos anteriores, en esta investigacion se persiguié determinar
la vinculacion entre la red de relaciones desplegadas en el planteamiento teérico del
contenido divisibilidad en nimeros enteros, en libros de texto de matematica que son
utilizados en el nivel medio, y la red de relaciones involucradas o emergentes de la
resolucion de las situaciones probleméticas que se proponen en los mismos,
permitiendo a su vez analizar si las relaciones conceptuales establecidas en el

planteamiento teérico son suficientes para resolver las situaciones problematicas
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propuestas o si, por el contrario, aparecen como necesarias otras nuevas relaciones
emergentes.

Esta investigacion tuvo como contexto la Ciudad de Corrientes y se direccioné
a dar respuesta a la problematica planteada. Las fuentes de datos secundarios
directas consideradas son los libros de matematica seleccionados para tal fin. Dichos
libros estan destinados a su uso en el nivel secundario de todos los colegios de la
ciudad, por tal motivo las caracteristicas del contenido son acorde al nivel sefialado.
Siendo asi que los docentes o futuros docentes de matematica pueden hacer uso de
dichos libros para preparar sus clases con base en el contenido mencionado.

Se considerdé como unidad de analisis, que representa el nivel de anclaje-Na,
el contenido divisibilidad de numeros enteros que se encuentra en cada uno de los
libros de textos de matematica seleccionados y que actualmente figuran en los
programas de las asignaturas de Matematica del Nivel Secundario de los colegios de
la Ciudad de Corrientes. Como variables de esta unidad de andlisis se consideré los
objetos primarios detallados con anterioridad. Estos son: lenguaje, situaciones
problematicas, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentaciones.

En cuanto al nivel sub-unitario-Na-1, la misma esta formada por las relaciones
conceptuales establecidas entre los objetos primarios (variables) que permiten resolver
las situaciones problematicas propuestas. Los Objetos primarios derivados del
contenido de cada libro, son aquellos necesarios para la resolucion de las situaciones
problematicas.

Con respecto al nivel supra-unitaria Na+1, esta se conforma con todos los

contenidos desarrollados en los libros de textos seleccionados. Figura 1
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Como cada variable independiente, objeto primario del nivel de anclaje, se ve
definida de una forma precisa por el EOS, la unidad de analisis se vio descompuesto
acorde a tales definiciones. En el caso de observarse dicha variable en el contenido,
se la caracteriz6 como tal y en el caso de no presentarse, no se la caracterizé. Siendo
asi que la observacion del contenido y la correspondencia con la definicion de cada
variable, adquiri6 el caracter de indicador.

Con respecto al nivel sub-unitario-N.1, es necesario recordar que las
relaciones conceptuales, definidas por el EOS, se refieren a la correspondencia que se
establecen entre los objetos primaros con el fin de resolver o dar respuestas a las
situaciones problematicas propuestas en el contenido Divisibilidad. Es asi, que en el

sistema de practicas realizadas para la resolucion de cada situacion se hace uso de un
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razonamiento logico propio de la matematica que articula los distintos objetos
primarios que originan una solucién o respuesta, razon por la cual dicha articulacion
adquiere el caracter de indicador. Si bien posteriormente se brinda un detalle, a
grandes rasgos se tiene que en el caso de establecerse una correspondencia entre los
objetos primarios, se describio las caracteristicas del mismo. En los casos en que no

se presentaron, no se realizé ninguna descripcion.

3.2.1.1 Indicadores de la investigacion

La particularidad principal de la labor matematica es su austeridad en los
razonamientos l6gicos que la llevan a determinar el mejor camino para dar con la
solucion de una situacidén problemética. Pero este camino no es arbitrario, sino que se
apoya, justifica y valida en un conjunto de definiciones, proposiciones, lenguaje,
procedimientos y argumentaciones (propios de la matematica) que posibilitan tal
practica matematica.

Acorde a lo expresado por Samaja (2004), un indicador es algun tipo de
procedimiento que se aplica a alguna dimensién de una variable para establecer qué
valor de ella le corresponde a una unidad de andlisis determinada. Esto dltimo puede
relacionarse con el razonamiento propio de la matematica, que incluye los objetos
primarios mencionados por el EOS. Es asi que mediante la observacion y lectura del
contenido divisibilidad de nimeros enteros, expresado y detallado en cada libro, cada
unidad de andlisis es descompuesto en los objetos primarios/variables acordes a las
definiciones que brinda el EOS.

Como lo fundamental en esta investigacion son las relaciones entre las
variables, acorde a lo definido por el EOS en parrafos anteriores, esto es la
correspondencia que se establece entre las mismas con el fin de resolver o dar
respuesta a las situaciones problematicas, es asi que en el sistema de practicas
realizadas para la resolucion de cada situacion, se hace uso de un razonamiento
I6gico propio de la matematica que articula los distintos objetos primarios/variables que
originan una solucion.

En el siguiente cuadro se determinan aquellas variables mas relevantes acorde
a lo expresado anteriormente, ademas se brinda las aclaraciones correspondientes a

las secciones del cuadro.
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Variables
Relacion Relacion
Situaciones entre entre

Problemati Definicion | definicion y | Proposiciones | definiciény

Unidades de Andlisis | Froblematicas situacion situacion
problematica problematica

Valores Valores Valores Valores Valores

Unidad de analisis 1 Si No Si | No Si No Si No Si No

Unidad de analisis 2 Si No Si | No Si No Si No Si No

Unidad de analisis 3 Si No Si | No Si No Si No Si No

Unidad de analisis 4 Si No Si | No Si No Si No Si No

Aclaraciones respecto al cuadro:

Unidad de analisis: Contenido divisibilidad de nimeros enteros textualizado

en cada libro seleccionado.

Con respecto a la Variable: Situaciones Problemaéticas

Dimension
Definicién: son las tareas, actividades o ejercicios, tanto intra-matematicas

como extra-matematicas con respecto a la divisibilidad.

Procedimientos

-Lectura de todo el contenido divisibilidad en el libro.

-ldentificacion de las situaciones problematicas por resolver.

-Analisis sobre las caracteristicas de las situaciones problematicas y las
preguntas por responder acorde a lo solicitado en dicha situacion.

-Si se encuentra presente una situacion problematica se la caracteriza como tal
y se le asigna un Si. Se detalla dicha caracterizaciébn en la configuracion
epistémica, Capitulo 4.

-Si no se encuentra ninguna situacion problematica, se le asigna un No.

Valores:
-Se presenta: Si

-No se presenta: No
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Con respecto a la Variable: Definicion
e Dimension

Definicién: conceptos tedricos referentes a la divisibilidad.

e Procedimientos
-Lectura de todo el contenido divisibilidad en el libro
-Analisis sobre la determinacion de una expresiéon como definicion o concepto.
-Si se encuentra presente una definicion se la caracteriza como tal y se le
asigna un Si. Se detalla dicha caracterizacion en la configuracion epistémica,
Capitulo 4.

-Si no se encuentra ninguna definicién, se le asigna un No.

e Valores:
-Se presenta: Si

-No se presenta: No

Con respecto a la variable: Relacion entre definicién y situacion problematica
e Dimensién
En concordancia con lo definido en parrafos anteriores, pag. 44, en el que se
detallé el marco tedrico del EOS; se sabe que una relacién estad caracterizada como
una correspondencia (ya sea relacion de dependencia o funcién) entre un antecedente
y un consecuente, que establece un sujeto de acuerdo con cierto criterio, cédigo o
regla de correspondencia que regula la correlacion.

En este sentido, una relacidn entre la definicién v la situacién problematica

esta caracteriza como la suficiencia de la definicion para resolver o dar respuesta a lo
solicitado en la situacion problematica. En el caso que la definicion no cumpla con

poder dar respuesta a lo solicitado, no se podra establecer dicha relacion.

e Procedimiento:
-Lectura de la consigna.
-Comprension de la situacion problematica. Se realizara una lectura detallada
del enunciado y asi determinar aquella informacion que es brindada y aquella
gue se debe hallar. Buscando una palabra o indicio que permita encontrar una
adecuada orientacion a la practica matematica.
-Analisis del problema. Se realizard un analisis detallado, determinando las

relaciones entre las partes del problema. Especificando e interpretando el
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significado de aquellos elementos dados y lo solicitado.

-Andlisis de la factibilidad de utilizar la definicibn para dar respuesta a lo
solicitado en la consigna.

-Respuesta a lo solicitado en el problema. Si la definicidn es suficiente para dar
respuesta a lo solicitado, se utiliza dicha definicibn y se determina una
respuesta solucion, asignandole un Si. Se detalla dicha caracterizacion en la
configuracion epistémica, Capitulo 4.

-En el caso que no es suficiente la definicion para realizar una

correspondencia, no se la utiliza y se la designa con No.

Valores:
-Se establecio: Si

-No se establecié: No

Con respecto a la Variable: Proposicién

Dimension
Proposicion: atributos de los objetos de la divisibilidad, que suelen darse como

enunciados o proposiciones. Incluye propiedades, reglas y teoremas.

Procedimientos

-Lectura de todo el contenido divisibilidad en el libro.

-Andlisis sobre la determinacion de una expresién como proposicion, propiedad
o teorema.

-Si se encuentra presente una proposicion, propiedad o teorema se la
caracteriza como tal y se le asigna un Si. Se detalla dicha caracterizacion en la
configuracion epistémica, Capitulo 4.

-Si no se encuentra ninguna de ellas, se le asigna un No.

Valores:
-Se presenta: Si

-No se presenta: No
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Con respecto a la variable: Relacion entre proposicion y situacién problemética

Dimensioén

Una relacidon entre una proposicidn y la situacion problematica esta caracteriza

como la suficiencia de la proposicién para resolver o dar respuesta a lo
solicitado en la situacion problematica. En el caso que la proposicion no cumpla

con poder dar respuesta a lo solicitado, no se podra establecer dicha relacién.

Procedimiento:

-Lectura de la consigna.

-Comprension de la situacion problemética. Se realizar4 una lectura detallada
del enunciado y asi determinar aquella informacién que es brindada y aquella
gue se debe hallar. Buscando una palabra o indicio que permita encontrar una
adecuada orientacion a la practica matematica.

-Analisis del problema. Se realizara un andlisis detallado, determinando las
relaciones entre las partes del problema. Especificando e interpretando el
significado de aquellos elementos dados y lo solicitado.

-Andlisis de la factibilidad de utilizar la proposicion, propiedad o teorema para
dar respuesta a lo solicitado en la consigna.

-Respuesta a lo solicitado en el problema. Si la proposicién, propiedad o
teorema es suficiente para dar respuesta a lo solicitado, se utiliza dicho
concepto y se determina una respuesta solucion, asignandole un Si. Se detalla
dicha caracterizacién en la configuracion epistémica, Capitulo 4.

-En el caso que no es suficiente la definicibon para realizar una

correspondencia, no se la utiliza y se la designa con No.

Valores:
-Se establecio: Si

-No se establecié: No

Con respecto a las vinculaciones que se pueden establecer entre la red de

relaciones establecidas entre los objetos primarios asociados a la propuesta teoérica y

la red de relaciones, involucradas o emergentes, de los objetos primarios asociados a

las practicas resolutorias de las situaciones problematicas, en el siguiente cuadro se

determinan aquellas variables mas relevantes acorde a lo expresado anteriormente,

ademas se brinda las aclaraciones correspondientes a las secciones del cuadro.
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Relaciones de ambas Vinculacién
redes Valores
Relaciones 1 Si No
Relaciones 2 Si No
Relaciones 3 Si No
Relaciones 4 Si No
Relaciones n Si No

Aclaraciones respecto al cuadro:

Con respecto a la vinculacion entre las relaciones de ambas redes.

Dimensioén

Una vinculacion entre las redes de relaciones se caracteriza por la relacion
gue se establece entre la propuesta tedrica y las relaciones involucradas o
emergentes de los objetos primarios. En el caso que no se puede establecer

una relacién entre ambas redes, no se podra realizar una vinculacion

Procedimiento:

-Lectura de las relaciones de ambas redes.

-Comprension de los objetos primarios que se relacionan: se realizard una
lectura detallada de los objetos primarios que interviene en las relaciones.
Buscando los objetos que guardan similitud entre ambas redes de relaciones.
-Andlisis de la factibilidad de establecer una vinculacion entre las relaciones
de ambas redes acorde a los objetos primarios que intervienen.

-Si los objetos primarios que intervienen son los mismos en ambas
relaciones, se determinarA que existe una vinculacién entre ambas
relaciones de cada red.

-En el caso que no intervengan los mismos objetos primarios de cada
relacion y no pueda establecerse una correspondencia, se determinara que

no existe una vinculacién y se la designara con No.

Valores:

-Se establecié una vinculacion: Si

-No se establecié una vinculaciéon: No

55




En el siguiente cuadro se determinan las caracteristicas de las vinculaciones

que se pueden establecer, ademas se brinda las aclaraciones correspondientes a las

secciones del cuadro.

Tipos
Vinculacion Directa Fuerte Débil
Valores Valores Valores

Vinculacion 1 Si No Si No Si No
Vinculacion 2 Si No Si No Si No
Vinculacion 3 Si No Si No Si No
Vinculacion 4 | Si No Si No Si No

Vinculacion n Si No Si No Si No

Aclaraciones respecto al cuadro:

Con respecto al tipo de vinculacion entre las relaciones de ambas redes.
Dimension

Una vinculacion entre las redes de relaciones se caracteriza por la relacion

gue se establece entre la propuesta tedrica y las relaciones involucradas o

emergentes de los objetos primarios.

Procedimiento:
-Lectura de la vinculacion entre las relaciones de ambas redes.
-Comprension de como se relacionan los objetos primarios en ambas redes
de relaciones: se realizara una lectura detallada de los objetos primarios que
intervienen en las vinculaciones. Buscando y determinando como se
vinculan.
-Si en la vinculacion intervienen los mismos objetos primarios y se observa
gue las situaciones problematicas en las cuales la propuesta teorica del libro
brinda un enunciado que permite resolver la situacion problematica, se le
asignara el nombre de “vinculacion directa”.
-Si en la vinculacion intervienen los mismos objetos primarios, pero ademas
se observa que las situaciones problematicas en las cuales el desarrollo
conceptual del libro brindaba un enunciado que en relacion con otro
introducido permitié la resolucion del problema, se le asignara el nombre de
“vinculacion fuerte”.
- Si en la vinculacion interviene un mismo objeto primario que solamente
guarda relacion con un concepto introducido mas no directamente con la

resolucion de la situacion problematica, se le asignara el nombre de
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“vinculacion débil”.

e Valores:
-Se establecié una vinculacion directa: Si
-No se establecié una vinculacién directa: No
-Se establecid una vinculacion fuerte: Si
-No se establecié una vinculacion fuerte: No
-Se establecié una vinculacion débil: Si

-No se establecié una vinculaciéon débil: No

3.2.2 Disefio de procedimientos para larecoleccion de datos

Para lograr responder a la problemética de investigacion esgrimida en parrafos
anteriores, es necesario contar con datos que propicien dar una respuesta a tal
interrogante. Es asi que Quintana, A. y Montgomery, W. (Eds.) (2006) proponen una
serie de acciones que favorecen la recoleccién de datos y posterior analisis. Dicho
autor considera que los documentos, fuentes de datos secundarias directas, son
fuentes de informacion valiosa, dando una revelacién de los intereses y perspectivas
de comprension de la realidad.

Las acciones realizadas fueron:

Rastreo e inventariado: los libros que se rastrearon y se recopilaron fueron
aquellos libros de matematica con el contenido divisibilidad de nameros enteros que
son utilizados por los profesores o futuros profesores de matematica para dar sus
clases con el contenido mencionado. Clasificacion: De la lista de libros de
matematica, se organizé acorde a la editorial, afio de impresion y publicacion.
Seleccién: los libros de textos mas pertinentes para cumplir con los objetivos y
responder a las preguntas de investigacion fueron seleccionados de forma No

aleatoria. Los mismos se ajustaron a lo siguiente:

Muestra de estudio

De la poblacion de libros de textos de matematica que utilizan actualmente los
docentes para desarrollar sus clases, se seleccioné aquellos libros de texto que
tuvieran el contenido divisibilidad de numeros enteros y también los que fueron
impresos y publicados en el periodo 2010-2012.

Con respecto a los libros que tuvieran el contenido divisibilidad de numeros
enteros, se seleccion6 como muestra un grupo formado por cuatro libros

correspondientes a los utilizados por los docentes y que se encontraban en las

57




bibliotecas de los colegios visitados de la Ciudad de Corrientes, cuadro 1. Dichos
libros son de editoriales conocidas y acordes al nivel educativo al cual estan dirigidos.
En didlogo con los docentes de matematica que trabajaban y dictaban sus
clases en los colegios explicitados en el cuadro N° 1, manifestaron que pudieron notar
que el contenido divisibilidad de nimeros enteros no se encontraba de forma explicita
en la ultima edicion de los Nucleos de Aprendizajes Prioritarios (NAP) de Matematica
del afio 2011 de la Provincia de Corrientes como asi tampoco en los NAP del
Ministerio de Educacion de la Nacién del mismo afio. Encontrando a lo sumo una
mencion de la divisibilidad solo a grandes rasgos y mas que nada en el conjunto de
Numeros Naturales. Consideraban esta carencia de contenido como algo grave,
puesto que argumentaban que era de suma importancia y caracteristica principal de la

Teoria de Numeros (capitulo 2) y del conjunto de NUmeros Enteros.

Cuadro 1

COLEGIOS ESTATALES DE LA CIUDAD DE CORRIENTES

Colegio educacion general basica EGB 3 escuela n® 599

Colegio e Instituto San José

Colegio Informético San Juan De Vera

Colegio José Hernandez

Colegio Manuel Vicente Figueredo

Colegio Nocturno Fray José De La Quintana Y Comercial Anexo

Colegio Nocturno General Bartolomé Mitre

Colegio Nocturno Islas Argentinas Del Atlantico Sur

Colegio Polimodal Barrio Pirayui

Colegio Polimodal Brig. General Pedro Ferre

Colegio Polimodal Dr. Eloy Miguel Ortega

Colegio Polimodal Dr. René Favaloro

Colegio Polimodal Edgar Romero Maciel

Colegio Polimodal Fray José De La Quintana

Colegio Polimodal Ibera

Colegio Polimodal Olga Cossettini

Colegio Polimodal Pedro B. Serrano

Colegio Polimodal Presidente Dr. Arturo Frondizi Y Anexo

Colegio Polimodal Presidente Hipdlito Irigoyen

Colegio Polimodal Presidente Juan Domingo Pero6n

Escuela Comercial Agob Seferian
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Escuela Comercial Dr. Luis Federico Leloir

Escuela Comercial General Manuel Belgrano

Escuela Comercial Nocturna Del Bicentenario

Escuela Comercial Nocturna José G.Perugorria

Escuela Comercial Presidente Dr. Arturo Umberto lllia

Escuela N° 10 Remedios Escalada De San Martin

Escuela De EGB 3 Maestro C. Telechea

Escuela Normal Dr. Juan Pujol

Escuela Normal José Manuel Estrada

Escuela Portuaria

Escuela Técnica Brig. General Pedro Ferre

Escuela Técnica Fray Luis Beltran

Escuela Técnica N° 1 Juana Manso

Escuela Técnica N° 2 Bernardino Rivadavia

Instituto Superior Carmen Molina de Llano Y Anexo Taller San Vicente De Paul

Instituto Superior De Formacién Técnica-U.O.C.R.A. Islas Malvinas

Nucleos de Aprendizajes Prioritarios - NAP

Con respecto a los NAP, se destaca que, en el afio 2011, el Ministro de
Educacion de la Nacion Argentina Prof. Alberto E. Sileoni manifestdé que desde el afio
2004, el Ministerio de Educacién Nacional y las veinticuatro jurisdicciones iniciaron un
proceso de construcciéon federal de acuerdos curriculares para la Educacion Inicial,
Primaria y Secundaria. En un contexto de profunda desigualdad educativa, con un
sistema educativo nacional fragmentado y heterogéneo, se asumié el compromiso de
“desarrollar una politica orientada a dar unidad al sistema” mediante la identificacion
de Nducleos de Aprendizajes Prioritarios (NAP) de Matemética. Un ndcleo de
aprendizaje prioritario en la escuela refiere a un conjunto de saberes centrales,
relevantes y significativos, que incorporados como objetos de ensefianza, contribuyan
a desarrollar, construir y ampliar las posibilidades cognitivas, expresivas y sociales que
los nifios ponen en juego y recrean cotidianamente en su encuentro con la cultura,
enriqueciendo de ese modo la experiencia personal y social en sentido amplio
(Nucleos de Aprendizajes Prioritarios, 2011).

Desde entonces se sostuvo un trabajo cuyo objetivo fue garantizar condiciones
de igualdad educativa “construyendo unidad sin uniformidad y rescatando la funciéon

publica de la escuela” de manera que “todos los habitantes alcancen competencias,
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capacidades y saberes equivalentes con independencia de su ubicacién social y
territorial’. Renovando estas apuestas y en un nuevo escenario histérico, social y
politico, en el que se han planteado la universalizacién de los servicios educativos
para los nifios y nifias desde los cuatro afios de edad y la obligatoriedad hasta la
Educacién Secundaria, el Estado nacional repone el valor de los NAP como referencia
sustantiva para la ensefianza en las escuelas de todo el pais. A sabiendas de esto,
manifiesta que el curriculo de nuestro pais se fortalece con estos acuerdos federales,
pero que estas definiciones no bastan. En la cotidianidad de cada escuela y con el
aporte constructivo y creativo de maestras, maestros, profesoras y profesores, este
conjunto de saberes podra transmitirse con sentido y aportar un valor significativo a la
trayectoria escolar de cada estudiante singular haciendo posible la plena vigencia del
derecho de todos a una educacion igualitaria. Siendo asi, en el afio 2011 se proponen
los nuevos NAP que servirian como guia integradora de saberes para todos los
colegios primarios y secundarios del pais.

Con respecto a los Nucleos de Aprendizajes Prioritarios-NAP del Ministerio de
Educaciéon de la Nacion Argentina que fueron promulgados en el afio 2011 y que
fueron destinados a todas las provincias de la Republica Argentina, se destaca que en

cuanto al contenido divisibilidad se explicita lo siguiente:

¢ PRIMERO / SEGUNDO ANO

En relacién con los nimeros y las operaciones

Explorar y enunciar propiedades ligadas a la divisibilidad en N (suma de dos
multiplos, si un nimero es multiplo de otro y éste de un tercero, el primero es multiplo

del tercero, etc.)

En relaciéon con el Algebray las operaciones

El uso de ecuaciones y otras expresiones algebraicas en situaciones
problematicas que requieran:

producir y analizar afirmaciones sobre propiedades de las operaciones o
criterios de divisibilidad avanzando desde su expresién oral a su expresiéon simbdlica, y

argumentar sobre su validez.

¢ SEGUNDO / TERCER ANO
En relacién con los nimeros y las operaciones
El reconocimiento y uso de numeros racionales y de las operaciones y sus

propiedades en situaciones problematicas que requieran:
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-Producir argumentos que permitan validar propiedades ligadas a la
divisibilidad en N.

Con respecto a los NAP de la jurisdiccién de la Provincia de Corrientes, se
explicitan los siguientes items:

En relacién con el Niamero y las Operaciones

-Reconocimiento y uso en deferentes contextos de los niumeros naturales (N):
La recta y los numeros naturales. Operaciones: suma, resta, multiplicacion y
division. Divisibilidad, mdaltiplos y divisores. Potencias y raices cuadradas
exactas de numeros naturales.

-Explorar y enunciar propiedades ligadas a la divisibilidad en N (suma de dos
multiplos, si un nimero es multiplo de otro y éste de un tercero, el primero es

multiplo del tercero).

En relacion con el Algebray las Funciones

-Determinacion de conjuntos de racionales a partir del lenguaje simbodlico:
Ecuaciones e inecuaciones lineales sencillas. Expresiones simbdlicas de las
propiedades de las operaciones con ndmeros racionales: conmutativa,
distributiva, otras (comparacion con las propiedades de naturales).
Exploracion y enunciado de propiedades vinculadas con la divisibilidad
(coloquial y simbdlica).

-Enunciar y analizar afirmaciones sobre propiedades de las operaciones
o criterios de divisibilidad, avanzando desde su expresién oral a su
expresion simbdlica, y argumentar sobre su validez.

-Aplicacion de los elementos matematicos en el proceso de calculo:
operaciones, propiedades de las operaciones en diversos conjuntos,

divisibilidad, entre otros.

Puede observarse que en concordancia con lo expresado por los distintos
docentes de matematicas de los diversos colegios de la Ciudad de Corrientes; no se
exhibe de forma precisa y concisa la divisibilidad en el conjunto de nimeros enteros,
implicando que en caso de tener que abordar dicho contenido no se explicite que
partes del mismo se deben desarrollar. Esto apoya la eleccion de libros realizada en la
investigacion, puesto que cuando los docentes o futuros docentes de matemética
deban realizar sus planificaciones de clase podran contar con una investigacion que

exprese si el desarrollo teérico del contenido divisibilidad de ndmeros enteros en el
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libro seleccionado permite resolver todas las situaciones probleméaticas o, si por el

contrario es necesaria la introduccién de nuevos conceptos.

Lectura en profundidad: de los libros seleccionados se examiné en detalle el
desarrollo textualizado del contenido analizado en esta investigacion. En el capitulo 4
se detalla las caracteristicas del contenido desarrollado en cada libro. Lectura en
forma cruzada y comparativa: en el capitulo 4 y a través del marco tedrico del EOS,
se establecieron las relaciones entre los objetos primarios, se realizaron las
configuraciones epistémicas de cada libro, las redes de relaciones, y se describi6 el

contenido acorde a las preguntas de idoneidad epistémica

3.3 Validacion operativa y expositiva
3.3.1 Resolucion de las situaciones problematicas, configuraciones epistémicas,
preguntas de la componente epistémicay anélisis.

El marco tedrico utilizado en esta tesis, es decir el EOS, provee de
herramientas metodoldgicas para recolectar, organizar y analizar datos (Godino, J.,
Batanero, C., & Font, V. (2007)).

Las herramientas metodologicas utilizadas para realizar un andlisis didactico a

los libros seleccionados fueron los siguientes:

Configuracion epistémica: Esta herramienta, Constructo Tedérico Del Enfoque
Ontosemiotico, permite dejar al descubierto la red de relaciones establecidas entre los
objetos primarios que dan respuesta a las preguntas de investigacion planteadas
(capitulo 1).

Como lo sefialan Godino, J., Batanero, C., & Font, V. (2007), la nocién de
configuracién epistémica permite hacer un andlisis microscopico de los objetos
matematicos involucrados en una practica o sistema de practicas, caracterizar su
complejidad ontosemiética y las relaciones que se establecen entre dichos objetos.

Es asi, que en primera instancia se utilizé los constructos del marco teérico del
EOS y se determin6 de cada libro seleccionado, las relaciones conceptuales que se
establecen entre los objetos primarios del desarrollo teérico del contenido divisibilidad
de numeros enteros, dando a conocer la red de relaciones conceptuales que se
pueden construir. Luego, de las practicas matematicas realizadas para la resolucién de
cada situacion problematica propuesta en cada libro sobre el contenido analizado, se

determiné los objetos primarios y las relaciones involucradas o emergentes, dando asi
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a conocer la red de redes establecidas con dichas relaciones. Posteriormente se
realizé un andlisis de la comparacion de las redes de relaciones de cada libro.

Preguntas de la componente epistémica: Esta herramienta, enmarcada
también en el EOS y que ayuda a complementar la configuracién epistémica a través
de preguntas de idoneidad epistémica, plantea la posibilidad de realizar un analisis
gue determina si un libro escolar o contenido desarrollado en el mismo, cumple con
determinadas caracteristicas que permiten calificarlo como idéneo, 6ptimo, adecuado
o dar un andlisis en detalle del contenido analizado (Godino, J. D., Bencomo, D., Font,
V. y Wilhelmi, M. R. (2006)). En las preguntas descriptivas de la componente
epistémica, se contempla todo lo relativo a las situaciones probleméaticas como papel
central, ya que se asume una concepcién antropologica de la matematica, de modo
gque los objetos matematicos emergen de las practicas de los sujetos al enfrentarse a
determinados tipos de problemas.

Es asi que al contenido divisibilidad de niameros enteros desarrollado en cada
libro seleccionado se le aplicaron las preguntas, en caracter de preguntas descriptivas,
de la componente epistémica. Posteriormente, se realiz6 una comparaciéon entre las
respuestas encontradas en cada libro y se elabord una conclusion de lo observado.

En el capitulo 4, con el fin de alcanzar los objetivos propuestos y dar respuesta
a las preguntas de investigacion, se determinaron las redes de relaciones del
desarrollo tedrico del contenido divisibilidad de niumeros enteros que se encontraba

escrito en cada libro seleccionado, dando asi a conocer la configuracion epistémica

asociada. A su vez se expusieron las relaciones mas pertinentes. Luego se resolvieron
las situaciones problematicas propuestas por dicho contenido en cada libro. Estas
resoluciones se realizaron teniendo presente el desarrollo conceptual del propio libro y
aquellos necesarios para tales resoluciones. Posteriormente se determinaron las
relaciones conceptuales involucradas y emergentes de las resoluciones realizadas,
dando a conocer la configuracion epistémica asociada. A su vez se expusieron las
relaciones mas pertinentes.

Las configuraciones epistémicas desarrolladas permitieron vislumbrar las
relaciones que se establecian entre los distintos objetos primarios, dando asi a
conocer la red de relaciones que se establecian, permitiendo alcanzar uno de los
objetivos especificos propuestos. Posteriormente se establecid la vinculacion entre las
relaciones conceptuales de cada configuracién, alcanzando uno de los objetivos
propuestos, luego se esgrimié un cuadro donde se expusieron los argumentos y
procedimientos propuestos por el desarrollo conceptual del libro y otro cuadro donde

se expuso los procedimientos y argumentaciones necesarios para resolver las
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situaciones problematicas, dando a conocer las diferencias y semejanzas entre ambos
objetos primarios, alcanzando asi otro de los objetivos especificos.

Seguidamente al desarrollo del contenido divisibilidad de nUmeros enteros que
se encontraba en cada libro se le aplicé las preguntas descriptivas de la componente
epistémica, dando asi a conocer en detalle las caracteristicas del contenido
desarrollado en dichos libros.

Como conclusion general, en el capitulo 5, se sintetiz6 lo desarrollado a lo largo
del capitulo anterior. Siendo asi que, a través de la red de relaciones establecidas
entre los objetos primarios, las configuraciones epistémicas construidas, las similitudes
y semejanzas realizadas entre los procedimientos y argumentos, y la aplicacion de las
preguntas de la componente epistémica, se retomaron los objetivos propuestos y se
respondieron las preguntas de investigacion realizadas.

3.6 Conclusiones

En este capitulo se trabajo los aspectos tedricos y metodolégicos necesarios
para responder, desde una base cientifica, las preguntas de investigacion realizadas y
alcanzar los objetivos propuestos en el capitulo 1.

Con relacién al constructo teorico del Enfoque Ontesemiotico de la Instruccion
Matematica, el mismo da conocer los objetos primarios (llamados variables), las
relaciones conceptuales que las relacionaban y la red de relaciones que se pueden
establecer con respecto al contenido divisibilidad de ndmeros enteros, permitiendo
establecer una vinculacién, o no, entre las redes.

Con relacion a lo metodoldgico, se manifestd la influencia directa de lo
expresado y desarrollado por Samaja (2004). Dandose a conocer las distintas
instancias de validacion, como ser: Conceptual, Empirica, Operativa y Expositiva.
Detallando la unidad de andlisis, las variables consideradas, los valores que tienen
asignado cada variable y haciéndose hincapié en la presencia de indicadores en la
resolucién matematica de las situaciones problematicas. También se dio a conocer el
sistema de matrices de datos. Dandose las caracteristicas de cada nivel.

Lo antes expuesto manifiesta que esta investigacibon es de caracter
“sistematica”, puesto que implica que hay una disciplina para realizar la investigacion
cientifica y que no se dejan los hechos a la casualidad. A su vez es “empirica”, puesto
que denota que se recolectan y analizan datos. Como asi también “critica”, pues se

realiza un analisis de lo elaborado.

64



Capitulo 4

Andlisis de Textos Escolares

En este capitulo se dard a conocer el desarrollo tedrico del contenido
divisibilidad de numeros enteros que se encuentra en cada libro seleccionado, como
asi también la resolucién de las situaciones problematicas propuestas en los mismos.
Posteriormente se realizara una configuracion epistémica, tanto para el desarrollo del
contenido como para las resoluciones hechas.

Se explicitaran los procedimientos y argumentaciones utilizados y se
responderdn preguntas descriptivas de la faceta epistémica. Esto permitird contestar

las preguntas de investigacion y alcanzar los objetivos propuestos en el capitulo 1.
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4.1 Acciones realizadas a cada libro seleccionado

Del contenido divisibilidad de niumeros enteros que se desarrolla en cada libro
seleccionado, se da a conocer su aporte tedrico y las situaciones problematicas
propuestas al lector. Luego a través del aporte del Marco Tedrico desarrollado en el
capitulo 3, se elabora una configuracién epistémica del desarrollo tedrico del contenido
y se exponen las relaciones conceptuales mas relevantes y pertinentes entre los
objetos primarios intervinientes.

En cuanto a las situaciones problematicas se confeccion6 el sistema de
practicas referente a las resoluciones de cada una de ellas, utilizando tanto el aporte
tedrico que se desarrolla en el libro como asi también aquellos conceptos tedricos que
fueron necesarios introducir para realizar tales resoluciones. Al igual que lo expresado
en el parrafo anterior, a través del Marco Tedrico desarrollado en el capitulo 3 se
elaboré una configuracion epistémica del sistema de practicas matematicas de las
resoluciones realizadas y se exponen las relaciones conceptuales involucradas y
emergentes mas relevantes y pertinentes entre los objetos primarios intervinientes en
la configuracion.

Con respecto al contenido tedrico utilizado para la resoluciéon de cada situacion
problematica, especificamente se utilizan las definiciones, proposiciones/propiedades,
teoremas y procedimientos que se encuentran desarrollados en cada libro
seleccionado. No obstante, en los casos donde es necesario un concepto que permita
resolver la situacién problematica y el desarrollo conceptual del libro no lo brinde o no
sea el mas pertinente para tal fin, se utiliza también el abordaje teérico desarrollado en
el libro Aritmética, de la Editorial Red Olimpica e impreso en el afio 2001, cuyos
autores son Maria Elena Becker, Norma Pietracola y Carlos Sanchez.

En cuanto a las resoluciones de las situaciones problematicas y en
concordancia con el parrafo anterior, se explicitan los procedimientos vy
argumentaciones necesarias y suficientes para resolver cada situacién problematica
propuesta por el libro para resolver por parte del lector posibilitando responder las
preguntas de investigacion realizadas en el capitulo 1.

Posteriormente se responden las preguntas descriptivas de la componente
epistémica, explicitados en el capitulo 3, al desarrollo del contenido en cada libro
seleccionado.

4.2 Desarrollo
A continuacién, se exponen las caracteristicas generales de cada libro

seleccionado y se esgrime el desarrollo del contenido divisibilidad de nameros
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enteros impreso en cada uno de ellos. Se da a conocer la configuracién epistémica
del desarrollo del contenido tedrico de cada libro y las relaciones conceptuales que
se establecen entre los objetos primarios. Con respecto a las situaciones
problematicas que cada libro propone al lector se efectlian las resoluciones de cada
una de ellas, se realiza una configuracion epistémica de los objetos primarios
involucrados y emergentes de tales practicas mateméaticas y se determinan las
relaciones conceptuales mas sobresalientes y pertinentes. Luego se realiza el
analisis de la red de relaciones conceptuales establecidas entre los objetos primarios
del desarrollo tedrico del libro y su vinculacion con la red de relaciones involucradas y
emergentes del sistema de practicas de la resolucién de las situaciones propuestas
al lector

Posteriormente se realiza el analisis de las semejanzas y diferencias entre los
procedimientos y argumentaciones que se brinda en el desarrollo teérico de cada
libro y aquellos que se utilizan para las resoluciones de cada situacion problemética.
Finalizando con una aplicacion de indicadores de la faceta epistémica al desarrollo

conceptual de cada libro.

4.2.1 Primer libro
v’ 4.2.1.1 Descripcion
Con respecto a las caracteristicas generales de este primer libro, denotamos la
siguiente informacion:
Libro: Navegantes del Conocimiento
Logonautas Matematica 2.
Equivalente a 1°, E. S/2 ° E.S.B.

Editorial: Puerto de Palos.
Edicion: Primera
Reimpresion: Primera

Afo: 2011

Autores del libro: Pablo Amster

Leonardo Moledo

Irene Zapico

Adentrandonos en el contenido especifico que nos compete, tenemos que en el

indice del libro se encuentra escrito lo siguiente:
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v INDICE
CAPITULO 1. NUMEROS ENTEROS
10. Divisibilidad. Operaciones Combinadas Pag. 36
Divisibilidad. Operaciones combinadas (Actividades) Pag. 39

Con respecto a las caracteristicas especificas que tiene que ver con el
desarrollo del contenido divisibilidad de numeros enteros, se puede denotar lo
siguiente:

En el desarrollo te6rico que se brinda, podemos observar una definicién de
cuando dos numeros enteros son divisibles entre si, esto es “un niumero entero a es
divisible por otro b (distinto de cero), cuando la division entera entre sus valores
absolutos tiene resto 0. También se dice que a es un mdultiplo de b. Posteriormente se
brinda un enunciado relacionado con el divisor comin mayor de dos nameros, esto es
“el divisor comun mayor (dcm) entre dos 0 mas numeros es el mayor divisor positivo
que tiene en comun esos numeros”, a su vez un ejemplo de dicha definicion: Ej: dem (-
30;12) =6. Asi también se brinda un enunciado sobre lo que es un minimo comudn
multiplo de dos nimeros enteros, esto es’el multiplo comudn menor (mcm) entre dos
0 mas numeros es el menor multiplo positivo que tienen en comun esos numeros”,
seguido de un ejemplo: Ej. Mcm (-10;15) = 30.

Con respecto a las situaciones problematicas que se exponen para resolver por

parte del lector, nos encontramos con las siguientes:

75.
a) Completen la tabla
NUMERO |DIVISORES NUMERO | DIVISORES
-3 -35
3 -212
-5 125
5 28
-20 -69

b) Escriba algunos pares de nimeros coprimos.

76. Escriban V (Verdadero) o F (Falso)

a) -5 es un divisor de -415....... d) -126 es un multiplo de 36.......
b) -415 es divisible por -5....... e) -81 es un multiplo de 27.......
c) 121 es multiplode 11 ....... f) -81 es divisible por -27  .......
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78. Completen la tabla.

a b dcm(a,b) |mcm(a,b)
15 3

-80 |16

-14 -20

30 40

79) Escriban, en cada caso, un par de numeros enteros que verifiquen las siguientes
condiciones.

a) mem (r,s)=60 y dcm (r,s)= 1

b) mcm (a,b)=10 y dcm (a,b)=5

¢) mem (u,x)=60 y dcm (u,x)= 20

4.2.1.2 Configuracioén epistémica del desarrollo teérico del contenido
A continuacion, se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones
conceptuales involucradas en las funciones semi6ticas que intervienen en el desarrollo

del contenido.

Situacion Problemética
Se presentan los siguientes tipos de problemas:
P1: ¢ Cudles son los divisores de nimeros relativamente pequefios?
P2: ¢ Qué nimeros son coprimos?
P3: ¢Un nimero entero, es divisor de otro?
P4: ¢ Un ndmero entero es divisible por otro?
P5: ¢ Un namero entero es multiplo de otro?
P6: ¢ Cual es el dcm de dos nimeros enteros relativamente pequefios?
P7: ¢ Cual es el mcm de dos nimeros relativamente pequefios?
P8: Dados el mcm y el dcm de dos nameros enteros, ¢ Cuales son dichos nimeros?

Mgl =T
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Conceptos
DEFINICIONES (CONCEPTOS)

-Un ndmero entero “a” es divisible por otro “b” (distinto de cero), cuando
la divisién entera entre sus valores absolutos tiene resto 0. También se

EXPRESA
Y

Lenguaje

-Verbal: Un
nimero entero “a”
es divisible por

otro “b” ...

-Simbodlico:
dcm(-30;12)=6
mcm (-10;15) =30

dice que “a” es multiplo de “b”.

-El divisor comin mayor (dcm) entre dos o mas nimeros es el mayor
divisor positivo que tiene en comin esos nimeros.

Dcm (-30,12) =6

-El maltiplo comdn menor (mcm) de dos o mas nuimeros es el menor
mltiplo positivo que tienen en comdn esos nUmeros.

Mcm (-10,15) =30

SOPORTA

REGULAN .
EL USO Propiedades

No hay

Procedimientos
-Division para determinar si un namero es divisible por otro (se lee de la
definicion de divisible)
-Relacion entre la definicion de divisible y definicion de
multiplicacion.

— —

INTERVIENE JUSTIFICAN

AANRNICIARA

Argumentos
-No existe argumentos explicativos de ningun tipo.

4.2.1.3 Relaciones conceptuales mas sobresalientes

Si bien es posible establecer un nimero significativo de relaciones entre los

objetos primarios de la configuracion epistémica planteada, en particular nos

quedaremos con aquellas que consideramos mas pertinentes. Cabe aclarar que la

misma

consideracion tendra vigencia para las configuraciones epistémicas que se

encuentran mas adelante.

A las relaciones conceptuales las simbolizaremos con la letra Ry, donde m es

un nimero que pertenece al conjunto de nimeros naturales y expresa el orden de las

mismas. Las relaciones conceptuales mas pertinentes de la configuracion epistémica

son las

siguientes:

Ri1: Entre la situacién problematica P3 y la definicidn de divisible que involucra
la multiplicacion.
R2: Entre la situacién problematica P3 y el procedimiento para determinar si un

namero es divisible por otro
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Rs: Entre la situacion problematica P4 y la definicion de divisible que involucra
la multiplicacion.

R4: Entre la situacién problemética P4 y el procedimiento para determinar si un
namero es divisible por otro.

¢ Rs: Entre la definicién de divisible que involucra la multiplicacién y la definicion

del multiplo comin menor.

4.3.1.4 Resolucién de las situaciones probleméaticas propuestas
A continuacion, se realizan las resoluciones de cada situacién problematica

propuestas para el lector.

e Sijtuacion Problematica 75

75.
a) Completen la tabla
NUMERO | DIVISORES NUMERO | DIVISORES
-3 -35
3 -212
-5 125
5 28
-20 -69

b) Escriba algunos pares de nimeros coprimos.

El problema que se encuentra en el item a) consiste basicamente en
determinar todos o algunos divisores (no especifica) de los nimeros enteros que se
encuentran en la primer columna de cada una de las tablas.

En cuanto al item b), se deben dar ejemplos de nimeros primos entre si, no

especificando la cantidad de pares.
Resolucion:

a) Consideremos primero los numeros positivos 3 y 5 de la primera tabla,

primera columnay la siguiente definicion:
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“Si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b,
a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy solo si existe

un namero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)

Considerando la definicion anterior y teniendo presente la propiedad de
divisibilidad que expresa que todo nimero “b es mdltiplo de 1 (propiedad- aritmética de
M. Becker-1.1.5), podemos escribir que 3=3.1 (en el cual b=3, a=3 y c=1) y 5=5.1 (en
el cual b=5, a=5y ¢=1), siendo los divisores de 3y 5, el nimero 1y ellos mismos. A su
vez, como en ambas definiciones se utiliza la operaciéon multiplicacién y considerando
la regla de los signos para la misma, podemos escribir 3= (=3).(-1) y 5=
(=5).(—1) (Procedimientos). Siendo asi los divisores del 3, los numeros 1, 3, -1, -3y
los divisores de 5, los numeros 1, 5, -1y -5.

Como en dicha tabla y columna, también aparecen numeros negativos, en
particular -3 y -5, podemos recurrir a la propiedad que expresa que si un numero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “a divide a b” y
que “a divide a —b” (*) (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.4), Resultando esta
propiedad una herramienta importante para determinar, entre ndameros enteros
positivos y negativos 0 ambos negativos, si uno de ellos es divisor del otro, sin tener
que recurrir nuevamente a la division. Es asi como siendo los nameros 1, 3, -1y -3
divisores de 3, lo son también de -3 y siendo los nimeros 1, 5, -1 y -5 divisores de 5,
lo son también de -5.

Considerando la siguiente definicion, que expresa que un numero natural p
mayor que 1, se dice primo si 1 y p son sus unicos divisores positivos, generando que
p solo se factoriza en la forma trivial p=1.p (**). Si un nimero natural p mayor que 1 no
es primo, diremos que es compuesto (Concepto del libro aritmética de M. Becker)
Tenemos que los nameros 3 y 5, al pertenecer ambos al conjunto de los nimeros
naturales y considerando lo expresado en el parrafo anterior, los podemos considerar
nameros primos. Pero si a la vez consideramos que estamos trabajando con niumeros
que pertenecen al conjunto de nimero enteros y la definicion que expresa que “un
namero entero a es primo si y solo si —a también lo es resultando los divisores de a los
nameros 1, a, -1 y -a” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), podemos afirmar
gue -3 y -5 también son numeros primos, y considerando la propiedad (*), los
nameros 3, 5, -3 y -5 tienen cuatro divisores cada uno, dos nimeros enteros positivos
y dos negativos.

Como en las tablas del item a) existen nimeros que no son primos (es decir
compuestos) y relativamente grandes, resulta necesario considerar el Teorema

Fundamental de la Aritmética que expresa que todo nimero entero c, distinto de 0, 1y
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-1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de nimeros
primos positivos con exponentes naturales, donde tenemos que un nimero natural a
mayor que 1, se dice primo si 1 y a son sus Unicos divisores positivos y donde
tenemos que a es primo si y solo si —a también lo es, resultando los divisores de a los
nameros 1, a, -1 y -a” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), valiéndonos de
este teorema y la propiedad que expresa que si un nimero d divide a otro niamero c si
y solo si la factorizacién del nimero d divide a ¢ (Propiedad del libro aritmética de M.
Becker), de esta forma, conocida la factorizacion de un namero, contamos con una
herramienta que nos permite hallar facilmente todos los divisores de un namero.
Consideremos ahora los nameros 20, 28, 35, 69, 125y 212. Como algunos de
ellos no se encuentran en las tablas de multiplicar que se aprenden a lo largo de la
secundaria y al ser algunos de ellos relativamente nimeros grandes, es conveniente
utilizar otro procedimiento para encontrar sus divisores, es asi que los escribimos vy

ordenarlos de la siguiente forma (Procedimientos):

20(2 282 35|5 212(2 1255 69(3
102 142 717 106(2 2515 23123
5|5 7|7 1 53 |53 515 1
1

20 =225 28=227t 35=5L7! 212 = 22,531
125 =53 69 = 31,231

Para el calculo tuvimos en cuenta las siguientes definiciones, propiedades y
criterios de divisibilidad:
-a"=a.a.a...a, siendo a y n un niumeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes
-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)
-Un namero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
-Un numero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3.
(Propiedad)

- Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5 (propiedad).

Es asi que a los numeros 20, 28 y 35, los podemos escribirlos de la forma: 20 =
20.1=10.2.1=5.221=541,alavez28=28.1=14.21=7.22.1=74.1y 35=35.1

= 5.7.1 (Procedimientos). Considerando ademas la propiedad que expresa que la
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cantidad de divisores de un numero entero cumple d(n)=2.(m+1).(m+1).(m+1)...(m+1) ,
d(n)=2.(m; + 1).(my +1).(m3z + 1) ...(my, + 1), siendo los nimeros mi, my, ms,
hasta m, los exponentes de los nimeros primos de la factorizacion y la propiedad(*),
tenemos que la cantidad de divisores del nimero 20 es d(20) =2.(2+1).(1+1) =
2.3.2 = 12, siendo sus divisores los numeros 1, 2, 4, 5, 10, 20, -1, -2, -4, -5, -10 y -20,
siendo a la vez por la propiedad(*), divisores del numero -20. Los divisores del 28 son
los nimeros 1, 2, 4, 7, 14, 28,-1, -2, -4,-7,-14 y -28, siendo la cantidad de divisores
d(28) =2.(2+1).(1+1) =232 =12. Para el caso del 35, sus divisores son los
nameros 1, 5, 7, 35, -1, -5, -7 y -35. Valiéndonos de la propiedad (*), dichos divisores
lo son también del nimero -35, siendo que la cantidad de divisores del nimeros -35
sond(-35)=2.(14+1).(1+1)=222=8

De forma similar a lo realizado en el parrafo anterior, determinamos que los
divisores de 69 son los numeros 1, 3, 23, 69, -1, -3, -23 y -69. Considerando la
propiedad (*), resulta que también son divisores del niUmero -69, siendo la cantidad de
divisores d(—69) =2.(1+1).(1+1) =2.2.2=8. Para el caso del numero 125,
tenemos que sus divisores son los nimeros 1, 5, 25, 125, -1, -5, -25 y -125, siendo la
cantidad de divisores d(125) = 2.(3 + 1) = 2.4 = 8. Con respecto al nUmero 212, sus
divisores son los nameros 1, 2, 4, 53, 106, 212, -1, -2, -4, -53, -106 y -212, y por (*),
resulta asi que tales divisores lo son también del nimero -212, siendo la cantidad de
divisores d(—212) = 2.(2 4+ 1).(1 + 1) = 2.3.2 = 12.

Completando la tabla del item a), tenemos que:

NUMERO [ DIVISORES NUMERO | DIVISORES
1,5,7,35,-1,-5,
-3 1,3,-1,-3 -35
-7,-35
1,2,4,53,106,212,
3 1,3,-1,-3 -212 -1, -2, -4, -53, -
106, -212
1,5, 25, 125,
-5 1,5,-1,-5 125
-1,5.-25
1,2,4,7,28, -1,
5 1,5,-1,-5 28
-2,-4,-7,-28
1,2,4,5,10,20,-1 1,3,23,69,-1,
-20 -69
-2-4-5-10-20 -3,-23,-69
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Con respecto al segundo apartado, item b), debemos considerar primero la
siguiente definicion que expresa que, si se tiene dos numeros naturales a y b, el mayor
de sus divisores positivos comunes sera llamado el maximo comun divisor de a y b,
donde la notacién a utilizar sea (a; b) (Concepto del libro aritmética de M. Becker pag.
28.) De esta forma, estamos en condiciones de explicitar que si el maximo comun
divisor de dos numeros, a y b, es 1, dichos numeros se denominan coprimos
(Concepto del libro aritmética de M. Becker pag. 32.). Con lo antes expuesto y por
(**), podemos pensar a los niumeros 2 y 3 de la siguiente forma, 2=2.1 y 3=3.1
(procedimiento), siendo asi el maximo comun divisor entre los dos numeros es el 1.
También podemos considerar a los niumeros 5y 7 y expresarlos de la siguiente forma,
5=5.1y 7=7.1, siendo el divisor comin mayor entre ambos el 1. Es asi, que con estos

dos ejemplos se cumple con lo solicitado por el item.

e Sijtuacion Problematica 76

76. Escriban V (Verdadero) o F (Falso)

a) -5 es un divisor de -415....... d) -126 es un multiplo de 36.......
b) -415 es divisible por -5....... e) -81 es un multiplo de 27.......
c) 121 es multiplode 11 ....... f) -81 es divisible por -27  .......

Si observamos los items del punto a) hasta el f), podemos notar que
basicamente solicita determinar si un ndmero entero es divisor, es divisible o multiplo
de otro nimero entero y dependiendo de los resultados en las operaciones a realizar,

consignar con V (Verdadero) o F (Falso).

Resolucion:

Para poder determinarlo solicitado en el ejercicio, hacemos uso del siguiente
concepto:

“Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b,
a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe
un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)

Considerando la definicion anterior, podemos denotar que -5 es divisor de -
415y a su vez -415 es divisible por -5, dado que al niumero -415 lo podemos escribir
como —415 = —5.83 (procedimiento). También afirmamos que 121 es mdltiplo de 11,
dado que existe el numero 11 que pertenece al conjunto de nimero enteros y que

cumple que 121=11.11. A su vez -81 es multiplo de 27 y -27 es divisor de -81 pues se
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cumple que —81 = 27.(—3) = (—27).3, con lo que podemos afirmar que los items a, b,
¢, ey fcon Verdaderos.
Sin embargo, con respecto al numero -126, nos encontramos que en este

caso no existe ningln nimero entero “c” que cumpla que 36 por ¢, de como resultado -
126. Afirmamos esto porque si consideramos los productos: 36 por -3, obtenemos -108
y 36 por -4 obtenemos -144 y siendo el nimero -126 mayor que -144 y a la vez menor
gue -108, podemos suponer que el nimero entero ¢ del producto —126 = 36.c¢ debe
ser uno comprendido entre -4 y -3, pero el mismo no puede pertenecer al conjunto de
los numeros enteros (argumentacion). Con lo cual la afirmacion de que -126 es un
multiplo de 36, es Falsa.

Valiéndonos en lo antes expuesto y escribiendo V (verdadero) o F (falso)

segun corresponda, tenemos que:

a) -5 es un divisor de -415...V.... d) -126 es un multiplo de 36...F....
b) -415 es divisible por -5.....V.... e) -81 es un mdltiplo de 27...V....
c) 121 es multiplo de 11......V.... f) -81 es divisible por -27 V.

e Sijtuacion Problematica 78

78. Completen la tabla.

a b dcm(a,b) | mcm(a,b)
15 3

-80 16

-14 -20

30 40

En esta situacion problemética, se da una lista de niumeros y se solicita

determinar el divisor comdn mayor y el minimo comun multiplo de dichos nameros.

Resolucion:
Para resolver la situacién problemética recurrimos a la definicibn de maximo
comun divisor y minimo comudn mdltiplo:
“Dados dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivo sera
llamado el maximo comun divisor (mcd) de a y b y lo denotaremos como (a;b)
(Concepto del libro aritmética de M. Becker). Como el maximo comun divisor

(mcd) es el Unico niumero natural d que satisface que es divisordeaybalavezy

76




gue d es un multiplo de todos los divisores comunes de a y de b (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), también cumple que d es igual al producto de los

factores primos comunes elevados al menor exponente natural (procedimiento)”.

“Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comun multiplo (mcm)
de ay b como el menor de sus mltiplos comunes, que denotaremos como /a;b/
(Concepto del libro aritmética de M. Becker). Como el minimo comun mudltiplo
(mcm) es el Unico numero natural m que satisface que es multiplo de ay b a la
vez, y que m es multiplo de todos los multiplos de a y de b (Concepto del libro
aritmética de M. Becker), cumple que m no es otra cosa que el producto de los

factores primos de a y b elevados al mayor exponente”.

Lo detallado anteriormente, nos brinda una definicion de lo que representa un
mcd y mcm y otorga un procedimiento para poder determinar ambos numeros. No
obstante, observando la tabla de la situacién problematica, nos encontramos que

existen numeros negativos, con lo cual es necesario considerar la propiedad que

expresa que dados dos nimeros enteros a y b se cumple que dcm(a,b) = dcm(]aHb\)

y mcm[a, b]= mcmﬂaHbH (Concepto del libro aritmética de M. Becker pag. 31.) Donde
las barras ‘ ‘ Simbolizan el valor absoluto de un numero. Razén por la cual la

definicién que ocuparemos es: el valor absoluto de un numero, x|, es el mismo
namero X, siempre y cuando x sea mayor o igual a cero y es —x siempre y cuando el
namero X sea menor estricto que cero. Ahora, valiéndonos de la definicion que
expresa que si ay b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker),
también del Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que todo numero
entero c, distinto de 0, 1 y -1, puede factorizarce univocamente como el producto
positivo 0 negativo de niUmeros primos positivos con exponentes naturales (Propiedad
del libro aritmética de M. Becker), donde tenemos que un nimero natural a mayor que
1, se dice primo si 1 y a son sus Unicos divisores positivos y donde tenemos que a es
primo si y solo si —a también lo es, resultando los divisores de a los nimeros 1, a, -1y
-a” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), escribimos a los nimeros de la tabla

de la siguiente forma:
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153 33 802 16|2
5|5 1 402 8|2
1 20|2 4|2
10|12 2|2
515 1
1
Factorizacion:  15=3"5" 80 = 2t.2"12'2' 5t = 245!
3=31 16 =2%21212 =21
1412 20|2 30|2 402
717 10|12 15|3 20|12
1 5|5 5|5 10|2
1 1 5|5
1
Factorizacion: 14 =217 30 =235
20 =2'.2' 5 =225 40=2'2'2'5=25

Para el célculo tuvimos en cuenta las siguientes definiciones, propiedades y
criterios de divisibilidad:
- Un nimero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
-Un numero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es mdultiplo de 3.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 o 5 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Consideremos los numeros 15 y 3. Podemos observar que los factores primos
comunes con el menor exponente es el numero 3 y en cuanto a los factores primos de
ambos numeros con el mayor exponente, son precisamente el 3 y 5. De esta forma

podemos afirmar que él decm(15,3) =3 y el mcm[15,3]=3.5=15. Con respecto a los
nameros 80 y 16, tenemos que los factores primos comunes con el menor exponente

es el nimero 2* =16 y en cuanto a los factores primos de ambos ndmeros con el

mayor exponente, son precisamente 2* y 5%, es asi como él dem(—80,16) =
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dem(| — 80/, [16]) = dem(80,16) =2*=16 'y el  mcm[—80,16] = mem[| —

80/, 16/] = mem[80,16] = 2*.5 = 80

Con respecto a los nimeros 14 y 20, los factores primos comunes con el
menor exponente es el ndmero 2' y en cuanto a los factores primos de ambos
ndmeros con el mayor exponente, son precisamente los nimeros 2°, 7'y 5%,
resultando de esta forma que él dem(—14, —20) = dem(| — 14],| — 20]) = dcm(14,20) =
2y el mem[ — 14, —20] = mem[| — 14/,| — 20[] = mem[14,20] = 22.5.71 = 140

En cuanto a los nimeros 30 y 40, tenemos que los factores primos comunes

con el menor exponente son los nimeros 2 y 5, y en cuanto a los factores primos
de ambos niimeros con el mayor exponente, son precisamente los nimeros 2%, 3'vy
5%, resultando de esta forma que él dcm(30,40) = 21.5' =10 y el mecm[30,40] =
23.31.51 =120

Con base en todo lo expuesto, tenemos que:

a b |dcm(a,b) | mcm(a,b)
15 3 3 15
-80 16 16 80
-14 -20 2 140
30 40 10 120

e Sijtuacion Problemaética 79

Ejercicios:
79) Escriban, en cada caso, un par de nimeros enteros que verifiquen las siguientes
condiciones.

a) mcm (r,s)=60 y dcm (r,s)=1

b) mcm (a,b)=10 y dcm (a,b)=5

¢) mem (u,x)=60 y dcm (u,x)= 20

En este ejercicio se solicita que se determinen los nUmeros enteros r, s, a, b,

uy x que verifican un determinado mcm y dem para dichos niameros en particular.

Resolucion:
Consideramos que el razonamiento a realizar para concretar dichos ejercicios
es el caso contrario a los ejercicios resueltos anteriormente, donde dados dos

nameros enteros cualesquiera a y b, se solicitaba determinar su dcm y mcm. Para

79




escribir lo solicitado en el ejercicio, utilizamos las definiciones de dcm, mcm,
propiedades y criterios de divisibilidad que utilizaramos en el ejercicio 78.

En el caso del item a), para determinar los nimeros r y s que generan al
namero 60 como su mcm y al nimero 1 como su dcm, podemos razonar de la
siguiente forma. Como el dcm de los nimeros ry s es 1, significa que no tienen ningun
divisor comun distinto de 1, siendo asi, utilizando la definicion de divisor, el Teorema
Fundamental de la Aritmética definida en el problema 78, tenemos que factorizando al
namero 60 obtenemos 60 = 21.21.3.5. Ahora considerando que
60 =2"2".3.5=2%3.5=4.15, tenemos que 4 y 15 no son mdltiplos entre si, eso
implica que ninguno de los dos nimeros es divisor del otro, por lo cual se cumple que

mcm(4,15) =60 y dcm(4,15) =1, (procedimiento). Teniendo presente los opuestos de

cada numero y la propiedad del dcm que expresa que dados dos nimeros enteros a 'y
b se cumple que dcm(a,b)= dchaHb\) y mcm[a, b] = mcmﬂa\,\b\] (*) (propiedad)

donde las barras indican el valor absoluto de dichos niumeros (propiedad), es asi que
debemos considerar las siguientes posibilidades:

a) mcm(4,15) =60 y que el dcm(4,15) =1

b) mcm(-4,-15) =60 y que el dcm(-4,-15) =1

c) mcm(-4,15) =60 y que el dcm(-4,15) =1

d) mcm(4,-15) =60 y que el dcm(4,-15) =1

Con respecto al item b), podemos notar que el dcm de ay b es 5, con lo cual
teniendo presente el criterio de divisibilidad por 5, que expresa que un numero es
divisible por 5 si su ultima cifra es cero cinco (propiedad), implicaria que tanto a como
b, son mdltiplos de 5. Ademas considerando la propiedad del dcm que dice que dado
dos nimeros a y b, si a es divisor de b entonces se cumple que a es el dcm de los
dos (propiedad del libro aritmética de M. Becker pag. 29) anexando ademas que el
mcm de a 'y b es 10, esto nos hace razonar que el numero a=5 y el numero b=10,
cumpliendo de esta forma que mcm(5,10) =10 y que el dcm(5,10) =5
Teniendo presente los opuestos de cada numero y la propiedad (*), debemos

considerar las siguientes posibilidades:

a) mcm(5,10) =10 y que el dcm(5,10)=5

b) mcm(-5,-10) =10 y que el dcm(-5,-10) =5

c) mcm(5,-10) =10y que el dcm(5,-10)=5

d) mcm(-5,10) =10y que el decm(-5,10) =5
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En cuanto al item c), podemos considerar lo siguiente. Si factorizamos a los
ndmeros 60 y al 20, obtenemos 60 =2"2"35=2%35 20 =2"2"5"=2°5 cqn esto

podemos notar que 60 = 2?.5.3=20.3 (procedimientos), de donde obtenemos que el
dcm (60,20) = 20 y el mem (60,20)=60.
Teniendo presente los opuestos de cada nimero y la propiedad (*), podemos

considerar las siguientes posibilidades:

a) mcm(60,20) =60 y que el dcm(60,20) =20

b) mcm(-60,-20) = 60 y que el dcm(-60,-20) = 20

c) mcm(-60,20) = 60y que el dcm(-60,20) = 20

d) mcm(60,-20) = 60y que el dcm(60,-20) = 20

4.2.1.5 Configuracion epistémica del sistema de préacticas de las resoluciones de
las situaciones problematicas

A continuacién, se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones
conceptuales involucradas en las funciones semidticas que intervienen en el sistema

de practicas de las resoluciones de las situaciones problematicas.

e Lenguaje

-Expresion verbal: nimero natural, nimero entero, divisible, divisidbn entera, valores
absolutos, mdltiplo, divisor comin mayor, dcm, divisor positivo, maltiplo comin menor,
mcm, menores a cero, exponentes, cifra, factorizarce, rimo, compuesto

-Expresion simbdlica: digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, los signos de las operaciones

o [

basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.” (Multiplicacion) y “/” (divisién), el signo

, los paréntesis (, ), corchetes [,], un numero X, |x].

-Expresion tabular: tablas compuestas por nimeros.

e Situaciones-Problematicas
Se presentan los siguientes tipos de problemas:
P1: ¢ Cudles son los divisores de numeros relativamente pequefios?
P2: ¢ Qué nimeros son coprimos?
P3: ¢ Un nimero entero, es divisor de otro?
P4: ¢ Un nimero entero es divisible por otro?
P5: ¢ Un nimero entero es multiplo de otro?

P6: ¢ Cual es el dcm de dos numeros enteros relativamente pequefios?
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P7: ¢ Cuél es el mcm de dos nimeros relativamente pequefios?

P8: Dados el mcm y el dcm de dos numeros enteros, ¢ Cuales son dichos nimeros?

e Conceptos
-Si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
namero entero c, tal que b=a.c.
-Un nUimero natural mayor que 1, se dice primo si 1 y p son sus unicos divisores
positivos.
-p solo se factoriza en la forma trivial p=1.p. Si un nimero natural p mayor que 1 no es
primo, diremos que es compuesto
-Un namero entero a es primo si y solo si —a también lo es
-Dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivos comunes sera
llamado el maximo comun divisor de a 'y b, donde la notacién a utilizar sea (a; b)
-Si el maximo comudn divisor de dos numeros, a y b, es 1, dichos nimeros se
denominan coprimos
-Un numero entero a es divisible por otro b (distinto de cero), cuando la division
entera entre sus valores absolutos tiene resto 0. También se dice que a es un multiplo
de b.
-Como el maximo comun divisor (mcd) es el Unico nimero natural d que satisface que
es divisor de ay b a la vez y que d es un mdltiplo de todos los divisores comunes de a
y de b, también cumple que d es igual al producto de los factores primos comunes
elevados al menor exponente natural
-Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comdn mdltiplo (mcm) de a
y b como el menor de sus multiplos comunes, que denotaremos como [a;b].
-Como el minimo comdn multiplo (mcm) es el Unico nimero natural m que satisface
gue es multiplo de ay b a la vez, y que m es mdultiplo de todos los mdltiplos de ay de b
cumple que m no es otra cosa que el producto de los factores primos de a y b
elevados al mayor exponente.
-El valor absoluto de un ntmero x, |x|, es el mismo numero x, siempre y cuando X
sea mayor o igual a cero y es —x siempre y cuando el nimero x sea menor estricto que
cero.

-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)

e Proposiciones
-Todo nimero “b” es multiplo de 1

-Si un nimero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a
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divide a b” y que “-a divide a —b”

-Teorema Fundamental de la Aritmética: expresa que todo numero entero c, distinto de
0, 1 y -1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de
nameros primos positivos con exponentes naturales.

-Un numero entero d divide a otro nimero entero ¢ si y solo si la factorizacién del
namero d divide a c.

-Un ndmero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par.

-Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3.

-Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5.

-El producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-Todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1

-Dado dos numeros enteros a y b, sé que cumple que dcm (a,b) = decm (Jal,[b]) vy
mcm[a, b] = mcm{[|a|, |b]

-Dado dos numeros a y b, si a es divisor de b entonces se cumple que a es el dcm de
los dos

dn)=2.(m+1).(m+1).(m+1)..(m+1),d(n) =2.(m; +1).(m, +

1). (m31) ... (my, + 1), siendo los nimeros mi, mz, ms, hasta my los exponentes de los

numeros primos de la factorizacion

e Procedimientos
Divisiones de numeros por factores primos.
Célculo de operaciones mediante suma y resta de nimeros.
Célculo de operaciones mediante producto de nimeros.
Calculo de divisores.
Célculo de potencias

Célculo del maximo comun divisor y minimo comun multiplo.

e Argumentos
Argumentacion de los resultados a través de los procedimientos utilizados.
-El resultado de las operaciones se justifica por medio de la utilizacion de las
operaciones basicas.
-El célculo del maximo comun divisor y el minimo comuin madltiplo se justifica a través
de la definicién y utilizacion de las propiedades de potencia.
-El célculo de las potencias se justifica a través de la aplicacion de las propiedades de

potencia se justifican a través de la definicién de potencia.
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4.3.1.6 Relaciones conceptuales méas sobresalientes
A continuacién, exponemos las relaciones conceptuales mas pertinentes

entre los objetos primarios

P1: ¢Cudles son los divisores de nameros relativamente pequefios?

P2: ¢ Qué nimeros son coprimos?

Situacion problematica 75

Ri 75: Entre la situacién problematica y la definicion de divide, divisor, multiplo o
divisible.

R2, 75: Entre la situacién problemética y la propiedad que indica que si un ndmero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a —-b”.

Rs, 75: Entre la situacion problematica y la propiedad que expresa que todo nimero es
multiplo de 1.

R4,75: Entre la situacidén problemética y la definicién de nimero primo

Rs, 75: Entre la situacién problematica y el Teorema fundamental de la Aritmética.

Re, 75: Entre la situacion problematica y la propiedad que expresa que si un nimero d
divide a otro numero c siy solo si la factorizacion del nimero d divide a c.

Rz 7s5: Entre la situacion problematica y la definicion de maximo comun divisor.

Rs, 75: Entre la situacidén problemética y la definicién de nimeros coprimos.

Ro, 75: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Rio, 75: Entre la situacion problematica y los argumentos de la definicion de divide,
divisor o multiplo.

Ri11, 75: Entre la situacion problematica y los argumentos dado por las propiedades
utilizadas

Ri2, 75: Entre la situacién problematica y el procedimiento para calcular los multiplos y
divisores de un nimero.

Ris, 75: Entre la situacion problematica y el procedimiento para factorizar los nimeros
R4, 75: Entre la definicion de divide, divisor o multiplo y propiedad que expresa que
todo nimero es multiplo de 1.

Ris, 75: Entre la definicion de divide, divisor o multiplo y la propiedad que indica que si
un numero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a
divide ab” y que “-a divide a —b”.

Ris, 75: Entre el procedimiento para determinar divisores y la propiedad que determina
la cantidad de divisores de un nimero

R17,75: Entre las propiedades de potencia y la propiedad que determina la cantidad de

divisores de un nimero
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Ris, 75: Entre la situacion problemética y los argumentos dados por la definicion de
méximo comun divisor.

R1g, 75: Entre la definicidn de divide, divisor o multiplo y la definicion de nimero primo.
R2o, 75: Entre la definicion de divide, divisor o multiplo y la definicion de numeros
coprimos.

R21, 75: Entre la definicion de divide, divisor o multiplo y la definicion de méaximo comun

divisor.

P2: ;Un nimero entero, es divisor de otro?

P3: ¢Un nimero entero es divisible por otro?

P4: ¢Un nimero entero es multiplo de otro?

Situacién problematica 76

Ri1, 76: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, multiplo o
divisible.

Rz, 76: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar si un nimero
es divisor, divisible o maltiplo de otro namero.

Rs, 76: Entre la situacion problemética y la argumentacion para determinar que un

namero no es multiplo de otro

P5: ¢Cudl es el dcm de dos numeros enteros relativamente pequefios?

P6: ¢ Cudl es el mcm de dos niumeros relativamente pequefios?

Situacion problematica 78

Ri1 7s: Entre la situacién problematica y la definicion de divide, divisor, multiplo o

divisible

R2, 7s: Entre la situacidén problemética y la definicibn de maximo comun divisor

Rs, 7s: Entre la situacién problematica el procedimiento para determinar el maximo
comun divisor

R4, 78: Entre la situacion problemética y la definicion de minimo comun mdltiplo

Rs, 7s: Entre la situacion problematica el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo

Rs, 7s: Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que
mcm[a, b] = mcm||al, |b|]]ly mcd[a, b] = mcd[|al,|b|]] y el procedimiento para el célculo
del maximo comun divisor y el minimo comun mdltiplo

Rz 7s: Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que

mcm{[a, b] = mcm[|al, |b|]y mcd[a, b] = mcd[|al, |b|] y la definiciéon de valor absoluto

Rs, 7s: Entre la situaciéon problematica y la definicion de nimero primo

Ro,7s: Entre la situacién problematica y el Teorema fundamental de la Aritmética

Rio, 7s: Entre la situacién problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.

85




R11, 78: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Ri2, 78: Entre la situaciéon problematica y la definicion de potencia

Ris, 7s: Entre el procedimiento para determinar el méaximo comun divisor y las
propiedades de potencia.

Ris4, 7s: Entre el procedimiento para determinar el minimo comdn multiplo y las

propiedades de potencia.

P7: Dados el mcm y el dcm de dos niumeros enteros, ¢ Cudales son dichos

numeros?

Situacién problematica 79

Ri1, 79 Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, multiplo o

divisible

R2, 79: Entre la situacién problematica y la definicibn de maximo comun divisor

Rs 79: Entre la situacion problematica el procedimiento para determinar el maximo
comun divisor

R4, 79: Entre la situacion problemética y la definicion de minimo comun multiplo

Rs, 79: Entre la situacion problematica el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo

Rs, 79: Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que
mcm[a, b] = mcm([|al, |b|]ly mcd[a, b] = mcd[|a|, |b|]] y el procedimiento para el célculo
del maximo comun divisor y el minimo comun multiplo

Rz 79: Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que

mcm[a, b] = mcm[|al, |b|]y mcd[a, b] = mcd[|al, |b|] y la definiciéon de valor absoluto

Rs, 79: Entre la situacién problemética y la definicion de niamero primo

Ro, 79: Entre la situacién problematica y el Teorema fundamental de la Aritmética

Rio0, 79: Entre la situacién problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.

R11,79: Entre la situacion problematica y los criterios de divisibilidad.

R12, 79: Entre la situacion problematica y la definicion de potencia

Ri3, 79: Entre el maximo comun divisor de dos numeros y el procedimiento para

determinar esos dos numeros.

Ri4, 79: Entre el minimo comin multiplo de dos numeros y el procedimiento para

determinar esos dos nameros.

Ris, 79: Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que

mcm([a,b] = mcm(|al, |b|]]ly mcd[a,b] = mcd[|a],|b|]] ¥ el procedimiento para determinar

esos dos numeros.

Ris, 79: Entre el procedimiento para determinar el maximo comudn divisor y las

propiedades de potencia.
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Ri7, 79: Entre el procedimiento para determinar el minimo comun mdltiplo y las

propiedades de potencia.

4.3.1.7Andlisis de las relaciones conceptuales de ambas configuraciones
epistémicas

Teniendo en cuenta la configuracién epistémica construida con el desarrollo
conceptual del contenido divisibilidad de numeros enteros y las relaciones
conceptuales méas pertinente que se establecen entre los objetos primarios de dicha
configuracién, como asi también la configuracién epistémica de las practicas
matematicas realizadas en las resoluciones de las situaciones problematicas y las
relaciones conceptuales establecidas entre los objetos primarios intervinientes y
emergentes de tales resoluciones, encontramos que:

Con respecto a la situacién problematica 75, que es un representante de los
tipos de problemas Pi: ¢Cuales son los divisores de numeros relativamente
pequefios? Y P2: ¢ Qué nimeros son coprimos?, se puede observar establecimos una
amplia gama de relaciones conceptuales que se desprenden de las resoluciones de
dicha situacion problematica. Como observamos, fue necesario introducir una
definicion de las condiciones que cumplen dos nimeros enteros para saber cuando un
namero es divisor de otro nimero entero y asi poder establecer las relaciones Ry, 75y
Rio, 7s.La introduccion de esta definicion fue necesaria porque en el desarrollo
conceptual del contenido, en el libro, no se evidencia ningln enunciado de lo que
representa un divisor, siendo asi imposible resolver dicha situacién, ocasionando no
poder establecer la relacién Riz, 75.

Ademas, en la situacion problematica se solicita determinar los divisores de
dos numeros positivos y a la vez de sus opuestos, podemos observar que no se
evidencia ninguna propiedad que simplifigue encontrar dichos divisores, siendo asi
gue fue necesario introducir la propiedad que expresa que Si un numero entero a
divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a
divide a -b” (*) y asi establecer la relacion Rz 7s. A la vez esta propiedad se
corresponde con la definicion de divisor dada y asi forma la relacion Ris, 75 .La
introduccion de esta propiedad fue necesaria con el fin de simplificar los
procedimientos para determinar los divisores de un numero, puesto que al determinar
los divisores de numeros positivos, a la vez ya se determinan los de sus opuestos. A
su vez, fue necesaria la introduccion de la propiedad que expresa que todo niumero es
multiplo de 1 y asi establecer la relacion Rs, 75 y poder expresar asi a los tanto

nameros primos como a los nimeros compuestos como un producto de si mismo vy el
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uno, determinando asi sus divisores. A la vez, esta propiedad guarda una
correspondencia con la definicion de divisor, generando la relacibn Ris, 75 Tal
introducciéon fue necesaria debido a que el desarrollo conceptual del libro no lo
esgrime. También podemos observar que fue necesario introducir la definicion de
namero primo, el Teorema Fundamental de la Aritmética y la propiedad que expresa
que si un namero d divide a otro numero ¢ si y solo si la factorizacién del nimero d
divide a c¢ para hallar los divisores solicitados, de esta forma se determinan las
relaciones R4, 75, Rs, 75 ¥ Re, 75 respectivamente. También fue necesaria la utilizacion de
criterios de divisibilidad que permitieran factorizar los nimeros, generando asi la
relacion Ro, 75

Podemos notar que en la situacion problematica aparecen ndameros
relativamente grandes, siendo asi que también fue necesario introducir la propiedad
que expresa la cantidad de divisores que tiene un nimero entero y encontrar asi todos
sus divisores, resultando asi la relacion Ris 75 .Permitiendo esta ultima propiedad la
correspondencia Ri7, 7s. Como se solicita determinar nUmeros coprimos, fue necesario
introducir una definicion de maximo comun divisor y las condiciones que cumplen dos
nameros para ser llamados coprimos y asi determinar las relaciones Rs, 75 R7, 75 Ris, 75,
Ru9, 75, R20, 75 Y R21, 75 .Como fueron diversas las propiedades utilizadas para hallar los
divisores solicitados, esto genero la relacion Rui, 75

Con respecto a la situacién problematica 76 que es un representante de los
tipos de problemas P2: ¢{Un numero entero, es divisor de otro?, P3: ¢Un ndmero
entero es divisible por otro? Y P4: ¢ Un ndmero entero es multiplo de otro? Podemos
observar que si bien en lo que respecta a los tipos de problema P3 y P4 es posible
establecer relaciones con la definicion que brinda el desarrollo conceptual del libro,
estas son Ri, Rz, Rs y R4, surge de dicha definicion que solamente se podria resolver
esos tipos de problemas y nada mas. No aportando un concepto para el caso de la
solicitud de divisores, quedando inconclusa la resolucién total del problema 76.
Ocasionando que la definicion de divisible que esgrime el desarrollo conceptual del
libro no sea la mas adecuada o pertinente. Razon por la cual fue necesaria la
introduccion de la definiciobn de las condiciones que cumple un ndmero para ser
divisor, multiplo o divisible por otro nimero y poder asi establecer la relacién Ry, 76. A
su vez, la incorporacién de esta definicibn permitié contar con un procedimiento para
determinar si un numero es divisor, multiplo o divisible por otro numero entero,
generando la relacién Rz, 76 y asi contar con una argumentacion para determinar la
verdad o falsedad que se solicita en el problema, construyendo la relacion Rs, 76 .

En cuanto a la situacion problematica 78, que es un representante de los tipos

de problema P5: ¢ Cual es el dcm de dos nimeros enteros relativamente pequefios? Y
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P6: ¢Cuél es el mcm de dos numeros relativamente pequefios? Y situacion
problematica 79 que es un representante del tipo de problema el mcm y el dem de dos
nameros enteros, ¢ Cuales son dichos niumeros? Podemos observar que en ambos
casos fue necesaria la introduccion de la definicién de las condiciones que cumple un
namero para ser divisor, multiplo o divisible por otro nimero y poder asi establecer las
relaciones Ri, 78 ¥ R1, 79. Como podemos observar, en el desarrollo tedrico que se
esgrime en el libro no se evidencia alguna definicién de lo que representa el maximo
comun divisor (mcd) y minimo comdn mudaltiplo (mcm) de ndmeros enteros y el
procedimiento para calcularlos, siendo asi que fue necesario introducir tales
definiciones, propiciando asi la construccion de las relaciones Rz, 78, Rs, 78, Ra, 78, Rs, 78,
R2, 79, R3, 79, R4, 79 Y Rs, 70. En la lista de niUmeros de los cuales se debe determinar su
mcd y mcm, podemos observar que existen numeros positivos y negativos, siendo asi
que fue necesario introducir la propiedad que expresa que dados dos nameros enteros
ay b se cumple que mcm[a,b] = mcm||al, |b|]ly mcd[a, b] = mcd[|al, |b[] (*), generando asi
la relaciébn Re, 78 Yy Re, 79 Yy su vinculacion con la definicion de valor absoluto,
conformando las relaciones Rz, 78 y Rz, 70. Para la utilizacion de la definicion que dimos
de mcd, mcm y la propiedad (*), fue necesaria la introduccion de lo que representa un
namero primo y el Teorema Fundamental de la Aritmética, pudiendo construir la
correspondencia Rs, 78, Ro, 78, Rs, 79 Y Ro, 79, donde ambas definiciones se vinculan con el
procedimiento para factorizar lo nimeros en un producto de factores primos,
propiciando a la vez la construccion de las relaciones Rio, 78 Y Rio, 78. También fue
necesaria la utilizacion de criterios de divisibilidad y propiedades de potencia para
posteriormente determinar el mcd y mcm, construyendo asi las relaciones Rug, 78, Ri2,
78, R13, 78, R7s8, 14, R11, 78, R12, 78, R16,79 ¥ R17, 70.

En cuanto a la situacién problemética 79 se observa que dado el mcd y mcm
de dos numeros, es necesario determinar los numeros que cumplen tal condicion, es
asi que fue necesario establecer las relaciones Ruis, 79, R14, 79, Y Ris, 79 para determinar
los nimeros que cumplian con tales condiciones.

Como podemos observar en el desarrollo conceptual del libro, se esgrime una
definicion de mudaltiplo y una de minimo comun mudltiplo (mcm) propiciando el
establecimiento de la relacion Rs. No obstante dicha relacibn no es posible
establecerla para las situaciones problematicas donde se deba calcular el minimo
comun mdltiplo de dos o mas nameros. Esto es asi porque en primera instancia, no
brinda una explicacién del porque el mcm puede determinarse tanto para el caso de
ndameros enteros positivos, numeros negativos o el caso en donde se tenga de signos
opuestos y en segunda instancia nos encontramos que en las diversas situaciones

problematicas se presentan nimeros relativamente grandes, resultando la relacion Rs
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poco practica para resolver tales problemas. Razén por la cual en el caso de las
situaciones problematicas en las cuales se solicitaba el calculo del mcm de nameros

enteros relativamente grandes, se introdujo la definicién y procedimiento utilizados.

4.2.2 Segundo libro
v’ 4.2.2.1 Descripcion
Con respecto a las caracteristicas generales de este primer libro, denotamos la

siguiente informacion:

Libro: Matematica Il para resolver problemas
Editorial: Ediciones Santillana Practicas S. A.
Afio: 2011

Autores del libro: Maria Dolores Alvarez

Adentrandonos en el contenido especifico que nos compete, tenemos que en

el indice del libro se encuentra escrito lo siguiente:

v INDICE

CAPITULO 2. NUMEROS ENTEROS Il

Potencias y Raices Pag. 18
Calculos Combinados Péag. 21
Divisibilidad Pag. 24
Mudltiplos y divisores comunes pag. 26
Para recordar Pag. 28
Mas actividades Pag. 30
Autoevaluacion Pag. 33

Con respecto a las caracteristicas especificas que tiene que ver con el
desarrollo del contenido divisibilidad de numeros enteros, se puede denotar lo
siguiente:

En el desarrollo teérico que se brinda podemos observar un titulo que dice
multiplos y divisibilidad y el enunciando “un nimero es mdltiplo de otro si este ultimo
es uno de sus factores”, posteriormente se brinda un ejemplo y su explicacion, esto es
20 es un multiplo de 5y de 4 porque 20= 5.4. Luego se observa un enunciado sobre
las reglas de divisibilidad que afirma que estas permiten anticipar si un nimero es
divisible por otro sin hacer la division entera, esgrimiendo la regla de divisibilidad por
11 que expresa que un namero es divisible por once si la suma de las cifras ubicadas

en los lugares pares menos la suma de las ubicadas en los lugares impares da 0, 11 o
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-11, dando los ejemplos2574 es mdltiplo de 11 porque (2+7)-(5+4)=0 73469 es
multiplo de 11 porque (3+6)-(7+4+9)= -11 8030 es multiplo de 11 porque (8+3)-0= 11.
También podemos observar un titulo que dice nimeros primos y compuestos y el
enunciado Un nimero es primo si tiene solo 4 divisores enteros: el mismo, su opuesto,
1y -1. Si tiene més de 4 divisores enteros, es compuesto, siendo el ejemplo, el 11 es
primo porque sus divisores son 1, -1, 11 y -1, siendo 6 compuesto, porque sus
divisores son 1, -1, 2, -2, 3, -3, 6 y -6, expresando que los nimeros 0, 1 y -1 no son
primos ni compuestos. A su vez otro titulo que dice factorizacién de enteros y el
enunciado “La hacemos de igual forma que al buscar los factores primos de un
namero natural, pero tenemos en cuenta el signo del entero: si es negativo, su
descomposicion en factores primos aparecerd multiplicada por -1”, siendo el ejemplo -
12 = (-1). 12 = (-1). 3.4= (-1). 22.3. Posteriormente se enuncia como hallar el mcm y
mcd de los nimeros 42, -27 y -36, siendo que tomamos el valor absoluto de cada
numero y lo escribimos como el producto de sus factores primos, 42=2.7.3, 27=3%y
36=22.32, formamos el m.c.m multiplicando los factores comunes y no comunes con su
mayor exponente: m.c.m. (42; -27; -36)= 22.7.33=756, siendo que para hallar el m.c.d.
multiplicamos solo los factores comunes con su menor exponente, en este caso hay
uno solo: m.c.d. (42; -27; -36)= 3,y se observa una exclamacion, jAtencion! Aunque
haya numero negativos, el m.c.m. y el m.c.d. siempre son positivos.

Con respecto a las situaciones problematicas que se exponen para resolver

por parte del lector, nos encontramos con las siguientes:

24
Mariana dice que para averiguar todos los divisores de un nimero trabaja como con
los naturales, pero ahora tiene en cuenta que cada divisor puede ser positivo o
negativo. Asi, resulta que:
24=1.24=(-1).(-24)

=2.12=(2-).(-12)

=3.8=(-3).(-8)

=4.6=(-4).(-6) jy ya esa!

No hay otros pares de factores

Escribi todos los divisores de 42, 63 y 90:
De 42: +1; £2; ; ; ;14 Y 442
De 63:
De 90:
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28.

Usando las reglas de divisibilidad, determina si estos nimeros son divisibles por 2, 3,
4,5,6,9,y10

a. 145

b.-2.120

c.12.624

30.

a. Completa los espacios con las cifras apropiadas para que cada numero sea divisible
por 11.

3.6 4.3 8 8.15

b. ¢ Cuantas respuestas posibles hay para cada numero?

31.

Indica cuales de estos numeros son primos y cuales, compuestos. Justifica tu
respuesta.

a.21 b. 1921 c. 43 d. 39

32.

a. Escribi multiplos naturales de 9, 12 y 18 hasta hallar los primeros tres que tengan en

comun, distinto de cero. ¢,Cual es el menor?

b. Escribi la descomposicién en factores primos de 9, 12 y 18 y de su mdltiplo comun
menor. Comproba que al asociar convenientemente los factores primos de este

multiplo menor se puede “ver” 9, 12 0 18 en su descomposicion.

33.
Halla el mcm entre 21y 24,y entre 7,9y 10

34.
Alejandro tiene mas de 100 fotografias, pero menos de 150. Puede pegarlas en un
album a razoén de 8, 9 o 12 fotos por pagina, sin que le sobre ninguna. ¢ Cuantas fotos

tiene?

35.

Por un paso a nivel de un ferrocarril pasa un tren rapido con direccion a Tigre cada 30
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minutos y otro comun, en sentido contrario, cada 18 minutos. Si se cruzaron los dos

trenes a las 10:00 de la mafiana, halla a qué hora volveran a cruzarse.

36.

a. Factoriz4 28, 70y 130 y busca el mayor divisor que tienen en comun.

b. Escribi la descomposicién de 28, 70 y 130 como la multiplicacion del mayor divisor

comun por el producto de los demas factores primos que componen cada nimero.

37.
Halla el maximo comuUn divisor en cada caso
a.6,-8y12 b.16,-28y 20 c.40,-10y 25

38.
Se quiere cortar en trozos iguales tres cuerdas de 40, 60 y 90m, respectivamente.
¢, Cual es la longitud de los mayores trozos que se pueden hacer y cuantos se obtienen

de cada cuerda?

39.
Factoriza los nimeros 700 y 1287 y halla el mcm y el mcd entre ellos. ¢ Por qué crees

que las respuestas te dan asi?

4.2.2.2 Configuracion epistémica del desarrollo te6rico del contenido
A continuacion se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones
conceptuales involucradas en las funciones semioticas que intervienen en el desarrollo

del contenido.

Situacién Problematica
P1 24 ¢,Cuales son todos los divisores de niUmeros relativamente pequefios?
P>, 28 ¢,Por cual nimero es divisible otro nimero entero?
P3. 30 ¢,Por cudl cifra se debe completar un nimero para que sea divisible por otro?
P4 31 Dado un namero, ¢Dicho nimero es primo?
Ps, 3; Dado un namero, ¢ Dicho nimero es compuesto?
Ps, 32 ¢ Cudles son los multiplos comunes de nimeros relativamente pequefios?
Ps, 32 ¢, Cudl es la factorizacion de un nimero?
Pz, 33 ¢ Cuél es el mcm de dos nimeros relativamente pequefios?
Ps. 35 Dado un problema con un contexto, ¢, Cual es el minimo comun multiplo?
Ps, 36 ¢, Cuél es el mcd de tres nimeros enteros positivos relativamente pequefios?
Pio, 37 ¢Cual es el maximo comun divisor de numeros enteros relativamente
pequefios?
P11,3s Dado un problema con un contexto, ¢Cuél es el maximo comun divisor?
P12, 39 Dado dos numeros relativamente grandes, ¢Cudl es su minimo comudn
multiplo, maximo comun divisor y la vinculacion entre ambos?

dL T=T “




DEFINICIONES (CONCEPTOS)
Un namero es multiplo de otro si este Ultimo es uno de sus factores.
-Ndmero primo y compuesto: Un nimero es primo si tiene solo 4
divisores enteros: el mismo, su opuesto, 1y -1. Si tiene mas de 4

divisores enteros, es compuesto.
-Los ndmeros 0, 1y -1 no son primos ni compuestos.

EXPRESA
Y

Lenguaje
SOPORTA

-Verbal: Un nimero es
multiplo de otro si este
Ultimo es uno de sus
factores.

Propiedades
Un ndmero es divisible por 11 si la suma de las cifras ubicadas en los
lugares pares menos la suma de las ubicadas en los lugares impares

simbdlico: da0,1lo-11.

m.c.m.(42; -27; -36)=

227.3%=756

m.c.d. (42; -27; -36)= 3. Procedimientos
REGULAN Factorizacién de Enteros: La hacemos de igual forma que al buscar los
EL USO factores primos de un nimero natural, pero tenemos en cuenta el signo

del entero: si es negativo, su descomposicion en factores primos

aparecera multiplicada por -1.

Para la determinacion del M.c.m y m.c.d entre dos o mas enteros
Dados los nimeros 42, -27'y -36

-Tomamos el valor absoluto de cada nimero y lo escribimos como el
producto de sus factores primos. 42=2.7.3 27=33 36=22.32
-Formamos el m.c.m multiplicando los factores comunes y no comunes
con su mayor exponente: m.c.m.( 42; -27; -36)= 22.7.3°=756

-Para hallar el m.c.d. multiplicamos solo los factores comunes con su
meno exponente, en este caso hay uno solo: m.c.d. (42; -27; -36)= 3.

— T

INTERVIENE JUSTIFICAN
NY

~AANRI~IAN A

Argumentos
-No existe argumentos explicativos de ningun tipo.

4.2.2.3 Relaciones conceptuales mas sobresalientes
A continuacién, exponemos las relaciones conceptuales mas pertinentes

entre los objetos primarios
Ri1: Entre la situacién problematica P3 y el criterio de divisibilidad por 11

R2: Entre la situacion problematica P4 y la definicion de numero primo y

compuesto.

Rs: Entre la situacion probleméatica P5 y la definicibon de numero primo y

compuesto.
R4: Entre la situacién problematica P6 y el procedimiento para factorizar un nimero

Rs: Entre la situacion problematica P7 y el procedimiento para hallar el minimo

comun multiplo
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Rs: Entre la situacion problematica P8 y el procedimiento para hallar el minimo

comun multiplo

R7: Entre la situacién problematica P9 y el procedimiento para hallar el maximo

comun divisor

Rs: Entre la situacion problematica P10 y el procedimiento para hallar el maximo

comun divisor

Ro: Entre la situacion problematica P11 y el procedimiento para hallar el maximo

comun divisor

Ri0: Entre la situacion problemética P12 y el procedimiento para hallar el minimo

comun multiplo

Ri11: Entre la situacion problemética P12 y el procedimiento para hallar el maximo

comun divisor

4.2.2.4 Resolucioén de las situaciones problematicas propuestas

e Sijtuacion Problematica 24

24
Mariana dice que para averiguar todos los divisores de un nimero trabaja como con
los naturales, pero ahora tiene en cuenta que cada divisor puede ser positivo 0
negativo. Asi, resulta que:
24=1.24=(-1).(-24)

=2.12=(2-).(-12)

=3.8=(-3).(-8)

=4.6=(-4).(-6) iy ya esa!

No hay otros pares de factores

Escribi todos los divisores de 42, 63 y 90:
De 42: +1; +2; ; ; ;14 Y 442
De 63:
De 90:

El problema consiste basicamente en determinar todos los divisores de los
nameros 42, 63 y 90, partiendo del ejemplo brindado al comienzo de la situacion

problematica.

Resolucioén:
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Para poder resolver esta situacién problemética, debemos recurrir a la
definicion de divisor que brindaramos en la resolucion de los ejercicios de libros
anteriores, como ser: “Si a y b son niumeros enteros y a distinto de cero, diremos que a
divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy
solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M.
Becker)

Dados los nimeros 43, 62, 10 y considerando el Teorema Fundamental de la
Aritmética que expresa que todo numero entero c, distinto de 0, 1 y -1, puede
factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de nimeros primos
positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M. Becker),
siendo un namero primo aquel namero entero que tiene solo cuatro divisores, el
mismo, su opuesto, el 1 y -1 (Concepto del libro) y utilizando la definiciéon de divisible,

escribimos los nimeros mencionados de la siguiente forma:

4212 63(3 902
21(3 21(3 45(3
7|7 77 15|3
1 1 5(5
Factorizacion:
42 = 21,3171 63 = 32.71 90 = 21.32,5¢

Para el calculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad,
definiciones y propiedades:
- Un numero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
-Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es maltiplo de 3.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 o 5 (propiedad).
- Un nimero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

De esta forma, utilizando la propiedad de divisibilidad que expresa que todo
namero “b” es multiplo de 1, esto es b=b.1 y conociendo los factores de la

descomposicion, (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5) al numero 42 lo podemos
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escribir de la siguiente forma: 42 =42.1 =2.21=23.7=3.72=3.14=23.7=6.7
(procedimiento). Considerando ademas la propiedad que expresa que la cantidad de
divisores d(n) de un numero entero cumple, d(n)=2.(m; +1).(m; + 1).(m3 +
1)..(my + 1), siendo los numeros mi, my, ms, hasta m, los exponentes de los
nameros primos de la factorizacion, tenemos que la cantidad de divisores del nUmero
42 es d(42)=2.(1+1).(1+1).(1+1)=2222=16. Es asi que utlizando la
propiedad que expresa que si un numero d divide a otro numero ¢ si y solo si la
factorizacion del namero d divide a c, los divisores positivos del numero 42 son los
nameros 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21 y 42, pero ademas utilizando la propiedad que expresa
que si un nimero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que
“a divide a b” y que “a divide a —b” (*) (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.4),
resultando esta propiedad una herramienta importante para determinar, entre nimeros
enteros positivos y negativos 0 ambos negativos, si uno de ellos es divisor del otro, sin
tener que recurrir a la division. Tenemos que los divisores del nimero 42, también son
los numeros -1, -2, -3, -6, -7, -14, -21 y -42. Resultando de esta forma que los divisores
del nimero 42 son los numeros 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, -1, -2, -3, -6, -7, -14, -21 y -42,
obteniendo asi el total de 16 divisores.

Asi mismo, podemos escribir al niamero 63 de la siguiente forma,
63=63.1=3.21=3.3.7=9.7. Siendo la cantidad de divisores del nimero 63, d(63) =
(3+1).(2+1) =4.3 =12y aplicando la propiedad (*), tenemos que sus divisores son
los nameros, 1, 3, 7, 9, 21, 63, -1, -3, -7, -9, -21 y-63, obteniendo asi un total de 12
divisores. A su vez, al nimero 90 lo escribimos de la siguiente forma,
90=90.1=2.45=2.3.3.5=6.15=9.10=18.5=30.3. Siendo sus divisores un total de d(90) =
2.1+1).(2+1).(1+ 1) =2.23.2 =24 y aplicando la propiedad (*), resulta asi que
sus divisores son los nUmeros 1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90, -1, -2, -3, -5, -6, -
9, -10, -15, -18, -30, -45 y -90, obteniendo el total de 24 divisores.

e Sijtuacion Problemaéatica 28

28.

Usando las reglas de divisibilidad, determina si estos nimeros son divisibles por 2, 3,
4,5,6,9,y10

a. 145

b.-2.120

c.12.624

El problema consiste en determinar si los numeros 145, -2120 y 12624, son

divisibles por la lista de nimeros brindada.
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Resolucion:

Si leemos la situacion problema, se tiene tres nimeros de los cuales se debe
determinar si son divisibles por la siguiente lista de niumeros, 2, 3, 4, 5, 6, 9y 10. Para
evitar estar dividiendo cada uno de los tres nimeros por cada namero de la lista,
recurrimos a la siguiente definicion y criterios de divisibilidad que facilitaran nuestra
labor:

-“Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)

- Un nuamero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).

- “Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3”.
(Propiedad)

-Un namero es divisible por 4 si las dos ultimas cifras es un mdltiplo de 4 o termina en
doble cero.

-Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 o0 5 (propiedad).

-Un namero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3 a la vez (propiedad).

-Un namero es divisible por 9 si la suma de sus cifras es multiplo de 9(propiedad).

-Un numero es divisible por 10 si su ultima cifra es O(propiedad).

Consideremos primero al numero 145. Siguiendo el orden de la lista de
criterios que dimos en el parrafo anterior, podemos afirmar que el nimero 145 no es
divisible por 2, puesto que su ultima cifra, el 5, no es un nimero par (argumentacion).
Sumando todas las cifras del nimero, 1+4+5 (Procedimiento), nos encontramos que
dicha suma da como resultado 9 y como 9 es un numero multiplo de 3, dado que
9=3.3 (Procedimiento), estamos en condiciones de afirmar que el nimero 145 es
divisible por 3 (argumentacién). Como las dos ultimas cifras son el 4 y 5, que sumados
4+5 (Procedimiento) dan 9 y 9 no es multiplo de 4, afirmamos que el nimero 145 no
es divisible por 4 (argumentacion). Como la ultima cifra es el 5, decimos que dicho
namero es divisible por el nimero 5 (argumentacion). Como el 145 no es divisible por
2, entonces afirmamos que tampoco va a ser divisible por 6, porque para que esto
suceda, debe ser divisible por 2 y 3 a la vez (argumentacién). Como mencionaramos,
la suma de todas sus cifras da como resultado 9 (Procedimiento), afirmamos que 145
es divisible por 9 (argumentacion). Como sucede que la ultima cifra es distinta de 0,
entonces no es aplicable el criterio de divisibilidad por 10 (argumentacion). Es asi,

como 145 es divisible por 3,5y 9
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Consideremos ahora al nimero -2.120. Como la ultima cifra es el nimero 0 y
este es un numero par, eso significa que es divisible por 2(argumentacion). Si
sumamos todas sus cifras, 2+1+2+0 (Procedimiento) da como resultado 5y como 5 no
es multiplo de 3(argumentacion), afirmamos que no es divisible por 3. Consideremos
las dos ultimas cifras, como podemos escribir al 20 de la siguiente forma 20=4.5
(Procedimiento), quiere decir que es un multiplo de 4(argumentacion), con lo cual es -
2120 es divisible por 4. Como mencionaramos, la tltima cifra es 0, con lo cual también
es divisible por 5 y al no ser divisible por 2 ni por 3 (argumentacién), significa que
tampoco es divisible por 6. Como calcularamos anteriormente, la suma de sus cifras
es 5 (Procedimiento) y 5 no es multiplo de 9 (argumentacion), con lo cual tampoco es
divisible por 9. Al ser su ultima cifra O (argumentacion), si es divisible por 10. En
conclusion, el namero -2120, es divisible por 2, 4, 5y 10.

Por dltimo, tenemos al nimero 12.624. Al ser su Ultima cifra el 4, al que
podemos escribir de la forma 4=2.2, es divisible por 2 (Procedimiento). Sumando todas
sus cifras, 1+2+6+2+4 (Procedimiento), obtenemos como resultado 15 y como dicho
numero podemos escribirlo de la forma 15=3.5 (Procedimiento), afirmamos que 12.624
es divisible por 3. Como las dos ultimas cifras la podemos escribir como un multiplo de
4, siendo 24=6.4 (Procedimiento), concluimos que también es divisible por 4. Como su
dltima cifra es distinta del 0 o el 5, dicho nimero no es divisible por 5. Como
mencionaramos, tanto el 2 como el nimero 3 son divisores del nimero 12624, con ello
podemos afirmar que también es divisable por 6. Al sumar todas sus cifras, obtuvimos
como resultado 15 (Procedimiento) y como el 15 no es posible expresarlo como un
multiplo de 9 (argumentacién), afirmamos que el niumero 12624 no es divisible por 9.
Como la condicion para que sea divisible por 10 es que su Ultima cifra sea 0, como en
este caso la ultima cifra es 4(argumentacion), concluimos que tampoco es divisible por

10. En conclusion, el nimero 12624 es divisible por 2, 3, 4y 6.

e Sijtuacion Problematica 30

30.

a. Completa los espacios con las cifras apropiadas para que cada numero sea divisible
por 11.

3 6 4.3 8 8 .15

b. ¢ Cuéntas respuestas posibles hay para cada nimero?
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En el item a, tenemos una lista de tres nimeros a los cuales les hace falta un
digito, en una determinada posicion y solicita completarla con un digito para que dicho
namero sea divisible por 11.

En cuanto al item b, es una pregunta relacionada con el item anterior, donde

da a entender que existen varias soluciones para cada uno de los numeros de la lista.

Resolucion:

Si leemos el problema, se tiene tres nimeros de los cuales una o mas de las
cifras de cada numero es desconocida, pero la condicion para completar el espacio en
blanco con una cifra en particular es que debe cumplir que dicho numero tiene que ser
divisible por 11. Para empezar a resolver dicha situacion problematica, recurrimos a la
siguiente definicion de divisible y al criterio de divisibilidad por 11, que expresan:

“Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy solo si existe un

namero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker).

“Un namero es divisible por 11 si la suma de las cifras ubicadas en los lugares
pares menos la suma de las ubicadas en los lugares impares es un multiplo de 11
(*) (propiedad)

Valiéndonos de lo definido anteriormente, tenemos que el primer nimero a
completar es 3_6. Como se observa es un solo espacio en blanco a completar, siendo
asi que tenemos 10 posibles nimeros que pueden ocupar ese lugar, ellos son 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8y9 (**). Pero como la condicién es que sea divisible por 11, usando el
criterio mencionado (*) (argumentacion) tenemos que la suma de las cifras de lugar
impar 6+3 da como resultado 9 (procedimiento), y como solo tenemos un lugar que
representa una cifra par y coincide con la cifra a determinar, llamando
convenientemente a dicha cifra como X, se debe cumplir que 6+3-X=9-X sea un
multiplo de 11. Planteando la situacion como una igualdad tenemos la siguiente
posibilidad, 9-X=11.c, con ¢ un nimero entero.

Como tenemos que X solamente puede valer uno de los dados en (**), es asi
que tenemos:

Si X=0, tenemos que 9-0=9

Si X=1 tenemos que 9-1=8

Si X=2, tenemos que 9-2=7

Si X=3, tenemos que 9-3=6

Si X=4, tenemos que 9-4=5

Si X=5, tenemos que 9-5=4
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Si X=6, tenemos que 9-6=3

Si X=7, tenemos que 9-7=2

Si X=8, tenemos que 9-8=1

Si X=9, tenemos que 9-9=0

Considerando todas las posibilidades que escribimos y analizando las
igualdades, notamos que en los casos donde X=0, X=1, X=2, X=3, X=4, X=5, X=6,
X=7 y X=8, los resultados de la diferencia dan un nimero positivo, variando entre 9y 1
(argumentacion), siendo estos no mdultiplos de 11. Cuestiébn que cambia cuando X=9,
en este caso al dar como resultado 0 y aplicando el criterio de divisibilidad por 11 (*)
(propiedad) tenemos que se verifica la igualdad 9-9=0=11.0. Con esto afirmamos que
la cifra buscada es X= 9 y que el nUmero en cuestion es 396. Es asi que aplicando el
criterio (*) al nUmero que planteamos, esto es 6+3-9=0, cumple con lo solicitado por el
ejercicio.

Con respecto al nimero 4.3_8, podemos razonar de la misma forma que en el
caso anterior. Llamando X a la cifra buscada, siendo el mismo un valor de la lista (**) y
utilizando el criterio de divisibilidad por 11, tenemos que la diferencia entre la suma de
cifras de lugar impar 8+3 y la suma de las cifras lugar par X+4, origina la cuenta 8+3-
(X+4), teniendo como resultado un mdltiplo de 11. Planteando la situacién como una
igualdad tenemos la siguiente posibilidad, 7-X=11.c, con ¢ un nimero entero

Es asi que considerando los valores que puede asumir X de la lista (*) y
realizando la diferencia entre las cifras ubicadas en los lugares pares e impares,
tenemos que:

Si X=0, tenemos que 7-0=7

Si X=1, tenemos que 7-1=6

Si X=2, tenemos que 7-2=5

Si X=3, tenemos que 7-3=4

Si X=4, tenemos que 7-4=3

Si X=5, tenemos que 7-5=2

Si X=6, tenemos que 7-6=1

Si X=7, tenemos que 7-7=0

Si X=8, tenemos que 7-8=-1

Si X=9, tenemos que 7-9=-2

Considerando todas las posibilidades que escribimos y analizando las
igualdades, notamos que en los casos donde X=0, X=1, X=2, X=3, X=4, X=5, X=6,
X=8 y X=9, todos los resultados de la diferencia dan ndmeros positivos y negativos,
pero ninguno de ellos es multiplo de 11. Cuestién que cambia cuando X=7, porque en

este caso la diferencia da como resultado 0 y cumple con el criterio de divisibilidad por
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11 (*) (propiedad). Con esto afirmamos que la cifra buscada es el 7 y que el nimero en
cuestién es 4.378. Es asi que aplicando el criterio (*) al nimero que planteamos,
tenemos que 8+3-(7+4) =0=11.0, cumpliendo con lo solicitado por el ejercicio.

En cuanto al nimero 8 .1 5, la cuestién cambia con respecto a los parrafos
anteriores, porque ahora tenemos dos espacios en blanco donde se deben completar
con una cifra de la lista (*). Para este caso, llamamos X al lugar de la unidad de mil e Y
al lugar de la decena, siendo ambos un valor de la lista (*), donde ahora obtenemos el
namero 8X.1Y5. Utilizando el criterio de divisibilidad por 11, tenemos que la diferencia
entre la suma de cifras impares, 5+1+8, y la suma de cifras pares, X+Y, origina que
tengamos 5+1+8-(X+Y), donde dichas operaciones den como resultado un multiplo de
11 5+1+8-(X+Y)=11l.c, con c entero. Retomando la igualdad que plantedramos y
resolviendo la suma vy diferencia obtenemos 14-(X+Y)=11l.c, con c entero
(procedimiento). A diferencia de los casos anteriores, ahora tenemos dos nimeros, X
e Y que asumen cualquier valor de la lista (*) y que pueden verificar que el nimero
8X.1Y5 cumpla que de cémo resultado un nimero maltiplo de 11.

Consideremos la siguiente tabla donde anotamos todas las posibilidades que

se dan al sumar X e Y:

Y

+ o112  3|4|5]6 7 | 8 9
o012 |34 |5]|6 7 | 8 9
111, 2 |3 |4 |5]6]|7 8 | 9 |10
212 3|4 |5 6 7 (18] 9|10 11
3|3/ 4|56 7|8 |9 10|11 12

4 |4/ 5 | 6 7 8 9 |10 | 11|12 | 13
X 5 (5|6 |7 8 9 10|11 |12 |13 |14
6 |6 7 | 8 9 (10|11 |12 |13 | 14| 15
717,89 (10|11 |12 |13 |14 | 15| 16

8 |8/ 9 |10 11|12 |13 |14 |15 | 16 | 17

9 (9/10 |11 |12 | 13|14 |15 |16 | 17 | 18

Observando la tabla, notamos que existen nimeros que se van repitiendo a lo
largo de toda la misma, es asi que usando la propiedad conmutativa de la suma en
nameros naturales (argumentacién), tenemos que 14-(X+Y) =14-(Y+X), demostrando
gue solo es necesario analizar uno de los dos miembros de la igualdad. Observando

la tabla, podemos denotar que la suma de los nimeros X e Y da como resultado un
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namero que es mayor o igual a 0 y menor o igual a 18. Esto nos conduce a razonar
que la diferencia 14-0 da como resultado 14 y la diferencia 14-18 da como resultado -
4, llevandonos a pensar que la diferencia 14-(X+Y) es un nimero mayor o igual a -4 y
menor o igual a 14. Si a esto afladimos que para que un namero sea divisible por once
la diferencia de la suma de las cifras pares y las impares puede dar como resultado 0 y
11, siendo estos numeros mayores a -4 y menores a 14, entre los nUmeros mayores 0
iguales a 0 y menores o iguales a 18, se encontraran ambos numeros. Esto genera
que solamente debamos considerar los casos donde la diferencia 14-(X+Y) de como
resultado O u 11. Siendo las posibilidades: 14-14=0 y X+Y=14y el caso donde 14-3=11
y X+Y=3.

Retomando la suma X+Y igual a 14, tenemos las siguientes combinaciones,
X=9, Y=5 X=8, Y=6; X=7, Y=7; X=6, Y=8; X=5, Y=9. Teniendo presente cada una de
esas combinaciones y considerando el criterio dado en (*), tenemos que se gestan
varias posibilidades para el numero 8X.1Y5, siendo estas (procedimiento):

Si X=9, Y=5, tenemos el numero 89.155. En el cual por (*), 5+1+8-(9+5)=0

Si X=8, Y=6, tenemos el numero 88.165. En el cual por (*), 5+1+8-(8+6)=0

Si X=7, Y=7, tenemos el nimero 87.175. En el cual por (*), 5+1+8-(7+7)=0

Si X=6, Y=8, tenemos el nimero 86.185. En el cual por (*), 5+1+8-(6+8)=0.

Si X=5, Y=9, tenemos el numero 85.195. En el cual por (*), 5+1+8-(5+9)=0.

Si ahora tenemos que la suma X+Y es igual a 3. Observando la tabla tenemos
las siguientes combinaciones, X=0, Y=3; X=1, Y=2; X=2, Y=1; X=3, Y=0.
Considerando estas combinaciones y el criterio de divisibilidad por 11, tenemos varias
posibilidades para el nimero 8X.1Y5, siendo estas:

Si X=0, Y=3, tenemos el numero 80.135 Donde por (*), 5+1+8-(0+3)=11.

Si X=1, Y=2, tenemos el numero 81.125 Donde por (*), 5+1+8-(1+2)=11.

Si X=2, Y=1, tenemos el nimero 82.115 Donde por (*), 5+1+8-(2+1)=11.

Si X=3, Y=0, tenemos el numero 83.105 Utilizando Donde por (*), 5+1+8-

(3+0)=11.

Es asi que completando convenientemente la cifra de mil y la decena del
namero 8 .1 5, los numeros que verifican que son divisibles por 11 son 80.135,
81.125, 82.115, 83.105, 89.155, 88.165, 87.175, 86.185y 85.195

Con respecto a la pregunta del item b), tenemos que para los nimeros 3 6y
4.3 8, solamente es una cifra a determinar para que sea divisible por 11, con lo cual
existe una respuesta posible para cada uno. Pero en cuanto al nimero 8_.1 5, nos
encontramos que son dos las cifras a determinar, originando que tuviéramos varios
nameros que cumplan con la condicién de ser divisibles por 11, en este caso un total

de 9 nimeros.
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e Sijtuacion Problemaética 31

31.

Indica cuales de estos numeros son primos y cuales, compuestos. Justifica tu
respuesta.

a.z21 b. 1921 c. 43 d. 39

La situacion problematica solicita determinar las caracteristicas de diversos
nameros, teniendo que afirmando si son primos 0 compuesto y solicitando una

justificacion ara cada afirmacién

Resolucion:
Para decidir si un numero es primo o compuesto, debemos recurrir a las
siguientes definiciones:
Si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a
es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M.
Becker).

Un namero es primo si tiene solo 4 divisores enteros: el mismo, su opuesto, 1y

-1. Si tiene mas de 4 divisores enteros, es compuesto (definicion del libro) (*).

Si bien, con las definiciones anteriores nos permite saber cuando un nimero
divide a otro y cuando un numero es primo o compuesto, utilizando el Teorema
Fundamental de la Aritmética que expresa que todo nimero entero c, distinto de 0, 1 y
-1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo o0 negativo de nimeros
primos positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M.
Becker) y la siguiente propiedad que expresa que si un numero d divide a otro nimero
c siy solo si la factorizacion del namero d divide a c. (Propiedad del libro aritmética de
M. Becker), nos permite a través de conocida la factorizacion de un numero,
determinar sus divisores. Es asi, que ahora contamos con una herramienta que nos
permite hallar facilmente todos los divisores de un nimero.

Consideremos los nimeros 21, 1921, 43 y 39. Para determinar sus divisores
los escribimos y ordenamos de la siguiente forma (Procedimiento):

213 192117 43|43 393
7|7 113|113 1 13|13
1 1 1
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Factorizacion:
21 =371 1921 = 171.1131 43 = 431 39=
31,131

Para el calculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:
-“Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es mdultiplo de 3”.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un mdltiplo de 7 (propiedad).
- Un namero es divisible por 13 cuando separando la cifra de la unidad, multiplicandola
por 9, restando este producto de lo que queda del numero original y asi
sucesivamente, da cero o multiplo de 13 (propiedad).
- Un numero es divisible por 17 cuando separando la primera cifra de la unidad,
multiplicandola por 5, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi
sucesivamente, da cero o multiplo de 17(propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

De esta forma, conociendo todos sus factores y sus exponente, utilizamos la
propiedad que expresa que la cantidad de divisores de un niumero entero cumple que
d(n)=2.(m+1).(m+1).(m+1)...(m+1),d(n) = 2.(m; + 1).(my + 1).(m3 + 1) ... (my, + 1),
siendo los nimeros my, mz, ms, hasta my los exponentes de los niUmeros primos de la
factorizacion. Por lo cual, la cantidad de divisores del nimero 21 es d(21) =
2.(1+1).(14+1) =2.22=28, los del nimero 1921 es d(1921) =2.(1+1).(1+1) =
2.2.2 = 8, lo del nimero d(43) =2.(1+ 1) = 2.2 =4 y los del nUmero 39 es d(39) =
2.(1+1).(14+1)=222=8. Teniendo presente la definicibn dada en (¥
(argumentacion), como los numeros 21, 1921 y 39 tienen mas de cuatro divisores,
todos ellos son nimeros compuesto. Sin embargo, el numero 43 al tener solo cuatro

divisores, es un namero primo.

e Situacién Problematica 32

32.
a. Escribi multiplos naturales de 9, 12 y 18 hasta hallar los primeros tres que tengan en
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comun, distinto de cero. ¢ Cual es el menor?

b. Escribi la descomposicion en factores primos de 9, 12 y 18 y de su multiplo comun
menor. Comproba que al asociar convenientemente los factores primos de este

multiplo menor se puede “ver’ 9, 12 o0 18 en su descomposicion.

En el item a, tenemos tres nimero positivos y menores de 20, de los cuales
se solicita dar a conocer sus multiplos y determinar en cuales multiplos coindicen. Con
respecto al item b, solicita determinar el minimo comdn multiplo luego de factorizar los
nameros que propone el problema.

Resolucion:

Para el caso del item a, nos encontramos que se solicita determinar los
multiplos de tres nimeros hasta que coincidan en tres multiplos. Como sucede que los
multiplos de un nimero pueden ser muchos y al solicitar que coincidan los multiplos de
tres nameros en particular puede suceder que se deba dar muchos mudltiplos hasta
cumplir con lo solicitado, seria conveniente determinar el primer mudltiplo comdn y los
demas en los cuales coincida. Teniendo presente esto y para no realizar cuentas
innecesarias, consideramos el siguiente concepto:

Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comdn multiplo (mcm) de
ay b como el menor de sus multiplos comunes, que denotaremos como (a;b)
(Concepto del libro aritmética de M. Becker). Como el minimo comdn mudltiplo
(mcm) es el Unico nimero natural m que satisface que es multiplo de ay b a la vez,
y que m es multiplo de todos los miltiplos de a y de b (Concepto del libro
aritmética de M. Becker), cumple que m no es otra cosa que el producto de los

factores primos de a y b elevados al mayor exponente.

Ahora, consideramos la definicidn que expresa que si a y b son nameros
enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factorde b, b es
un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c, tal que
b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), también el Teorema Fundamental
de la Aritmética que expresa que todo nimero entero ¢, distinto de 0, 1 y -1, puede
factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de niameros primos
positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M. Becker) y
siendo un ndamero primo aquel nimero entero que tiene solo cuatro divisores, el
mismo, su opuesto, el 1y -1 (Concepto del libro) , escribimos a los nimeros 9, 12y 18

de la siguiente forma:

106




12|12 182
93
3|3 3|3
1
Factorizacion:
9=33=32 12 =2.23 =223t 18 = 2.3.3 = 21,372

Para el célculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad, propiedades
y definiciones:

- Un numero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).

-Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3.
(Propiedad)

-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)

Propiedad de potencia:

-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes (propiedades)

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como ya contamos con la descomposicién en factores primos de cada uno de
los nameros del problema, determinamos su mcm realizando el producto de los
factores primos elevados al mayor exponente (procedimiento), esto
es: mcm[9,12,18] = 22.32 = 4.9 = 36

Este ultimo céalculo nos permite responder a lo solicitado en el item a del
ejercicio, porque al ser 36 el mcm de los nimeros 9, 12 y 18, solo nos resta determinar
los multiplos del 36 y asi dar con lo solicitado (procedimiento), esto es:

36.1=36 36.2=72 36.3=108

Es asi como considerando la definicion de multiplo que diéramos al comienzo,
tenemos que los tres primeros multiplos en coman de los nimeros 9, del 12 y del 18
van a ser los hallados anteriormente. Porque al considerar sus multiplos tenemaos que
(argumentacion):

Multiplos del Mdltiplos del  Mdltiplos del

9 12 18
9.2=18 12.2=24 18.1= 36
9.3=27 12.3= 36 18.2=54
9.4=36 12.4= 48 18.3= 72
9.5= 45 12.5= 60 18.2= 90
9.6= 54 12.6= 72 18.2= 108
9.7= 63 12.7=84 18.2= 126
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9.8=72 12.8= 96 18.2= 144
9.9=81 12.9=108 18.2=162
9.10=90 12.10= 120 18.2=180
9.11=99 12.11= 132 18.2=198
9.12=108 12.12=144 18.2= 216

Con respecto al item b, la descomposicion solicitada es 9=3.3=32
12=2.2.3=22.3y 18=2.3.3=2.32, siendo su mcm el nimero 36, como calcularamos con
anterioridad. Como el niumero 36 puede escribirse de la forma 36=22.32=2.2.3.3,
podemos asociar convenientemente y conmutando los factores (procedimiento),
expresar al mcm como multiplo de los nimeros 9, 12 y 18, siendo:

36=22.3°=2.2.3.3=4.9 36=22.3=2.2.3.3=3.12  36=22.3=2.2.3.3=2.18

e Sijtuacion Problematica 33

33.
Halla el mcm entre 21y 24,y entre 7,9y 10

En este problema, basicamente solicita el mcm de dos y tres nimeros enteros
positivos en particular.
Resolucion:

Como debemos calcular el minimo comin mudaltiplo-mcm, consideremos la
siguiente definicion:

Dada la factorizacion de cada numero, consideramos que dados dos numeros
naturales a y b, definimos el minimo comin multiplo (mcm) de a 'y b como el menor de
sus multiplos comunes, que denotaremos como /a;b/ (Concepto del libro aritmética de
M. Becker). Como el minimo comun mdltiplo (mcm) es el Unico nimero natural m que
satisface que es mltiplo de ay b a la vez, y que m es mdltiplo de todos los multiplos
de ay de b (Concepto del libro aritmética de M. Becker), cumple qgue m no es otra
cosa gue el producto de los factores primos de a y b elevados al mayor exponente (*).

Ahora, valiendo de la definicibn que expresa que si a y b son niUmeros enteros
y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un
multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c”
(Concepto del libro aritmética de M. Becker), también del Teorema Fundamental de la
Aritmética que expresa que todo numero entero c, distinto de 0, 1 y -1, puede
factorizarce univocamente como el producto positivo 0 negativo de nimeros primos
positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M. Becker),

siendo un numero primo aquel nimero entero que tiene solo cuatro divisores, el
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mismo, su opuesto, el 1y -1 (Concepto del libro), escribimos a los numeros 21, 24, 7,

9y 10 de la siguiente forma:

213 242 70 7 9|3 10(2
717 12|2 1 33 5|5
1 2 1
3
Factorizacion:
21=37=3L71 24 =2223=233"
7=71 9=33=32 10 = 2.5 = 21,51

Para esto tuvimos en cuenta que:
- Un ndmero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
-“Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es mdultiplo de 3”.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 o 5 (propiedad).
- Un nimero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como ya contamos con la factorizacion de cada numero, valiéndonos de lo
definido en (*), tenemos que

-Considerando primero los nimeros 21 y 24 tenemos que 21 =3.7 =3.71

y 24 = 2.2.2.3 = 23.3! | siendo el mcm[21,24] = 23.31.7! = 83.7 = 168

Yelmcmde 7,9y 10 es:

-Considerando ahora los nimeros 7, 9 y 10, tenemos que 7=7.1, 9=3.3=3? y

10=2.5, siendo su mcm [7,9, 10] =2.32.5.7= 630

De esta forma, afirmamos que el minimo comin multiplo de los nimeros 21y
24 es el numero 168 y el minimo comun multiplo de los nimeros 7,9y 10 es el nimero
630.

e Sijtuacion Problemaéatica 34

34.
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Alejandro tiene mas de 100 fotografias, pero menos de 150. Puede pegarlas en un
album a razoén de 8, 9 o 12 fotos por pagina, sin que le sobre ninguna. ¢ Cuéntas fotos

tiene?

La situacion problematica tiene un contexto en particular donde dado una
cantidad determinada de fotografias, cumple con las condiciones que dicha cantidad
es mayor a 100 pero menor a 150, y que se puede distribuirse a razén de 8, 9 0 12
fotos en una pagina sin que sobre ninguna. Siendo que es necesario determinar la
cantidad de fotografias que cumple con esas condiciones.

Resolucion:

Consideremos como X al numero de fotografias a determinar, cumpliendo que
es mayor que 100 y menor a 150 y que a la vez puede distribuirse o dividirse entre 8, 9
y 12 elementos. De esta forma, valiéndonos de la definicién de divisible que expresa
gue “Siay b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, aes
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), con lo
cual si X puede distribuirse entre los nimeros mencionados entonces X es un nimero
multiplo de 8, 9 y 12. Al ser el numero de fotografias multiplo de los numeros
mencionados, puede ocurrir una de dos cosas, 0 es el minimo comun multiplo o es
mayor al minimo comun mudltiplo. De esta forma, ya sabemos que primeramente
debemos determinar el mcm de 8,9y 12.

Utilizando el Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que todo
namero entero ¢, distinto de 0, 1 y -1, puede factorizarce univocamente como el
producto positivo 0 negativo de niameros primos positivos con exponentes naturales
(Propiedad del libro aritmética de M. Becker), siendo un nimero primo aquel nimero
entero que tiene solo cuatro divisores, el mismo, su opuesto, el 1 y -1 (Concepto del

libro), hacemos lo siguiente:

= N b~ 0

Factorizacion:
8=222=23 9=12.22=23 12 =223 =22%2131

Para esto tuvimos en cuenta que:

- Un nuamero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
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-“Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es mdultiplo de 3”.
(Propiedad)

-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)

Propiedad de potencia:

-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Es asi que, teniendo la descomposicién en factores primos de cada uno de
los nimeros, determinamos su minimo comun mdltiplo, para ello tenemos en cuenta
que

“Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comun mdaltiplo (mcm)
de a y b como el menor de sus maltiplos comunes, que denotaremos como (a;b)
(Concepto del libro aritmética de M. Becker)”. “Como el minimo comun multiplo
(mcm) es el Unico nimero natural m que satisface que es mdltiplo de ay b a la
vez, y que m es multiplo de todos los multiplos de a y de b (Concepto del libro
aritmética de M. Becker), cumple que m no es otra cosa que el producto de los

factores primos de a y b elevados al mayor exponente.

Valiéndonos de lo definido, tenemos que el mcm de los nimeros 8=23, 9=32y
12=22.3 es mcm [8, 9, 12] = 23.32=72

Como podemos observar, el mcm de 89 y 12 es 72 y no cumple con la
condicion de ser mayor a 100 y menor a 150, lo cual nos conduce a pensar que X es
un multiplo mayor al mcm. Partiendo de lo expresado, que consideramos algunos
multiplos positivos de 72, siendo estos 72.1=72, 72.2=144 y 72.3=216 (procedimiento),
donde nos detenemos al ver que el nUmero 216 ya excede al nUmero 150. Es asi que
el nimero 144 es mayor a 100 y menor a 150 y que ademas podemos escribirlo de la
forma 144=8.18, 144=9.16 y 144=12.12 (argumento), denotando que es mdultiplo de los
nameros 8, 9y 12. A partir de esto, afirmamos que la cantidad de fotografias que tiene
Juan y que cumple que puede distribuirse entre 8,9 o 12 fotos por paginas, siendo

ademas esa cantidad mayor que 100 y menor a 150, es de 144 fotos.

e Situacién Problematica 35

35.
Por un paso a nivel de un ferrocarril pasa un tren rapido con direccion a Tigre cada 30
minutos y otro comun, en sentido contrario, cada 18 minutos. Si se cruzaron los dos

trenes a las 10:00 de la mafiana, halla a qué hora volveran a cruzarse.
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La situacion problematica tiene un contexto donde intervienen dos trenes que
circulan en sentidos opuestos y que cada cierto tiempo se cruzan. Como lo hacen a
intervalos de tiempo regulares, solicita determinar en qué momento del dia vuelven a

cruzarse.

Resolucion:

El enunciado de la situacion del problema manifiesta que dos trenes circulan
cada 18 y 30 minutos por un paso hivel. Como sucedié que se cruzaron a las 10 de la
mafiana, es de esperar que en un determinado momento se vuelvan a cruzar. Como
cada cierto tiempo en minutos cada tren cruza el paso de nivel, es necesario
determinar el momento siguiente en minutos que lo volveran a hacer. Es asi, que
debemos determinar el minimo comun multiplo de 18 y 30 para saber en qué momento
volveran a cruzarse a partir de la Gltima vez que se cruzaron. Para ello definimos lo

siguiente:

“Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comun mdaltiplo (mcm)
de a y b como el menor de sus multiplos comunes, que denotaremos como (a;b)
(Concepto del libro aritmética de M. Becker)”. “Como el minimo comtn multiplo
(mcm) es el Unico nimero natural m que satisface que es mltiplo de ay b a la
vez, y que m es mdultiplo de todos los multiplos de a y de b (Concepto del libro
aritmética de M. Becker), cumple que m no es otra cosa que el producto de los

factores primos de a y b elevados al mayor exponente” (*)

Ahora, valiendo de la definicién que expresa que si a y b son nimeros enteros
y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un
multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c, tal que b=a.c”
(Concepto del libro aritmética de M. Becker), también del Teorema Fundamental de la
Aritmética que expresa que todo numero entero c, distinto de 0, 1 y -1, puede
factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de nimeros primos
positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M. Becker),
siendo un namero primo aquel niumero entero que tiene solo cuatro divisores, el
mismo, su opuesto, el 1 y -1 (Concepto del libro), escribimos a los 18 y 30 de la

siguiente forma:
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18| 2 302
15|13
5|5
1 1
Factorizacion: 18 = 2.3.3 =21.32 30 =2.3.5=2%3%5!

Para esto tuvimos en cuenta que:
- Un ndmero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
-“Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es mdultiplo de 3.
(Propiedad)
- Un ndmero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como a los nimeros 18 y 30 los podemos escribir de la forma 18=2.3%y
30=2.3.5, utilizando el definido en (*), tenemos que el mcm de dichos nimeros es
mcm[18,30] = 2.32.5 =90

Como los numeros 18 y 30 estan expresados en minutos, esto implica que el
mcm también lo esta. Con lo cual, si a las 10:00 de la mafiana se cruzaron, eso
significa que 90 minutos después se vuelven a cruzar. Como 90 minutos es
equivalente a lhora y 30 minutos, eso significa que los trenes se volveran a cruzar a

las 11:30 de la mafiana del mismo dia, respondiendo de esta forma a lo solicitado.

e Situacién Problematica 36

36.

a. Factoriz4 28, 70 y 130 y busca el mayor divisor que tienen en comun.

b. Escribi la descomposicién de 28, 70 y 130 como la multiplicacion del mayor divisor

comun por el producto de los demas factores primos que componen cada namero.

La situacién consta basicamente de dos items, en el cual en el item a se tiene
que formado por dos partes; una es factorizar tres nimeros distintos y la otra es

determinar el mayor divisor comun de dichos numeros.
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Con respecto al item b, tenemos una vinculacion con el item anterior, pues

solicita que se utilice todo lo calculado en pasos anteriores.

Resolucion:

Resolvemos primero el item a. En el mismo se solicita determinar dos
cuestiones, una de ellas es dar la factorizacion de los nimeros y la segunda es dar a
conocer el maximo divisor que tienen en comun. Para la primer cuestion, nos valemos
de la definicidon que expresa que si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero,
diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o
divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), también del Teorema Fundamental de la Aritmética que
expresa que todo numero entero c, distinto de 0, 1 y -1, puede factorizarce
univocamente como el producto positivo 0 negativo de niimeros primos positivas con
exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M. Becker), siendo un nimero
primo aquel nimero entero que tiene solo cuatro divisores, el mismo, su opuesto, el 1

y -1 (Concepto del libro), escribimos a los numeros 28, 70 y 130 de la siguiente forma:

282 70|2 1302
142 35|5 65|5
7|7 AN 13|13
1 1 1

Factorizacion:
28=227=227" 70 = 2.5.7 =21.51. 71 130 = 2.5.13 = 21,51, 131
Para esto tuvimos en cuenta que:
-Un namero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
- Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5 (propiedad).
- Un namero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes
-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Siendo los factores del nimero 28 lo nimeros 2,2y 7, los del 70 los nimeros

2,5, 7y los del 130 los niumeros 2,5y 13.

Con respecto a la segunda parte del item a, esto es determinar el mayor

divisor en comun y dado que se tiene la descomposicion en factores primos de cada
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uno de los nameros, determinamos su maximo comun divisor. Para ello tenemos en

cuenta la siguiente definicién:
“Dados dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivo sera
llamado el maximo comun divisor (mcd) de a y b y lo denotaremos como (a;b)
(Concepto del libro aritmética de M. Becker)”. “Como el maximo comun divisor
(mcd) es el Gnico namero natural d que satisface que es divisorde ay b alavezy
gue d es un multiplo de todos los divisores comunes de a y de b (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), también cumple que d es igual al producto de los

factores primos comunes elevados al menor exponente natural”.

Es asi, que considerando la descomposicion de los numeros 28, 70 y 130,
esto es 28=22.7, 70=2.5.7, 130=2.5.13 y observando que el divisor comin entre los
tres nimeros es el dos, resulta que el mcd(28,70,130) = 2! = 2. Cumpliendo con lo
solicitado por el item a.

Con respecto al item b, como tenemos que la descomposicion del nimero 28
es 28=2.2.7, la de 70 es 70=2.5.7 y la de 130 es 130=2.5.13 y el maximo comun
divisor de todos ellos es el 2. Escribimos cada uno de los nUmeros como un producto
del maximo comun divisor por el producto de los demas factores primos que
componen cada numero (procedimiento), esto es: al nimero 28 lo escribimos como
28 = 2.2.7 = = mcd(28,70,130). mcd(28,70,130).7, al namero 70 lo escribimos como
70 = 2.5.7 = mcd(28,70,130).5.7 y al nUmero 130 lo escribimos como 130 = 2.5.13 =
= mcd(28,70,130).5.13. Cumpliendo con lo solicitado.

e Situacién Problematica 37

37.
Halla el maximo comun divisor en cada caso
a.6,-8y12 b.16,-28y 20 c.40,-10y 25

El enunciado del ejercicio solicita determinar el maximo comun divisor de tres
grupos de tres nimeros cada uno. Sin embargo, a diferencia de los items anteriores,
ahora algunos nimeros son menores a cero.

Resolucion:

Como el enunciado solicita determinar el médximo comun divisor de diversos
grupos de numeros enteros, consideramos lo siguiente:

“Dados dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivo sera
llamado el maximo comun divisor (mcd) de a y b y lo denotaremos como (a;b)

(Concepto del libro aritmética de M. Becker)”. “Como el maximo comun divisor
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(mcd) es el anico numero natural d que satisface que es divisorde ay b alavezy
gue d es un multiplo de todos los divisores comunes de a y de b (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), también cumple que d es igual al producto de los

factores primos comunes elevados al menor exponente natural (*)”.

Para poder utilizar lo definido anteriormente debemos determinar los factores
primos de cada namero, para ello nos valemos de la definicibn que expresa que si ay
b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o
factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero
entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), también del
Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que todo nimero entero c, distinto
de 0, 1y -1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de
nameros primos positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de
M. Becker), siendo un numero primo aquel nimero entero que tiene solo cuatro
divisores, el mismo, su opuesto, el 1y -1 (Concepto del libro), es asi que considerando

todos los nimeros propuesto por el ejercicio y hacemos lo siguiente:

a b. c
-8(2 122 - -
-4\2 6|2 162 2812 202 40|12 10|12 25
-2\2 33 - 20|12 5|5 5
-1 1 8 142 102 102 -1
Factorizacion: 4 -7 5 5|5
6=23=2.3" 212 -1 1 1
-8=-1.222=-128 1 Factorizacion:
12 =2.2.3 =22.31 Factorizacion: 40 = 2.2.2.5 = 23.51
16 =2.2.2.2 = 2* —-10=2.5 =215
—28=227=227" 20 = 5.5 = 52
20 =2.2.5=2275!

Para esto tuvimos en cuenta que:

- Un ndamero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).

-“Un numero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3”.
(Propiedad)

- Un numero es divisible por 5 cuando termina en 0 o 5 (propiedad).

116




- Un nuamero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)

Propiedad de potencia:

-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como ya contamos con la factorizacion de cada nimero de cada item, ahora
nos resta determinar el maximo comun divisor de cada grupo. Pero en este caso, a
diferencia de problemas anteriores donde calculamos el mcd de dos o0 mas numeros
positivos, ahora nos encontramos con niUmeros enteros que son menores a cero. Para

resolver esta situacioén, recurrimos a la propiedad que expresa que dados dos nimeros

bl), (**)) (Concepto del libro

enteros a y b se cumple que mcd(a,b) = mcd(!a

aritmética de M. Becker pag. 31.). Donde las barras | | Simbolizan el valor absoluto de
un namero. Razén por la cual la definicion que ocuparemos es: el valor absoluto de un
numero, | x|, es el mismo nimero x, siempre y cuando x sea mayor o igual a cero y es
—X siempre y cuando el nUmero x sea menor estricto que cero.

Es asi que con respecto al item a, la factorizacion de los nimeros 6, -8 y 12
son 6=2.3, -8=-1.23 y 12=22.3, valiéndonos de la definicion de mcd que diéramos al
comienzo del ejercicio (*) y la propiedad (argumento) anterior (**), tenemos que

|6|=6y |2.3|=2.3 teniendo ahora que 6=2.3, a su vez |-8|=8y |-1.23|=2% teniendo

ahora que 8=2%y |12|=12 y |22.3|= 223, teniendo que 12=22.3 y el mcd(|6 ,

8 | | 12 |) = mcd(6,8,12) = 2 (procedimiento). Siendo el maximo comun divisor de 6, -8
y 12, el nimero 2.

En cuanto al item b, aplicando el mismo procedimiento que en el caso
anterior, tenemos que a los numeros 16, -28 y 20, los podemos escribir como 16=2%, -

28=-1.22.7 y 20=22.5, usando la definicion de mcd (*) y la propiedad (**) (argumento) ,

tenemos que mcd( |16/, | —28/,[20() = mcd(16,28,20) = 22 = 4 (procedimiento).

Siendo el maximo comun divisor de 16, -28 y 20, el niamero 4.

En cuanto al item c, recurrimos al mismo procedimiento que en los casos
anteriores, donde ahora tenemos que a los nimeros 40, -10 y 25, los podemos escribir
como 40=23.5, -10=-1.2.5 y 25=52, usando la definicion de mcd (*) y la propiedad (**)
25]) =

40|,] —10],

)

(argumento), tenemos que el mcd(

mcd(40,10,25) =5 (Procedimiento). Siendo el maximo comun divisor de 40, -10 y 25,

el nUmero 5.
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e Sijtuacion Problemaéatica 38

38.
Se quiere cortar en trozos iguales tres cuerdas de 40, 60 y 90m, respectivamente.
¢,Cual es la longitud de los mayores trozos que se pueden hacer y cuantos se obtienen

de cada cuerda?

La situacion problemética cuenta con un contexto determinado donde se tiene
tres cuerdas de distintas longitudes expresadas en metros y se quiere realizar una
divisién de cada cuerda, asumimos en partes iguales todas las cuerdas, de tal forma
que se pueda obtener trozos de la mayor longitud posible y a la vez determinar
cuantos trozos se obtienen. De esta forma, razonamos que, para resolver la situacion
problematica, debemos calcular el maximo comun divisor y asi determinar las

longitudes de cada cuerda.

Resolucion:

Como se debe cortar las cuerdas en partes iguales, inicialmente tenemos
muchas opciones como, por ejemplo, cortarlas en trozos de 1m, 1,5m ,2m, etc., pues
el problema no establece condicion alguna para ello. No obstante, asumiremos que
seran cortadas en trozos que resulte una longitud entera y como debemos encontrar la
mayor longitud posible que sea en comun, recurriremos al calculo del maximo comun
divisor.

Para realizar el calculo mencionado, recurrimos a la siguiente definicion:

“Dados dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivo sera
llamado el maximo comun divisor (mcd) de a y b y lo denotaremos como (a;b)
(Concepto del libro aritmética de M. Becker)”. Como el maximo comun divisor
(mcd) es el Unico niumero natural d que satisface que es divisorde aybalavezy
gue d es un multiplo de todos los divisores comunes de a y de b (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), también cumple que d es igual al producto de los
factores primos comunes elevados al menor exponente natural.

Para poder utilizar lo definido anteriormente debemos determinar los factores
primos de cada nimero, para ello nos valemos de la definicion que expresa que si a 'y
b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o
factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un niamero
entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), también del
Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que todo nimero entero c, distinto

de 0, 1y -1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo 0 negativo de
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nameros primos positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de
M. Becker), siendo un namero primo aquel nimero entero que tiene solo cuatro
divisores, el mismo, su opuesto, el 1y -1 (Concepto del libro), es asi que expresamos

a los nimeros 40, 60y 90 como:

40|2 602 902
20|12 30(2 453
10|2 15|3 15(3
5|5 5|5 5|5
1
40 = 2.2.2.5 =235 60 = 2.2.3.5=22.31.51 90 =2335=21.325!

Para el célculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:
- Un numero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
-“Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es mdultiplo de 3.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 o0 5 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedades de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Con lo cual, realizando el producto de los factores primos comunes elevados
al menor exponente natural, tenemos que el mcd(40,60,90) = 21.5! =25 =10
(procedimiento).

Consideremos la cuerda de longitud 40m. Al observar las diferentes divisiones
que hicimos para obtener su descomposicion en factores primos, podemos notar que
los nimeros que dividen al nimero 40 son diversos, estos son el 1, 2,4, 5, 8,10, 20y
el 40. Donde cada divisor positivo, acorde al contexto del problema, generaria que la
cuerda pueda ser dividida en 1m, 2m, 4m, 5m, 8m, 10m, 20m y el 40m. Estas medidas
surgen, de aplicar un principio de conteo (procedimiento) entre los divisores positivos
de cada uno de los factores que tiene la descomposicion prima, pues sabemos que los
divisores de cada uno de los factores en que se descompone un nimero a, también
son divisores de a (propiedad)

Bajo la misma idea del caso anterior, al considerar la cuerda de longitud 60m,
tenemos que los divisores positivos del nimero 60 son el 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15,

20, 30 y 60. Donde cada divisor, acorde al contexto del enunciado del problema,
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generaria que la cuerda pueda ser dividida en trozos que tengan 1m, 2m, 3m, 4m, 5m,
6m, 10m, 12m, 15m, 20m, 30m y 60m.

Al igual que los casos anteriores, al considerar la cuerda de 90m, tenemos
que los divisores positivos del nimero 90 sonel 1, 2, 3,5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45y 90.
Siendo de esta forma, acorde al contexto del problema, que la cuerda puede dividirse
en trozos de 1m, 2m, 3m, 5m, 6m, 9m, 10m, 15m, 18m, 30m, 45m y 90m.

Partiendo de todos los casos mencionados, podemos notar que las distintas
cuerdas pueden ser divididas en diversos trozos de diversas longitudes cada una.
Pero ahora, acorde al maximo comun divisor de los numeros 40, 60 y 90, tenemos que
las cuerdas pueden ser divididas en 10 trozos cada una, siendo esta la mayor cantidad
en trozos iguales en que puede ser dividida cada una de las cuerdas. Para el caso de
la cuerda de 40m, al realizar una division en 10 partes iguales tenemos que cada trozo
tendra una longitud de 4m. En el caso de la cuerda de 60 metros, tenemos que al
dividirla en 10 partes iguales cada trozo tendra una longitud de 6m y por ultimo para la
cuerda de 90m, tenemos que, al dividirla en 10 trozos iguales, cada tramo tendra una
longitud de 9m.

Respondiendo a la pregunta de la situacién problematica, tenemos que las
cuerdas de 40m, 60m y 90m pueden dividirse en diez trozos iguales cada una, donde

cada trozo tendra 4m, 6my 9m respectivamente.

e Sijtuacion Problemaética 39

39.
Factoriza los nimeros 700 y 1287 y halla el mcm y el mcd entre ellos. ¢ Por qué crees

gue las respuestas te dan asi?

La situacién problematica solicita factorizar dos nameros relativamente
grandes, hallar su mcm y el mcd. Acorde a los numeros hallados, se debe formular un
analisis y conclusién para responder una pregunta.

Resolucion:

En el enunciado de la situacién problematica, se solicita determinar tres
cuestiones, una de ellas es dar la factorizacion de los nimeros, la segunda es dar a
conocer el maximo comun divisor y minimo comun mdltiplo y la tercera es determinar
una vinculacion de lo hallado. Para la primer cuestién, nos valemos de la definicién
que expresa que si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a
divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy
solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M.

Becker), también del Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que todo
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namero entero c, distinto de 0, 1 y -1, puede factorizarce univocamente como el
producto positivo 0 negativo de nimeros primos positivos con exponentes naturales
(Propiedad del libro aritmética de M. Becker), siendo un nimero primo aquel nimero
entero que tiene solo cuatro divisores, el mismo, su opuesto, el 1 y -1 (Concepto del

libro), escribimos a los niumeros 700y 1287 de la siguiente forma:

7002 1287 |3
3502 4293
175|5 143 |11
35|5 13|13
7|7 1
1
700 = 2.2.5.5.7 = 22,52, 71 1287 = 3.3.11.13 = 32.11%. 131

Para el calculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:
- Un namero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
-“Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3”.
(Propiedad)
- Un ndimero es divisible por 5 cuando termina en 0 o0 5 (propiedad).
- Un nimero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (propiedad).
- Un namero es divisible por 11, si la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan
los lugares impares y la de los pares es 0 0 un multiplo de 11 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n niUmeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes (propiedades)

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como ya contamos con la descomposicion en factores primos de cada uno de
los numeros, para alcanzar la segunda cuestion del enunciado de la situacion
problematica, encontramos su minimo comun mdltiplo y méaximo comudn divisor
valiéndonos de las siguientes definiciones:

“Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comun mdaltiplo (mcm)
de a 'y b como el menor de sus multiplos comunes, que denotaremos como /fa;b/
(Concepto del libro aritmética de M. Becker). Como el minimo comun mudltiplo

(mcm) es el Unico nimero natural m que satisface que es multiplo de ay b a la
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vez, y que m es mdltiplo de todos los multiplos de a y de b (Concepto del libro
aritmética de M. Becker), cumple que m no es otra cosa que el producto de los
factores primos de a y b elevados al mayor exponente”.

“Dados dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivo sera
llamado el maximo comun divisor (mcd) de a y b y lo denotaremos como (a;b)
(Concepto del libro aritmética de M. Becker). Como el maximo comudn divisor
(mcd) es el anico nimero natural d que satisface que es divisorde ayb alavezy
gue d es un mdltiplo de todos los divisores comunes de a y de b (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), también cumple que d es igual al producto de los

factores primos comunes elevados al menor exponente natural”.

Como el nimero 700 tiene la forma 700=22527 y el 1287 como 1287
=32.11.13, determinamos que su minimo comdn mltiplo es mem [ 700, 1287]= 22.52.7.
32.11.13=700.1287=900900 (*).

Para determinar el maximo comun divisor, debemos considerar el producto de
los factores comunes elevados al menor exponente natural, pero sin embargo al
observar la descomposicion en factores primos del namero 700 y 1287, nos
encontramos que a primera vista no tienen factores comunes, porgue para el caso del
numero 700 se puede escribir de la forma 22.52.7 y para el caso del nimero 1287, lo
podemos escribir de la forma 32.11.13, notando que no poseen factores comunes.
Para esta situacion, recurrimos a la propiedad que expresa que todo namero “b” es
multiplo de 1 (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5), de esta forma, podemos
escribir al namero 700 de la forma 700=1. 22527 y al nimero 1287 de la forma
1287=1. 32.11.13, resultando en este caso el factor comun el 1. Es asi que el maximo
comun divisor es med (700, 1287) =1.

Para responder a la tercera cuestion del enunciado del problema, es
necesario considerar los calculos realizados hasta el momento, estos son:

mcm [ 700, 1287]= 900900 mcd(700, 1287)=1

De acuerdo a esto, podemos destacar dos cuestiones. Una de ella es que al
realizar el célculo del minimo comin mdultiplo nos encontramos que no es otra cosa
que el producto de los nimeros 700 y 1287 (*) y la otra cuestién es que, si tenemos
presente la propiedad que expresa que si el maximo comun divisor de dos nimeros es
uno, dichos nimeros se denominan coprimos (Concepto del libro aritmética de M.
Becker pag. 32.), entonces estamos en condiciones de afirmar que los numeros 700 y
1287 son coprimos. Este dltimo enunciado es muy relevante para el caso de la
propiedad que vincula al maximo comun divisor y minimo comun multiplo de dos

nameros, porque la propiedad en cuestién expone que el producto entre el maximo
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comun divisor y el minimo comun multiplo de dos nimeros es igual al producto de
dichos nameros, esto es que dado dos nimeros enteros a y b, se cumple que
(a,b).[a,b]=a.b (propiedad del gentile). De donde, reemplazando por los calculos
realizados, tenemos que mcd(700, 1287). mcm [ 700, 1287]=1. 900900= 700.1287

Es asi que con respecto a la pregunta en general realizada en el ejercicio, era
de esperarse que el minimo comun mdaltiplo de 700 y 1287 fuera el producto de ellos

mismos, puesto que su maximo comun divisor es uno.

4.2.2.5 Configuracion epistémica del sistema de practicas de las resoluciones de
las situaciones probleméaticas

A continuacién, se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones
conceptuales involucradas en las funciones semiéticas que intervienen en el sistema

de practicas de las resoluciones de las situaciones probleméticas.

e Lenguaje

-Expresion verbal: ndmero natural, nimero entero, divisible, valores absolutos,
multiplo, divisor coman mayor, dcm, divisor positivo, maltiplo comin menor, mcm,
menores a cero, potencia, exponentes, cifra, factorizarce, primo, compuesto

-Expresion simbdlica: digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, los signos de las operaciones

o [

basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.” (Multiplicacion) y “/” (divisién), el signo

=", los paréntesis (, ), corchetes [,], un nimero X, Ix].

-Expresion tabular: tablas compuestas por nimeros.

e Situaciones-Probleméticas
Se presentan los siguientes tipos de problemas:
P1,24 ¢ Cudles son todos los divisores de nimeros relativamente pequefos?
P2, 25 ¢, Por cual nUmero es divisible otro nimero entero?
P, 30 ¢, Por cual cifra se debe completar un nimero para que sea divisible por otro?
P4,31 Dado un nimero, ¢ Dicho nimero es primo?
Ps, 31 Dado un nimero, ¢ Dicho nimero es compuesto?
Ps, 32 ¢, Cudles son los multiplos comunes de numeros relativamente pequefios?
P~ 32 ¢,Cudl es la factorizacion de un nimero?
Ps, 32,33 ¢, Cual es el mcm de nimeros enteros positivos relativamente pequefios?
P9, 3435 Dado un problema con un contexto, ¢ Cudl es el minimo comun mdltiplo?

P10, 36 ¢ Cudl es el mcd de tres nimeros enteros positivos relativamente pequefios?
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P11, 37 ¢Cudl es el maximo comin divisor de nameros enteros relativamente
pequefios?

P12 3s Dado un problema con un contexto, ¢ Cual es el maximo comun divisor?

P13, 3 Dado dos nimeros relativamente grandes, ¢ Cudl es su minimo coman multiplo,

maximo comun divisor y la vinculacién entre ambos?

e Conceptos
-Si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
namero entero c, tal que b=a.c.
-Dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivos comunes sera
llamado el maximo comun divisor de a y b, donde la notacién a utilizar sea (a; b)
-Si el maximo comun divisor de dos numeros, a y b, es 1, dichos nimeros se
denominan coprimos.
-Un namero es primo si tiene solo 4 divisores enteros: el mismo, su opuesto, 1y -1. Si
tiene mas de 4 divisores enteros, es compuesto
-Como el méximo comun divisor (mcd) es el Unico numero natural d que satisface que
es divisorde ay b ala vez y que d es un multiplo de todos los divisores comunes de a
y de b, también cumple que d es igual al producto de los factores primos comunes
elevados al menor exponente natural.
-Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comdn mudltiplo (mcm) de a
y b como el menor de sus multiplos comunes, que denotaremos como [a;b].
-Como el minimo comun multiplo (mcm) es el Gnico numero natural m que satisface
que es multiplo de ay b a la vez, y que m es multiplo de todos los mdultiplos de ay de b
cumple que m no es otra cosa que el producto de los factores primos de ay b
elevados al mayor exponente.
-El valor absoluto de un nimero x, |x|, es el mismo numero x, siempre y cuando X
sea mayor o igual a cero y es —x siempre y cuando el nUmero x sea menor estricto que
cero.

-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)

e Proposiciones
-Todo nimero “b” es multiplo de 1
-Si un nimero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a
divide ab” y que “-a divide a —b”
-Teorema Fundamental de la Aritmética: expresa que todo nimero entero ¢, distinto de

0, 1 y -1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo 0 negativo de

124




nameros primos positivos con exponentes naturales.

-Un namero entero d divide a otro nimero entero c¢ si y solo si la factorizacién del
namero d divide a c.

-Un namero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par.

-Un namero es divisible por 3, si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3.

-Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5.

-Un namero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3 a la vez

- Un nimero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7.

-Un namero es divisible por 9 si la suma de sus cifras es multiplo de 9.

-Un namero es divisible por 10 si su ultima cifra es 0.

-Un ntmero es divisible por 11 si la suma de las cifras ubicadas en los lugares pares
menos la suma de las ubicadas en los lugares impares es un multiplo de 11.

- Un namero es divisible por 13 cuando separando la cifra de la unidad, multiplicandola
por 9, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi
sucesivamente, da cero o multiplo de 13.

- Un namero es divisible por 17 cuando separando la primera cifra de la unidad,
multiplicAndola por 5, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi
sucesivamente, da cero o maltiplo de 17.

-El producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-Todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1

-Dado dos numeros enteros a y b, se que cumple que dcm (a,b) = dcm (Ja), b)) vy
mcm[a,b] = mcm{[|a|, |b]

d(n)=2.(m+1).(m+1).(m+1)...(m+1), d(n)=2.(my+1).(my,+1).(m3+1)..(my +1),
siendo los nUmeros my, mz, ms, hasta my los exponentes de los nimeros primos de la
factorizacion

Dado dos numeros enteros a y b, se cumple que (a,b).[a,b]=a.b

e Procedimientos
Divisiones de numeros por factores primos.
Célculo de operaciones mediante suma y resta de nimeros.
Célculo de operaciones mediante producto de numeros.
Célculo de divisores.
Céalculo de mudltiplos.
Célculo de potencias

Calculo del maximo comun divisor y minimo comuan mdltiplo.
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e Argumentos
Argumentacion de los resultados a través de los procedimientos utilizados.
-El resultado de las operaciones se justifica por medio de la utilizaciéon de las
operaciones basicas.
-El calculo del maximo comun divisor y el minimo comun multiplo se justifica a través
de la definicion y utilizacion de las propiedades de potencia.
-El calculo de las potencias se justifica a través de la aplicacion de las propiedades de

potencia se justifican a través de la definicion de potencia

4.2.2.6 Relaciones conceptuales mas sobresalientes
A continuacion, exponemos las relaciones conceptuales mas pertinentes

entre los objetos primarios

P1,24 ¢ Cuales son todos los divisores de numeros relativamente pequefios?
Situacién problematica 24

R1, 24: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

Rz, 24: Entre la situacion problematica y la propiedad que indica que, si un ndmero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a —b”.

R3, 24: Entre la situacién problemética y la propiedad que expresa que todo nimero es
multiplo de 1

R4, 24: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nUmero primo

Rs, 24: Entre la situacion problemética y el Teorema fundamental de la Aritmética.

Rs, 24: Entre la situacion problematica y la propiedad que expresa que si un namero d
divide a otro nimero c si y solo si la factorizacién del namero d divide a c.

R7,24: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Rs, 24. Entre la situacion problemética y los argumentos de la definicion de divide,
divisor o maltiplo.

Ro, 24: Entre la situacion problematica y los argumentos dado por las propiedades

R10, 24: Entre la situacién problematica y el procedimiento para calcular los multiplos y
divisores de un numero.

R11,24: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y el procedimiento para factorizar
los numeros

R12, 24: Entre la definicién de divide, divisor o multiplo y propiedad que expresa que todo

namero es multiplo de 1.
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R13, 24: Entre la definicion de divide, divisor o multiplo y la propiedad que indica que si
un nimero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a
divide ab” y que “-a divide a —b”.

R14, 24: Entre el procedimiento para determinar divisores y la propiedad que determina
la cantidad de divisores de un nimero

R1s, 24: Entre las propiedades de potencia y la propiedad que determina la cantidad de

divisores de un nimero

P2 28 ¢,Por cual niumero es divisible otro nimero entero?

Situacién problematica 28

R1, 28: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2, 25: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

R3, 28: Entre la situacion problemética y el procedimiento para determinar si un nimero

es divisible por otro numero.

R4, 2s: Entre la situacion problematica y la argumentacién para determinar si un nimero
es divisible por otro.

Rs, 25: Entre la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y los criterios de
divisibilidad.

Ps, 30 ¢Por cual cifra se debe completar un namero para que sea divisible por
otro?

Situacién problematica 30

R1,30: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

R2, 30: Entre la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y el criterio de
divisibilidad por 11.

R3, 30: Entre la situaciéon problematica y el criterio de divisibilidad por 11

R4, 30: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar el digito
faltante.

Rs, 30: Entre las operaciones de suma y resta y el procedimiento para determinar el
digito faltante.

Rs, 30: Entre la situaciéon problematica y las operaciones de suma y resta.

Rz, 30: Entre el criterio de divisibilidad por 11 y el procedimiento para determinar el o

los digitos faltantes.

P4,31 Dado un namero, ¢Dicho nimero es primo?
Ps, 31 Dado un namero, ¢Dicho nimero es compuesto?

Situacién problematica 31
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R1, 31: Entre la situaciéon problemética y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2 31: Entre la situacién problematica y la definicion de niimero primo o compuesto
R3,31: Entre la situacidén problemética y el Teorema Fundamental de la Aritmética

R4, 31: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nimero primo

Rs, 31: Entre la situacion problemética y el procedimiento para factorizar nimeros.

Re, 31: Entre la situacion problemética y los criterios de divisibilidad

R, 31: Entre la situacién problemética y la propiedad que expresa que si un nimero d
divide a otro nimero ¢ si y solo si la factorizacién del numero d divide a c.

Rs, 31: Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de
potencia

Ro 31: Entre la situaciéon problemética y la propiedad que determina la cantidad de
divisores de un numero.

R1o, 31: Entre la definiciébn de nimero primo o compuesto y la propiedad que determina

la cantidad de divisores de un niimero.

Ps,32 ¢ Cuales son los multiplos comunes de nameros relativamente pequefios?
Pz 32 ¢, Cual es la factorizacién de un nimero?

Ps, 32,33 ¢ Cuél es el mcm de nimeros enteros positivos relativamente pequefios?
Situacién problematica 32

R1,32: Entre la situacidén problemética y la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2, 32: Entre la situacién problematica y la definiciébn de minimo comun mdltiplo.

R3, 32: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo de niUmeros enteros.

R4, 32: Entre la situacidén problemética y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 32: Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de
potencia

Re, 32: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nimero primo

Rz, 32: Entre la situacion problemética y los criterios de divisibilidad.

Rs, 32: Entre la situacidn problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ro, 32: Entre el procedimiento para determinar el minimo comudn mudaltiplo y las
propiedades de potencia.

Rio, 32: Entre la descomposicion factorial de un numero entero y el procedimiento para

el calculo del minimo comun multiplo

Ps, 32,33 ¢, Cudl es el mcm de numeros enteros positivos relativamente pequefios?

Situacién problematica 33
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R1, 33: Entre la situacion problemética y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2 33: Entre la situacién problematica y la definicion de minimo coman multiplo

Rs, 33: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo de niameros enteros.

R4, 33: Entre la situacion problemética y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 33: Entre el procedimiento para factorizar los ndimeros y las propiedades de
potencia

Rs, 33: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicibn de nimero primo

Rz, 33: Entre la situacién problemética y los criterios de divisibilidad.

Rs, 33: Entre la situacién problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ro, 330 Entre el procedimiento para determinar el minimo comun mdltiplo y las
propiedades de potencia.

Rio, 32: Entre la descomposicién factorial de un nimero entero y el procedimiento para

el calculo del minimo comin multiplo

Po,34 Dado un problema con un contexto, ¢ Cuél es el minimo comun multiplo?
Situacién problematica 34

R1, 34: Entre la situacion problemética y la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2, 34: Entre la situacion problematica y la definicion de minimo comun multiplo.

Rs, 34: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo de niameros enteros.

R4, 34: Entre la situaciéon problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 34: Entre el procedimiento para factorizar los ndmeros y las propiedades de
potencia

Rs,34: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicibn de nimero primo
R7,34: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Rs, 34: Entre la situacion problemética y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ro, 341 Entre el procedimiento para determinar el minimo comun mdltiplo y las
propiedades de potencia.

Rio, 34: Entre la situaciéon problematica y el procedimiento para determinar multiplos
comunes mayores al minimo comun mdltiplo

R11, 3a: Entre el procedimiento para determinar multiplos comunes mayores al minimo
comun multiplo y el argumento para determinar que el mdltiplo encontrado es

respuesta a la situacién problematica.

Po,35 Dado un problema con un contexto, ¢,Cual es el minimo comun maltiplo?
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Situacién problematica 35

R1 3s: Entre la situacion problemética y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2, 35: Entre la situacidén problemética y la definicién de minimo comuin mdltiplo.

R3, 35: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo de nimeros enteros.

R4, 35: Entre la situacion problemética y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 35: Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de
potencia

Rs, 35: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nimero primo

Rz, 35: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Rs, 35: Entre la situacién problemética y el procedimiento para factorizar nameros.

Ro, 35: Entre el procedimiento para determinar el minimo comun mdltiplo y las
propiedades de potencia.

R1o, 35: Entre el procedimiento para calcular el mcm y el argumento para expresar al

mcm como tiempo en que vuelven a cruzarse los trenes.

Pe. 32,36 ¢, Cudl es la factorizacion de un nimero?

P10, 36 ¢Cuél es el mcd de tres numeros enteros positivos relativamente
pequefios?

Situacién problematica 36

R1, 36: Entre la situacién problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible.

R2, 36: Entre la situacién problematica y la definicibn maximo comun divisor

Rs, 36: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar el maximo
comun divisor de numeros enteros.

R4, 36: Entre la situacién problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 36 Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de
potencia

Rs, 36: Entre Teorema Fundamental de la Aritmética y la definicion de nimero primo

Rz, 36: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Rs, 36: Entre la situacién problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ro, 36: Entre el procedimiento para determinar el maximo comudn y las propiedades de
potencia.

R1o, 36: Entre la descomposicién factorial de un niumero entero y el procedimiento para

el calculo del méaximo comun divisor

P11, 37 ¢Cual es el maximo comun divisor de numeros enteros relativamente
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pequefios?

Situacién problematica 37

R1 37: Entre la situacién problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible.

R2, 37: Entre la situacién problematica y la definicibn maximo comun divisor

Rs, 370 Entre la situacién problemética y el procedimiento para determinar el maximo
comun divisor nUmeros enteros

R4, 37: Entre la situacion problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 37: Entre el procedimiento para factorizar los ndimeros y las propiedades de
potencia

Rs, 37: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definiciébn de niamero primo

Rz, 37: Entre la situacion problemética y los criterios de divisibilidad.

Rs, 37: Entre la situacién problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ro, 37: Entre el procedimiento para determinar el maximo comun divisor y las
propiedades de potencia.

Rio, 37: Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que
mcd[a, b] = mcd[|al, |b|] y el procedimiento para el calculo del méximo comun divisor
Ri1, 37: Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que

mcd[a, b] = mcd[|al,|b|] y la definicidn de valor absoluto

P12, 38 Dado un problema con un contexto, ¢ Cual es el maximo comaun divisor?
Situacién problematica 38

R1 3s: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

R2, 3s: Entre la situacién problematica y la definicibn maximo coman divisor

R3, 35: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar el maximo
comun divisor

R4, 38: Entre la situacion problemética y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 3s: Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de
potencia

Rs, 3s: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nUmero primo

R7, 38: Entre la situacion problemética y los criterios de divisibilidad.

Rs, 3s: Entre la situaciéon problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ro, 33: Entre el procedimiento para determinar el maximo comun divisor y las
propiedades de potencia.

Rio, 3s: Entre el maximo comun divisor y el argumento para determinar al mcd como

respuesta a la situacion problematica
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R11, 350 Entre el procedimiento para calcular el mcd y el argumento para expresar al

mcd como la longitud de los mayores trozos que se pueden hacer.

P13, 39 Dado dos numeros relativamente grandes, ¢Cudél es su minimo comun

multiplo, maximo comun divisor y la vinculacién entre ambos?

Situacién problematica 39

R1,39: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o

divisible.

R2, 39: Entre la situacién problematica y la definicibn maximo comun divisor

Rs 39: Entre la situacion problematica el procedimiento para determinar el maximo
comun divisor

R4, 39: Entre la situacién problematica y la definiciébn de minimo comuan mdltiplo.

Rs, 30: Entre la situacién problematica el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo

Res, 39: Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de

potencia

Rz, 39: Entre la situacidén problemética y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 30: Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de

potencia

Ro, 39: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nimero primo

R1o, 30: Entre el procedimiento para factorizar nimeros y los criterios de divisibilidad.

R11, 30: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Ri2 39: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar el maximo

comun divisor

Ri3 39: Entre la situacion problemética y el procedimiento para determinar el minimo

comun multiplo

Ris4, 39: Entre el procedimiento para determinar el maximo comun divisor y las

propiedades de potencia.

Ris, 30: Entre el procedimiento para determinar el minimo comdn mudltiplo y las

propiedades de potencia.

Ris 39: Entre la situacion problematica y la propiedad que expresa que, si el maximo

comun divisor de dos nimeros es uno, dichos nimeros se denominan coprimos

Ri7, 39: Entre la propiedad que expresa que, si el maximo comudn divisor de dos

nameros es uno, dichos nimeros se denominan coprimos y el argumento para

determinar que los nimeros dados en el problema son coprimos
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4.2.2.7 Andlisis de las relaciones conceptuales de ambas configuraciones
epistémicas

Teniendo en cuenta la configuracién epistémica construida con el desarrollo
conceptual del contenido divisibilidad de nudmeros enteros y las relaciones
conceptuales méas pertinente que se establecen entre los objetos primarios de dicha
configuracién, como asi también la configuracion epistémica de las practicas
matematicas realizadas en las resoluciones de las situaciones problematicas y las
relaciones conceptuales establecidas entre los objetos primarios intervinientes y
emergentes de tales resoluciones, encontramos que:

-Con respecto a la situacion problematica 24, que es un representante del tipo
de problema P1. ¢ Cuales son todos los divisores de numeros relativamente pequefios?
Se puede observar que establecimos una amplia gama de relaciones, siendo vital
introducir una definicién de las condiciones que cumplen dos nimeros enteros para
determinar cudndo un numero entero es divisor de otro nimero entero y asi poder
establecer la relacién Ry, 24 La introduccion de esta definicion fue necesaria porque en
el desarrollo conceptual del contenido, en el libro, no se evidencia ninguna definicién
de lo que representa un divisor, siendo asi imposible resolver dicha situacion vy
establecer alguna relacion con el problema. Como se debian determinar todos los
divisores de un numero, también fue necesario considerar divisores negativos. Siendo
necesario introducir las propiedades que expresan que si un numero entero a divide a
otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a —
b” (*), generando asi la relacién Rz, 24 y la propiedad que expresa que todo numero es
multiplo de 1, generando asi las relaciones Rs, 24 y Ri2 24. Esta propiedad (*) se
corresponde con la definicién de divisor dada y asi formar la relacion Rus, 24.

Considerando que se debian encontrar todos los divisores de un namero, fue
necesario introducir el Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA) para que junto
con la propiedad que expresa que si un nimero d divide a otro nimero c¢ si y solo si la
factorizacion del niamero d divide a c, se pudiera determinar todos los divisores de un
namero. Esta introduccién genero las relaciones Rs, 24, Rs, 22 ¥ Rio, 24 Como en la
introduccién del TFA incluye trabajar con nimeros primos, gracias a la definicion que
esboza el desarrollo conceptual del libro, este esto un nimero es primo si tiene solo 4
divisores enteros: el mismo, su opuesto, 1y -1, fue posible establecer la relacion Ra, 24
, como se observa en la figura 1. A su vez, este teorema genero la relacién Rui, 24 que
permitia factorizar a los nameros del problema. Siendo que esta factorizacion pudo
realizar de una forma practica utilizando los criterios de divisibilidad y asi generar la

relacion Rz, 24
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Con respecto a los numeros de los cuales se debian calcular los divisores,
nos encontramos que algunos de ellos eran relativamente grandes. Esto generaba la
posibilidad de que tuvieran muchos divisores. Siendo esta Ultima posibilidad probable,
fue necesaria la introduccién de la propiedad que determina la cantidad de divisores
que tiene un numero. Esta introduccion genero la relacion Ris, 22. Como dicha
propiedad incluye trabajar con propiedades de potencia, fue necesaria la introduccion
de estas ultimas y asi generar la relacion Ris, 24.

Como la insercién de las diversas definiciones y propiedades posibilitaron
encontrar los divisores solicitados, todo ello generé las relaciones Rs, 24 ¥ Ro, 24.

Como puede observarse en la figura 1, en los rectdngulos se representan los
objetos primarios y con una flecha de doble sentido el objeto primario introducido y el
brindado por el libro mas no con el problema, como puede observarse en graficos
posteriores. Con respecto a las otras flechas no etiquetadas, estas expresan el origen
del enunciado utilizado. Cabe resaltar que en los demas graficos se mantiene la
misma regla de resaltar con rectangulos los objetos primarios y con flechas las

relaciones entre los mismo.

Situacién Problemaética

1

Rs,
\4
Teorema Fundamental | |  Definicion de numero
de la Aritmética primo y compuesto

\ 4

: Concepto del desarrollo
Concepto del libro conceptual del libro
Aritmética de M. Becker

Figura 1

-Con respecto a la situacion problematica 28, que es un representante del tipo
de problema P2: ¢Por cual nimero es divisible otro numero entero? Podemos
observar que fue necesaria la introduccion de la definicibn de las condiciones que
cumple un namero para ser divisor, multiplo o divisible por otro nimero y poder asi
establecer la relacion Ry, 2s. La introduccion de esta definicion fue necesaria porque en
el desarrollo conceptual del contenido, en el libro, no se evidencia ningin enunciado
respecto a las condiciones que cumple un namero para ser divisible por otro. Ademas

esta definicion posibilito usar un procedimiento para determinar si un nimero era
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divisible por otro, generando la relacion Rs, 2s. A su vez, esta definicion posibilito la
relacion R4, 28. Asi mismo en el desarrollo conceptual del contenido, del libro, no se
esgrimen los criterios o reglas de divisibilidad que se puedan utilizar. Razén por la cual
se introdujeron los criterios necesarios para tal fin, posibilitando la correspondencia R,
28 ¥ Rs, 28.

-En cuanto a la situacion problemética 30, que es un representante del los
tipos de problema Ps: ¢Por cudl cifra se debe completar un nidmero para que sea
divisible por otro? Podemos observar que nuevamente fue necesaria la introduccion de
la definicion de las condiciones que cumple un nimero para ser divisor, multiplo o
divisible por otro nimero y poder asi establecer la relacién Ri, 30. Esta definicién
permitié introducir regla de divisibilidad por 11, permitiendo construir la elacion Rz, 30. Si
bien el desarrollo tedrico del libro brinda una regla de divisibilidad por 11, el mismo
solo vale para una determinada cantidad de nimeros, siendo que para el caso 81.818
ya no es posible aplicarlo. Ademas, dicha regla permite a la vez las relaciones Rz 30y
Rz, 30, siendo esta Ultima relacion importante para determinar los digitos faltantes que
se solicita hallar. Si bien se debié utilizar un criterio de divisibilidad, también fue
necesaria la utilizacion de las operaciones de suma y resta, propiciando las relaciones
R4, 30, R5,30 ¥ Res, 20.

-Con respecto a la situacion problematica 31, que es un representante de los
tipos de problema P.: Dado un numero, ¢Dicho nimero es primo? Y Ps: Dado un
namero, ¢Dicho nimero es compuesto? Podemos notar que se introdujo la definicién
de las condiciones que cumple un numero para ser divisor, multiplo o divisible por otro
namero y poder asi establecer la relacién Ry, 31.

Considerando que se debia determinar si un nimero era primo o compuesto,
fue necesaria la utilizacion no solo del concepto de nimero primo 0 compuesto, sino
ademas la introduccion del Teorema Fundamental de la Aritmética (TFA), como se
observa en la figura 3, y determinar la factorizacién de los ndameros utilizando la
propiedad que expresa que si un nimero d divide a otro niamero ¢ si y solo si la
factorizacion del numero d divide a c, generando asi las relaciones Rz, 31, R3 31, R4, 31y
Rz 31. A su vez dicha factorizaciéon fue posible gracias a la utilizacion de criterios de
divisibilidad que simplificaron tal procedimiento, generando asi las relaciones Re, 31.
Con respecto a las relaciones Rz, 31, R3, 31 Y R4, 31, estas se vinculan con las relaciones
R2 y R3 del desarrollo conceptual del libro.

Como se debian calcular los divisores de los nimeros del problema, para
determinar si eran primos 0 compuestos, nos encontramos que algunos de ellos eran
relativamente grandes. Esto generaba la posibilidad de que tuvieran muchos divisores.

Siendo esta Ultima posibilidad probable, fue necesaria la introduccion de la propiedad
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que determina la cantidad de divisores que tiene un namero. Esta introduccién genero
las relaciones Ro, 31 Y Rio, 31. Como dicha propiedad incluye trabajar con propiedades
de potencia, fue necesaria la introduccion de estas Ultimas y asi generar la relacion Rs,
31.

De forma gréfica, en la figura 3 puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucién de la situacion problematica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiguetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que
en dicho gréfico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucion del problema.

Situaciones Problematicas P4 y

Rs, Ry R3 Ro,

R>,

Teorema Fundamental
de la Aritmética

P

Definicion de numero

A 4

= Ry primo y compuesto
i A
Y A 4
Concepto del libro Concepto del desarrollo
Aritmética de M. Becker conceptual del libro
Figura 3

-Con respecto a las situaciones problematicas 32 y 33, que son
representantes de los tipos de problema Ps: ¢ Cuales son los multiplos comunes de
nameros relativamente pequefios?, P+. ¢Cual es la factorizacion de un nimero? Ps:
,Cual es el mem de numeros relativamente pequefios? Podemos observar que
algunas relaciones resultan similares, siendo que nuevamente fue necesaria la
introduccion de la definicibn de las condiciones que cumple un ndmero para ser
divisor, multiplo o divisible por otro nimero y poder asi establecer la relacion R1, 32y Ry,
33 En el desarrollo tedrico del libro se esgrime un procedimiento para determinar el
minimo comun multiplo (mcm) de ndmeros enteros, no obstante, no brinda un

concepto de lo que es un mcm. Como asi tampoco un argumento del porque realiza
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determinadas acciones al realizar el célculo del mcm de nimeros enteros positivos y
negativos, razén por la cual la relacibn R5 nos resulta una correspondencia muy
forzada. Es asi, que fue conveniente introducir una definicién de lo que representa el
minimo comun multiplo (mcm) de nameros enteros y el procedimiento para calcularlos,
propiciando las relaciones Rz 32, R3 32, R2,33 ¥ R3, 33

Para la utilizacion de la definicibn que dimos de mcm, fue necesaria la
introduccion de lo que representa un namero primo, el Teorema Fundamental de la
Aritmética (*), como se observa en la figura 4, las propiedades de potencia y criterios
de divisibilidad. Permitiendo construir las siguientes correspondencias, con respecto al
problema 32: R4, 32, Rs, 32, Re, 32, R7, 32, Rs, 32, R, 32, Ruio, 32, Y con respecto al problema
33: R4, 33, Rs, 33, Rs, 33, R7,33, Rs, 33, Ry, 33, R10, 33. Si bien el desarrollo conceptual del libro
esboza un enunciado para la factorizacion de un nimero, nos encontramos que hace
alusién a un procedimiento que se realiza en el conjunto de nimeros naturales. No
obstante, no fue posible dar con dicho procedimiento, razén que produjo la

introduccién dada en (*), siendo muy forzada el establecimiento de la relacion R4.

Situacién Problematica
A

Re, Res,
\ 4

Teorema Fundamental | Definicion de nimero
de la Aritmética primo y compuesto

A
A 4

A 4

- Concepto del desarrollo
Concepto del libro conceptual del libro
Aritmética de M. Becker

Figura 4

-En cuanto a las situaciones problematicas 34 y 35, ambos son
representantes del tipo de problema Pg: Dado un problema con un contexto, ¢ Cuél es
el minimo comin mudaltiplo? Para resolver estas situaciones, las consideraciones
realizadas para establecer las relaciones entre los objetos primarios fueron similares a
las realizadas en el problema anterior. Cabe destacar que en el desarrollo teérico del
libro se esgrime un procedimiento para determinar el minimo comun multiplo (mcm) de
nameros enteros, no obstante, no brinda un concepto de lo que es un mem. Como asi

tampoco un argumento del porque realiza determinadas acciones al realizar el calculo
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del mecm de numeros enteros positivos y negativos, razén por la cual la relacién R6
nos resulta una correspondencia muy forzada. Con respecto al problema 34, tuvimos
que determinar un nimero mayor al minimo comudn mdaltiplo y que a la vez sea mdltiplo
de los nimeros dados en el problema, generando asi la relacidon Ruio, 34 y Ri1,34. En
cuanto al problema 35, con el mcm hallado, lo tuvimos que expresar en horas y
minutos para dar respuesta a la pregunta formulada en el problema, generando asi las
relaciones Ruo, 35.

-Por lo que se refiere a situaciobn problematica 36, siendo este un
representante de los tipos de problemas Pe: ¢ Cudl es la factorizacion de un nimero? Y
P1o: ¢Cuél es el mcd de tres niumeros enteros positivos relativamente pequefios?
Podemos notar que una vez mas fue necesaria la introduccion de la definicion de las
condiciones que cumple un namero para ser divisor, multiplo o divisible por otro
nuamero y poder asi establecer la relacion Ri, 6. En el desarrollo teorico del libro se
esgrime un procedimiento para determinar el maximo comun divisor (mcd) de nimeros
enteros, no obstante, no brinda un concepto de lo que es un mcd. Como asi tampoco
un argumento del porque realiza determinadas acciones al realizar el calculo del mcd
de numeros enteros positivos y negativos, razén por la cual la relaciébn R7 nos resulta
una correspondencia muy forzada. Es asi, que fue conveniente introducir una
definicion de lo que representa el minimo comun multiplo (mcm) de nimeros enteros y
el procedimiento para calcularlos, propiciando las relaciones Rz, 36 ¥ R3, 36.

Para la utilizacién de la definicion que dimos de mcd, fue necesaria la
introduccién de lo que representa un namero primo, el Teorema Fundamental de la
Aritmética, como se observa en la figura 5, las propiedades de potencia y criterios de
divisibilidad. Permitiendo construir las siguientes correspondencias, R4, 3, Rs, 35, Re, 36,

R7, 36, Rs, 36, Ro, 36 ¥ Ruo, 36,

Situacion Problematica

*

Re,

A 4

Teorema Fundamental | Definicion de ndmero
de la Aritmética primo y compuesto

A 4

A 4

- Concepto del desarrollo
Concepto del libro Figura 5 conceptual del libro
Aritmética de M. Becker
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-En cuanto a la situacion problematica 37, que es un representante del tipo de
problemas Pi1: ¢ Cudl es el maximo comun divisor de nimeros enteros relativamente
pequefios? Podemos observar que se solicita el calculo del maximo comun divisor de
un grupo de nuameros lograndose formar relaciones similares a las del problema 36.
Sin embargo, es en las relaciones Ro, 36 Y R1o, 36 donde se difiere del problema anterior,
porque en este caso fue necesario introducir la propiedad que determina el calculo del
mcd de nameros tanto positivos como negativos. Si bien en el desarrollo conceptual
que brinda el libro se observar un procedimiento para el calculo del mcd de niameros
enteros, no se esgrime un argumento del porque realiza determinadas acciones al
realizar el célculo del mcd de nimeros enteros cualesquiera, por la cual la relacion R8
nos resulta una correspondencia muy forzada.

-En lo que se refiere a la situacion problematica 38, siendo este un representa
del tipo de problema Pi2: Dado un problema con un contexto, ¢Cudl es el maximo
comun divisor? Podemos observar que, con respecto al calculo del maximo comudn de
nameros enteros, las relaciones que se establecen son similares a las establecidas en
el problema 36. No obstante es en las relaciones Rio, 38 ¥ Ri1, 38 en las cuales se
diferencia, porque en este caso la formulacion de estas se debe a la respuesta de
pregunta gque se realiza en el problema. Si bien en el desarrollo conceptual que brinda
el libro se observar un procedimiento para el célculo del mcd de nimeros enteros, no
obstante, no se esgrime un argumento del porque realiza determinadas acciones al
realizar el célculo del mcd de numeros enteros cualesquiera, por la cual la relacion R9
nos resulta una correspondencia muy forzada.

-Con respecto a la situaciéon problematica 39, siendo este un representante
del tipo de problema Pi3: Dado dos numeros relativamente grandes, ¢Cual es su
minimo comdn multiplo, maximo comun divisor y la vinculacion entre ambos?
Podemos observar que las relaciones que se establecieron son similares a las
establecidas en los problemas donde se debian calcular el maximo comun divisor
(mcd) y minimo comdn multiplo de un grupo de numeros, resultando las relaciones
R10 y R11 de caracter forzadas. No obstante, en este problema a diferencia de los
demas, se introdujo una propiedad que asegura que, si el mcd de dos numeros es
uno, ambos nimeros son coprimos entre si, generando asi las relaciones Ris, 39 ¥ R17,

39.

139



4.2.3 Tercer libro
v’ 4.2.3.1 Descripcion
Con respecto a las caracteristicas generales de este primer libro, denotamos la

siguiente informacion:

Libro: Matematica Il
Editorial: Santillana.
Edicion: Primera

Reimpresion: Cuarta

Afo: 2011

Autores del libro: Andrea Berman
Daniel Dacunti
Martin M. Perez

Ana Veronica Veltri

Adentrandonos en el contenido especifico que nos compete, tenemos que en

el indice del libro se encuentra escrito lo siguiente:

v INDICE

CAPITULO 1. Nimeros naturales y enteros Pag. 7

Positivos y Negativos Pag. 8

Sumay resta de enteros Péag. 10
Multiplicacién y division de enteros. Divisibilidad Pag. 12
Algo mas con los céalculos con enteros Pag. 15
Usar letras para analizar relaciones entre enteros Pag. 16
Potencias y raices de enteros Péag. 17
Problemas para repasar Pag. 19
Dar la nota. Estrategia para encontrar un puente Pag. 22

Con respecto a las caracteristicas especificas que tiene que ver con el
desarrollo del contenido divisibilidad de numeros enteros, se puede denotar lo
siguiente:

En el desarrollo tedrico que se brinda, podemos observar un titulo que dice
multiplos y divisores y un enunciado que dice que un nimero es multiplo de otro si
este Ultimo es uno de sus factores, ejemplo: 12 es multiplo de 3 porque 12 se puede
escribir como 3.4. También se dice que 12 es divisible por 3. También se brinda las
reglas de divisibilidad por 2, e, 4, 5, 6, 9 y 10. También se observa un titulo que dice
primos y compuestos y un enunciado que dice un niamero es primo si tiene Gnicamente

dos divisores naturales, el mismo y 1, ejemplo, 13 es primo, ya que solo es divisible
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por 13 y 1, un nimero es compuesto si tiene mas de dos divisores naturales, ejemplo,
9 es compuesto, ya que es divisible por 9 y por 1, pero también por 3 y que los
nameros 0 y 1 no son primos ni compuestos. A la vez un enunciado que dice que, si
un namero a es divisor de un nimero b, entonces su opuesto también lo es. También
podemos observar un texto que dice que un numero natural es primo si tiene solo dos
divisores, esto es el 1 y el mismo, pero que, al trabajar con niameros enteros, el
concepto se extiende y ahora un nimero entero es primo si tiene solo cuatro divisores,
el 1, el -1 el mismo y su opuesto, por ejemplo: -7 es primo ya que tiene solo estos
cuatro divisores: 1, -1, 7 y -7. En cambio, -9 no es primo, ya que tiene seis divisores. 1,
-1,3,-3,9y-9.

Con respecto a las situaciones problematicas que se exponen para resolver

por parte del lector, nos encontramos con las siguientes:

22.

Sin hacer ninguna cuenta, rodeada los célculos cuyos resultados tienen resto cero al
dividirlos por 7.

28.9 123.7+7 439.7+2 19.3-7

23.

Con los digitos 4, 0, 5y 9 forma, si es posible, un nimero de cuatro cifras que cumpla
la condicion.

a) Es multiplo de 5, pero no de 2.

b) Es multiplo de 10 y es divisible por 4.

¢) No es divisible por 5 ni por 2.

d) Es multiplo de 6, pero no de 10.

e) No es multiplo de 9

25.

En la siguiente division:

24.ml| 3

a) Encontra, si es posible, un valor para el numero natural m de manera tal que el
resto de la division sea O.
b) Encontra, si es posible, algun valor del nimero natural m para el cual el resto no

sea Cero.
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26.
Busca un numero que multiplicado por 4 dé por resultado -12. Podes usar la

calculadora.

28.
Completa el célculo de cada pétalo para que todos den el resulto del centro de la flor

32.
Encontra, si es posible, nimeros enteros a y b tales que a.b=24. ;Cuéantos pares de

nameros cumplen con la condicion pedida?

33.
Encontra, si es posible, nUmeros enteros a y b tales que a.b=-24. ¢ Cuantos pares e

nameros cumplen con la condicion pedida?

34. En equipo

Completen con verdadero (V) o falso (F)

a) Los divisores de -20 son los mismos que los de su opuesto......

b) El 1 es el unico niumero entero que es divisor de cualquier nUmero entero......
¢) Si un namero es primo, su opuesto también lo es......

d) Un namero entero puede tener una cantidad impar de divisores......

35.

Rodeé los nimeros primos

-35 17 -29 -14

+51 -33 -39 +19

36.

Uni cada nimero verde con aquellos nimeros anaranjados que sean divisores de él.
-21 +18 25 -10 -16
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37.

Decidi si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Si se multiplican dos multiplos de 3 el resultado es un multiplo de 6.

b) Todos los nUmeros primos son impares.

¢) Si un namero es divisible por 4, entonces también es divisible por 8

d) Si un multiplo de 3 se lo divide por 2 y se obtiene cero de resto, entonces ese

numero es multiplo de 6.

4.2.3.2 Configuracion epistémica del desarrollo teérico del contenido
A continuacion, se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones
conceptuales involucradas en las funciones semidticas que intervienen en el desarrollo

del contenido.

Situacion Problemética
P31 22 ¢ Cuéles nimeros son divisibles por 7?
P,, 23 ¢, Cuando un nimero entero es mdltiplo o no de otro nimero entero?
P3 23 ¢ Cuando un nimero entero es divisible o no por otro nimero entero?
P, 5. ¢ Cuando el producto de dos nimeros es divisible por otro?
Ps, 26. 28: ¢ QuUé nimero multiplicado por otro, da un nimero en particular?
Ps, 28: ¢ Qué nimero que divide a otro da un resultado en particular?
P+ 32,33 ¢ Qué pares de nimeros cumplen que multiplicados dan otro nimero?
Ps. 34. ¢ Los divisores de un nimero, lo son también de su opuesto? item a)
Po. 34: ¢ Existe un namero que divide a todos los demas nameros? item b)
P10, 24: ¢ Existen nimeros primos que sean opuestos? item c)
P11, 34: ¢Un nimero entero puede tener una cantidad impar de divisores? item d)
P12, 35: ¢ Cuando un nimero entero es primo?
P13 36: ¢ QuUé nuimero es divisor de otro niUmero?
P14 37: ¢ Si dos nimeros enteros que son multiplo de otro se multiplican entre si,
dicho producto es mdltiplo de otro nimero? item a)
P15, 37. ¢ Todos los nimeros primos son impares? item b)
P16, 37: ¢ Si un nimero es divisible por otro, también es divisible por otro nimero
distinto a los anteriores? item c)
P17 37: ¢ Si un nimero es multiplo de un nimero y divisible por otro nimero, es
también multiplo de otro nimero distintos a los anteriores?

MOTIVAN RESUELV
EN
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Lenguaje

-Verbal: Un nimero es
multiplo de otro si este
Ultimo es uno de sus
factores

-Simbdlico:
1,-1,ay-a)

EXPRESA
Y

SOPORTA

REGULAN
EL USO

DEFINICIONES (CONCEPTOS)
Un nimero es mdltiplo de otro si este Ultimo es uno de sus factores.

Un namero es primo si tiene Gnicamente dos divisores naturales, el
mismoy 1.

Un ndimero es compuesto si tiene mas de dos divisores naturales. Por

por 3.

Los nimeros 0y 1 no son primos ni compuestos.

En el conjunto N un nimero es primo si tiene solo dos divisores (1 y el
mismo nimero). Al trabajar en Z, se extiende el concepto: un nimero
entero a es primo si tiene solo cuatro divisores (1, -1, ay -a).

ejemplo, 9 es compuesto, ya que es divisible por 9y por 1, pero también

Propiedades
Si un nimero a es divisor de un nimero b, entonces —a también lo es.
-1, 0y -1 no son primos ni compuestos.
Reglas de divisibilidad. Un nimero es divisible por:
...2siterminaen0,2,4,6u8
...3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3
...4 si sus dos ultimas cifras forman un multiplo de 4
...5siterminaen005
...6 siesalavezmlultiplode2y3
...9 si la suma de sus cifras es multiplo de 9
...10, 100, 1000, si termina en 0, 00, 000 respectivamente

Procedimientos
Solo a través de ejemplos.

—

INTERVIENE JUSTIFICAN

AANRICIARA

Argumentos
-Existen argumentos explicativos de ejercicios solo a través de ejemplos.

4.2.3.3 Relaciones conceptuales méas sobresalientes

entre los objetos primarios
Ra:
Ra:
Ra:
Ra:
Rs:
Re:

A continuacién, exponemos las relaciones conceptuales mas pertinentes

Entre la situacion problemética P2 y la definicién de multiplo

Entre la situacién probleméatica P3 y los criterios de divisibilidad

Entre la situacién problematica P5 y la definicion de multiplo

Entre la situacién problematica P7 y la definicion de multiplo

Entre la situacion problemética P7 y los criterios de divisibilidad

Entre la situacion problematica P10 y la definicién de nimero primo en el

conjunto de numeros enteros

R7: Entre la situacion probleméatica P12 y la definicion de niUmero primo.

Rs: Entre la situacion problematica P13 y los criterios de divisibilidad
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Ro: Entre la situacion problematica P14 y la definicion de multiplo

Rio: Entre la situacion problematica P14 y los criterios de divisibilidad
Ri1: Entre la situacion problematica P15 y la definicion de nimero primo
Ri2: Entre la situacion problematica P15 y los criterios de divisibilidad
Ris: Entre la situacion problematica P16 y los criterios de divisibilidad.
Ri4: Entre la situacion probleméatica P17 y la definicion de mdaltiplo.

Ris: Entre la situacion probleméatica P17 y los criterios de divisibilidad

4.2.3.4 Resolucion de las situaciones problematicas propuestas
A continuacion, se realizan las resoluciones de cada situacién problematica
propuesta para el lector.

e Sijtuacion Problemaética 22

22.

Sin hacer ninguna cuenta, rodeada los calculos cuyos resultados tienen resto cero al
dividirlos por 7.

28.9 123.7+7 439.7+2 19.3-7

El problema consiste basicamente en sefialar de una lista de nameros
vinculados por medio de operaciones basicas, aquellos que son divisibles por 7, con la

condicién de no realizar las cuentas.

Resolucioén:

Para el caso de la operacion 28.9 y siguiendo las condiciones que enuncia el
problema en cuanto a no realizar la cuenta de las operaciones que vincula a los
numeros de dicho problema, podemos observar que el nUmero 28 puede encontrarse
en las tablas de multiplicar que se aprenden a lo largo de la secundaria
(argumentacion), en particular en la tabla del 4 y 7, es asi que al nimero 28 lo
podemos pensar y escribir de la forma 28=7.4 (procedimiento). Utilizando la dltima
igualdad, tenemos que a la operacion 28.9 lo podemos escribir como 28.9=7.4.9 (*).
Consideremos ahora que dados dos numeros enteros a y b donde b es distinto de
cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o
divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del
libro aritmética de M. Becker) (**) y ademas que un nimero entero b es mdultiplo de a si
y solo si el resto de dividir b por a es cero (propiedad pag. 5) (argumento). Valiéndonos
de lo definido en (**), podemos pensar a la operacion 28.9 como el numero “b”, o sea

[

b=28.9, al nimero “a” como a=7 y al numero “c” como ¢=4.9, por (*) (procedimiento),
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siendo ahora que a la igualdad 28.9=7.4.9 podemos escribirla de la forma b=7.c,
resultando b divisible por 7 y el resto es igual a cero. Cumpliendo que la operacién
28.9 tiene resto 0 al dividirlo por 7.

Para el caso de la operacion 123.7+7, podemos escribirlo de la forma
123.7+7=7.(123+1) (procedimiento) de donde, utilizando la definicion (*) y partiendo
del hecho que las operaciones que vinculan a los nimeros son operaciones definidas
en el conjunto de nimeros enteros (argumentacion), es asi que podemos considerar
las siguientes igualdades, sea b=123.7+7, sea a=7 y sea c¢=(123+1). Utilizando la
propiedad distributiva de la suma con respecto a la multiplicacién definida en el
conjunto de nimeros naturales tenemos que la operacion 123.7+7=7.(123+1), siendo
gue podemos escribirla de la forma b=7.c resulta b divisible por 7. Siendo asi que el
resto de la division es cero. Cumpliendo que la operacion 123.7+7 tiene resto O al
dividirlo por 7.

Con respecto a las operaciones 439.7+2 y 19.3-7, podemos afirmar que en
ninguno de los casos la division por 7 da como resto 0. Afirmamos esto, porque para el
caso de la operacion 439.7+2 y utlizando la definicion que diéramos en (¥)
(argumento), tenemos que si bien el numero 439.7 es divisible por 7, puesto que tiene
al 7 como factor, el nimero 2 no es divisible por 7 puesto que no existe ninglin nimero
enteros positivo que cumpla que dicho numero por 7 de como resultado 2, es asi que
no podemos realizar un procedimiento similar al que hiciéramos para el caso de la
operacion 123.7+7, que también incluia la operacién suma. Con respecto a la
operaciéon 19.3-7, tenemos una situacion similar al caso anterior. Si bien el nimero 7
es divisible por 7, puesto que de la tabla de multiplicar que se ensefa en la secundaria
en particular la tabla del 7, podemos escribir al 7 de la forma 7=7.1, el nimero 19.3 no
es divisible por 7. Esto resulta asi porque tanto al nimero 19 como al nimero 3 no los

podemos escribir como un multiplo de 7.

e Sijtuacion Problematica 23

23.

Con los digitos 4, 0, 5y 9 forma, si es posible, un nimero de cuatro cifras que cumpla
la condicion.

a) Es multiplo de 5, pero no de 2.

b) Es multiplo de 10 y es divisible por 4.

c) No es divisible por 5 ni por 2.

d) Es multiplo de 6, pero no de 10.

e) No es multiplo de 9
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El problema consiste en dado una lista de cuatro numeros, formar un nuevo
namero de cuatro cifras que cumpla con diversas condiciones, como ser multiplo o

divisible por un nimero determinado.

Resolucion:

Consideremos el item a. En este item se solicita que el nUmero de cuatro
cifras que formemos con los nameros 4, 0, 5y 9, sea mdltiplo de 5 pero no de 2. Para
resolver esta situacion, recurrimos a la siguiente definiciéon (que utilizaremos en los
demas items) que expresa que “‘si a y b son numeros enteros y a distinto de cero,
diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o
divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del
libro aritmética de M. Becker) y a las reglas de divisibilidad que expresan que un
namero es divisible por 2 si termina en 0, 2, 4, 6 u 8 y divisible por 5 si termina en 0 o
5. Es asi que atendiendo a la primera condicion del item donde solicita que el nUmero
de cuatro cifras que se proponga sea multiplo de 5, el nimero que formemos tiene
gue terminar en 0 0 5, donde podemos considerar que el nimero que formemos debe
ser de la forma abc0O o abc5, siendo los nimeros a, b y ¢ uno de los nimeros de la
lista de 4, 0, 5y 9, exceptuando el 0 0 el 5 segln corresponda y en el caso del nimero
abc5h, siendo el 0 uno de los numeros b o c, porque de ser cero el nimero “a” se
tendria solamente un nimero de tres cifras. Como el item también solicita que no sea
multiplo de 2, significa que de los dos casos brindados, debemos descartar el caso
donde tenemos el nimero abcO, porque al ser su Ultima cifra el 0, dicho ndmero,
acorde a las reglas de divisibilidad que diéramos anteriormente, sera divisible por 2 o
en su efecto acorde a la definicién de divisible que dimos, mdltiplo de 2. Considerando
esto Ultimo, el nimero que debemos considerar debe ser de la forma abc5, donde si
bien la situacion problematica solo solicita que se brinde un solo nimero, pueden
darse uno de los siguientes casos: 4095, 4905, 9045 y 9405.

Para el item b, se solicita que el nimero de cuatro cifras que se forme con los
nameros 4, 0, 5y 9, sea multiplo de 10 y divisible por 4. Para este caso, consideramos
la definicion de divisibilidad (*) y las reglas de divisibilidad que expresan que un
namero es divisible por 4 si sus dos ultimas cifras forman un mdaltiplo de 4 y un nimero
es divisible por 10, 100, 1000, si termina en 0, 00, 000 respectivamente. Considerando
esto ultimo, la primera condicion del item donde solicita que el nimero de cuatro cifras
gue se proponga sea multiplo de 10, el nimero que formemos debe terminar en 0,
siendo el niumero de cuatro cifras de la forma abc0, con a, b y ¢ uno de los nimeros 4,
5y 9. Con respecto a la condicién de que sea divisible por 4, ademas debe cumplir

que los dos Ultimos numeros sean un mdltiplo de 4. Partiendo del nimero abcO,
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tenemos que el nimero c, puede ser cualquiera de los nimeros 4, 5 0 9, siendo asi
gque tenemos los casos: ab40, ab50 y ab90. Como los dos ultimos nimeros de los que
propusimos deben ser multiplos de 4, tenemos los nimeros 40, 50 y 90. De donde,
teniendo presente las tablas de multiplicar (argumento) que se aprenden a lo largo de
la secundaria, tenemos que al numero 40 lo podemos escribir de la forma 40=4.10
(procedimiento), siendo el numero 40 un multiplo de 4. Con respecto al numero 50, al
mismo podemos escribirlo de la forma 50= 40 +10, de donde ya probamos que el
namero 40 es mdltiplo de 4, pero en este caso, el nimero 10 no lo es, puesto que
utilizando la regla de divisibilidad por 2 (argumento), lo podemos escribir de la forma
10=2.5 (procedimiento), donde podemos observar que no es posible escribirlo como
un numero multiplo de 4. Bajo la misma idea, si consideramos ahora al numero 90, al
mismo lo podemos escribir de la forma 90= 40 +50 (procedimiento), de donde ya
vimos que, si bien el numero 40 es multiplo de 4, el nimero 50 no lo es. Con lo cual,
afirmamos que el numero de cuatro cifras que consideremos, debe tener la forma de
ab40. Siendo asi, que los nimeros que cumplen con la condicion de que sea mdultiplo
de 10y divisible por 4 son los nimeros: 5940 y 9540.

En cuanto al item c, en el mismo se solita que el nimero de cuatro cifras que
se proponga con los nimeros 4, 0, 5y 9, no sea divisible por 5 ni por 2. Considerando
las reglas de divisibilidad por 2 y por 5 que diéramos en los items anteriores
(argumento), solo seria necesario que dicho numero no termine en 0, 2, 4, 6 u 8, como
asi tampoco en 5. Siendo que tenemos al nimero 9 en la lista de nimeros que brinda
el problema, podemos formar el nimero abc9 (procedimiento), siendo a, b y ¢ los
nameros 4, 0, 5y con a distinto al numero 0 o solamente se tendria un namero de tres
cifras en vez de uno de cuatro como solicita el problema. Con lo cual los nimeros que
cumplen con la condicién que solicita el item son: 4059, 4509, 5049 y 5409.

Con respecto al item d, el problema solicita que el nUmero de cuatro cifras
que se proponga con los nimeros 4, 0, 5y 9, sea multiplo de 6, pero no de 10. Con los
cual, de las dos condiciones que solicita para el nimero a proponer, considerando la
definicién de divisibilidad (*) y la regla de divisibilidad por 10 que diéramos en items
anteriores, es suficiente que el nUmero que propongamos termine en un ndmero
distinto de cero para que no sea mdultiplo de 10. Es asi que tenemos las siguientes

posibilidades:

e abc4, donde a, b y ¢ son nimeros de la lista 0, 5y 9, con a distinto de cero o
solamente tendriamos un numero de tres cifras.
e abhch, donde a, b y ¢ son nimeros de la lista 4, 0 y 9, con a distinto de cero o

solamente tendriamos un numero de tres cifras.
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e abc9, donde a, b y ¢ son nimeros de la lista 4, 0 y 5, con a distinto de cero o

solamente tendriamos un numero de tres cifras.

De los casos mencionados, como la segunda condicion que impone el item d
es que el numero de cuatro cifras que propongamos sea multiplo de 6, si recurrimos a
la regla de divisibilidad por 6 que expresa que para que un namero sea divisible por 6,
debe ser multiplo de 2 y de 3 (argumento), podemos descartar los casos abc5 y abc9,
porque en el caso del numero abc5, al terminar dicho nimero en 5, no cumple con la
regla de divisibilidad por 2 que manifiesta que para que un namero sea divisible por 2,
debe terminar en 0, 2, 4, 6 u 8 (argumento), bajo la misma idea, el nUmero abc9
tampoco cumple con la regla de divisibilidad por 2, con lo cual los nimeros abc5 y
abc9 no cumplen con lo solicitado por el item. Siendo asi, que de los casos propuestos
solo nos queda por analizar el nUmero abc4, que al ser su ultima cifra el nUmero 4,
este es multiplo de 2. Como el numero en cuestién también debe ser divisible por 3,
debe cumplir que la suma de sus cifras sean un mdltiplo de 3, siendo asi que los
nameros que podemos formar con los nimeros de la lista 4, 0, 5y 9 donde el Gltimo
namero es el 4, son: 9054, 9504, 5904 y 5094. Consideremos al niamero 9054, si
sumamos sus cifras obtenemos 9+0+5+4=18 (procedimiento), como al nimero 18 lo
podemos escribir de la forma 18=3.6 (procedimiento), tenemos que el numero 9054
cumple con la regla de divisibilidad por tres, siendo asi que el nUmero es multiplo de 3
y de 2 (argumento). Como los demas nimeros que propusimos también tienen las
mismas cifras y al sumarlas obtendremos el mismo resultado (argumento), podemos
afirmar que los numeros 9054, 9504, 5904 y 5094 son multiplos de 6 pero no de 10.

Para el caso del item e, donde debemos proponer un nimero de cuatro cifras
gue no sea multiplo de nueve, recurrimos a la definicion de divisibilidad (*) y a la relga
de divisibilidad que expresa que un namero es divisible por 9 si la suma de sus cifras
es multiplo de 9. De esta forma, al realizar la suma 4+0+5+9 nos encontramos que es
igual a 18 y al numero 18 lo podemos escribir de la forma 18=9.2 (procedimiento), es
asi que valiéndonos del criterio anterior (argumento) nos lleva a razonar que el nimero
de cuatro cifras que propongamos siempre va a ser un nimero multiplo de 9 debido a

que se utilizarian las cifras 4,0,5y 9

e Sijtuacion Problematica 25

25.

En la siguiente divisién:
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24.m| 3

a) Encontra, si es posible, un valor para el nimero natural m de manera tal que el
resto de la division sea 0.
b) Encontra, si es posible, algin valor de el nimero natural m para el cual el resto no

Sea cero.

El problema consiste basicamente en determinar un nimero natural m, que

cumpla que el producto 24xm, sea divisible o no por 3.

Resolucion:

Consideremos el item a. En el mismo se solicita que dado un numero de la
forma 24.m, donde m sea un namero natural, pueda dividirse por 3 y que el resto sea
cero, es decir que el numero 24.m sea divisible por el numero tres dado un natural m.
Si observamos el nimero 24.m, tenemos que 24 es un ndmero que se ensefa y
aparece en las tablas de multiplicar, en particular las tabla del 3 y del 8, siendo el
namero 24=3.8. Esto implica que podemos escribir 24.m=3.8.m, donde utilizando la
definicion que expresa que “si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos
que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a,
si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de
M. Becker) y ademas considerando que un nimero entero b es mdltiplo de a si y solo
si el resto de dividir b por a es cero (propiedad pag. 5) (argumento), tenemos que
considerando convenientemente como b al nimero 24.m, es decir b=24.m, como a al
namero 3, es decir a=3 y al numero ¢ como 8.m, es decir c=8.m, podemos escribir
todo como b=3.c, denotando de esta forma que el nimero 24.m es divisible por 3,
independiente del niamero natural m (procedimiento). Siendo asi que el nUmero m
puede ser cualquier nUmero natural.

Con respecto al item b, no es posible encontrar un namero natural m, que
reemplazado en la expresién 24.m no sea divisible por 3, dado que en el item anterior
probamos que sin importar que namero sea m, el nimero 24.m sera siempre divisible

por 3.

e Sijtuacion Problemaéatica 26

26.
Busca un nuamero que multiplicado por 4 dé por resultado -12. Podes usar la
calculadora.
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El problema consiste basicamente en dar un numero, con la condicion de que

el producto del mismo por 4, de como resultado -12.

Resolucion:

Para encontrar el numero que multiplicado por 4, de como resultado -12,
recurrimos a la definicidbn que expresa que “si a y b son numeros enteros y a distinto
de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de ao
divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), es asi, que llamando “c” al nimero que se desconoce,
podemos escribir simbdlicamente lo que expresa el enunciado del problema, siendo
4.c=-12. Como el numero -12 es igual al producto de 4 por un nimero entero, eso
significa que -12 es un mdltiplo de 4, razén por la cual aplicando el criterio de
divisibilidad por 4 que expresa que un numero es divisible por 4 si sus dos Ultimas
cifras forman un multiplo de 4 (argumento), podemos escribir al nimero -12 como
—12 = —3.4 (procedimiento). Retomando la expresiébn —12 =4.c y sabiendo que
—12 = 4.(-3), tenemos que —12 = 4.c¢ = 4. (—3) (procedimiento), siendo -3 el nimero

que multiplicado por 4, da como resultado 12.

e Sijtuacion Problemaética 28

28.

Completa el calculo de cada pétalo para que todos den el resulto del centro de la flor

El problema consiste en determinar un nimero en particular que, de acuerdo
a la multiplicacién o division, segun corresponda, por otro nimero de como resultado -
36. Si bien el problema no aclara las caracteristicas del nimero a determinar,
asumimos que es un namero entero.
Resolucion:

Miremos el primer pétalo y cada una de las cuentas a realizar. Como
podemos notar, se debe determinar un nimero que cumpla que de acuerdo a la

operacion de multiplicacion o division por otro nimero de como resultado -36.
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Considerando cada numero entero a determinar como r, s, t, u, v, w segun
corresponda, tenemos que:
(r).(=6) = =36 (s).(+3) = =36 (36).(t) = —36 (—36):(u) =—36
9.(v) = —36 (—18).(w) = —36

Para dar con cada numero desconocido en particular, recurrimos a la
definicion que expresa que “si a y b son niumeros enteros y a distinto de cero, diremos
gue a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a,
si y solo si existe un nimero entero c, tal que b=a.c” (*)(Concepto del libro aritmética
de M. Becker), siendo asi que considerando la operacion (r).(—6) = —36, tenemos
gue llamando convenientemente b al numero -36, es decir b=-36, llamando a al
namero -6, esto es a=-6 y llamando c al niUmero r, esto es c=r, tenemos que el nimero
a=-6 es divisor del nimero -36 y teniendo presente la propiedad que expresa que
namero entero b es multiplo de a si y solo si el resto de dividir b por a es cero,
tenemos que -36 dividido -6 es igual a 6 con resto cero (argumentacion). Escribiendo
la operacion original tenemos que (6).(—6) = —36.

Considerando el mismo procedimiento para los demas casos, siendo b=-36 y

[T 1]

a” como divisor de b, tenemos que:

e (5).(+3) = —36, siendo a=3 y c=s, tenemos que s=-12
e (36).(t) = —36, siendo a=36 y c=t, tenemos que t=-1.
e 9.(v) = —36 siendo a=9 y c=u, tenemos que v=-4.

e (—36):(u) = —36. En este caso particular y recurriendo a la definicion de
divisible dada en (*), podemos escribir todo de la forma —36.u = —36, donde

considerando a=-36 y c=u, tenemos que u=1

e (—18).(w) = —36 siendo a=-18 y c=w, tenemos que w=2.

Conociendo el valor de r, s, t, u, v, w para cada caso en particular, escribimos
a continuacién cada cuenta:
(6).(—=6) = =36 (12).(+3) = —36(36).(—1) = —36 (—36): (1) = —36
9.(—4) = —36 (—18).(2) = —36

Para los distintos casos utilizamos la regla de los signos para la multiplicacién
en nimeros enteros y las siguientes divisiones:

-36 ‘3 -36 ‘36 -36 ‘9 -36 ‘-18 -36 |-36
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Consideremos ahora el segundo pétalo y las cuentas a realizar. Llamando a
cada namero entero a determinar como r, s, t, u, v, w segun corresponda, escribimos:
(—60): (r) = +20(s): (—1) = +20 (—100): (t) = +20 (=5). (w) = +20
v).(10) = +20 (w): (—4) = +20

Ahora, recurriendo al mismo procedimiento que hiciéramos para el caso del
primer pétalo, esto es, utilizando la definicibn de divisible que diéramos (*)
(argumento), donde b es divisible por a y la regla de los signos para la multiplicacion

en nimero enteros, tenemos que:

e (—=60): (r) = 420, escribiendo de la forma -60=20.(r), tenemos que b=-60, a=20
y c=r, siendo asi que r=-3

e (5):(—1) =420, escribiendo de la forma s=20.(-1), tenemos que b=s, a=20 y

c=-1, siendo asi que s=-20

e (—100): (t) = +20, escribiendo de la forma (-100)=20.(t), tenemos que b=-100,

a=20y c=t, siendo asi que X=-5

e (=5).(u) = +20, sea b=20, a=-5y c=u, siendo asi que u=-4

e (v).(10) = +20, sea b=20, a=10y c=v, siendo asi que v=2

e (w):(—4) = +20, escribiendo de la forma (w)=20.(-4), tenemos que b=w, a=20

y c=-4, siendo asi que w=-80.

Conociendo el valor de r, s, t, u, v, w para cada caso en particular, escribimos
a continuacién cada cuenta:
(—60): (=3) = +20 (=20): (—1) = +20 (=100): (=5) =
+20 (=5).(—4) = +20 (2).(10) = +20 (—80): (—4) = +20
Para cada una de las divisiones, tuvimos en cuenta las siguientes
operaciones:
-60
-3

20 -100
-5

20 20
-4

-5 20
2

10

153



e Sijtuacion Problemaética 32

32.
Encontra, si es posible, nimeros enteros a y b tales que a.b=24. ¢ Cuantos pares de

nameros cumplen con la condicién pedida?

El problema consiste en determinar dos nimeros enteros que cumplan con la
condicién que su multiplicacion de cémo resultado el nimero 24. Como son dos
nameros que se deben determinar, posiblemente se tenga varios valores de ay b que
cumplan con lo solicitado.

Resolucion:

Como el nimero 24 es el resultado de un producto entre dos nimeros enteros,
para resolver dicha situacién nos valemos de la definicion que expresa que si ay b son
nameros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor
de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c,
tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)(*), también del Teorema
Fundamental de la Aritmética que expresa que todo niumero entero c, distinto de 0, 1y
-1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de nimeros
primos positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M.
Becker), siendo un numero primo aquel nUmero entero que tiene solo cuatro divisores,

el mismo, su opuesto, el 1y -1 (Concepto del libro), escribimos

24 |2
12 |2

2
3 |3

Siendo 24 =1.2.2.2.3
Para el calculo tuvimos en cuenta las siguientes reglas de divisibilidad:
-2 siterminaen 0, 2, 4, 6 u 8 (propiedades del libro)

-3 sila suma de sus cifras es multiplo de 3(propiedades del libro)

Considerando los distintos divisores del nimero 24, siendo estos 1, 2 .3y
utilizando la definicion (*), asociando convenientemente los divisores de 24 y

multiplicandolos, tenemos los siguientes casos:

o 24 =2.(22.3) = 2.12, siendo que llamando a=2 y b=12, resulta a.b = 2.12 = 24

(procedimiento)
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24 = (2.2).(2.3) = 4.6, siendo que llamando a=4 y b=6, resulta a.b = 4.6 = 24

(procedimiento)

24 = (2.2.2).3 = 8.3, siendo que llamando a=8 y b=3, resulta a.b = 8.3 = 24

(procedimiento)

24 = (2.2.2.3).1 = 24.1, siendo que llamando a=24 y b=1, resulta a.b = 24.1 =

24 (procedimiento).

Considerando que los distintos nimeros a y b son divisores del nimero 24 y

aplicando la propiedad que expresa que si un numero divide a otro, también su

opuesto lo divide (propiedad del libro), resulta que tanto —a cémo —b también son

divisores del nimero 24, es asi que utilizando la definicién de divisibilidad dada en (*),

tenemos que:

Si 24 es igual al producto 2.12, siendo a=2 y b=12 divisores de 24, tenemos
que también -a=-2 y -b=12 son divisores de 24, siendo asi que 24 =
(—2).(—12) (procedimiento)

Si 24 es igual al producto 4.6, siendo a=4 y b=6 divisores de 24, tenemos que
también -a=-4 y -b=-6 son divisores de 24, siendo asi que 24 = (—4).(—6)

(procedimiento)

Si 24 es igual al producto 8.3, siendo a=8 y b=3 divisores de 24, tenemos que
también -a=-8 y -b=-3 son divisores de 24, siendo asi que 24 = (—8).(-3)

(procedimiento)
Si 24 es igual al producto de 24.1, siendo a=24 y b=1 divisores de 24, tenemos
que también -a=-24 y -b=-1 son divisores de 24, siendo asi que 24 =

(—24). (—1) (procedimiento)

De esta forma, tenemos que los pares de nimeros a y b que cumplen que su

producto es 24 son: a=2 y b=12, a=4 y b=6, a=8 'y b=3, a=24 y b=1, -a=-2y -b=12, -a=-

4y -b=-6, -a=-8 y -b=-3, -a=-24 y -b=-1. Siendo asi un total de 8 pares de numeros

gue cumplen con lo solicitado, respondiendo asi a la pregunta del problema.
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e Sijtuacion Problematica 33

33.
Encontra, si es posible, nUmeros enteros a y b tales que a.b=-24. ¢ Cuantos pares e

nameros cumplen con la condicién pedida?

El problema consiste en determinar dos nimeros enteros que cumplan con la
condicién que su multiplicacion de cémo resultado el nimero 24. Como son dos
nameros que se deben determinar, posiblemente se tenga varios valores de ay b que
cumplan con lo solicitado. Este problema guarda relaciéon con el problema 32, con la
diferencia que los niumeros deberan ser de signos opuestos.

Resolucion:

Como el numero 24 es el resultado de un producto entre dos nimeros enteros,
para resolver dicha situacién nos valemos de la definicion que expresa que si ay b son
nameros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor
de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c,
tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)(*), también del Teorema
Fundamental de la Aritmética que expresa que todo niumero entero c, distinto de 0, 1y
-1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de nimeros
primos positivos con exponentes naturales (Propiedad del libro aritmética de M.
Becker), siendo un nimero primo aquel nimero entero que tiene solo cuatro divisores,

el mismo, su opuesto, el 1y -1 (Concepto del libro), escribimos

1
(o]
w NN NN

Siendo —24 = —1.2.2.2.3
Para el calculo tuvimos en cuenta las siguientes reglas de divisibilidad:
-2 siterminaen 0, 2, 4, 6 u 8 (propiedades)
-3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3(propiedades)
Considerando los distintos divisores del nimero -24, siendo estos 1, 2 ,3y
utiizando la definicion (*), asociando convenientemente los divisores de -24,
multiplicAndolos entre si y teniendo presente la regla de los signos para la

multiplicaciéon, tenemos los siguientes casos:
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o 24=2/(-2.23)=2.(—12) de donde tenemos que llamando a=2 y b=-12,
resulta a.b=2.(-12)=24. Utilizando a la vez la regla de los signos (argumento)
para la multiplicacion tenemos que también se da el caso que a=-2 y b=12.
Siendo 24 = (—2).(12)

o 24 =(22).(—23)=4.(—6), de donde tenemos que llamando a=4 y b=-6,
resulta a.b =4.(—6) = 24. Utilizando a la vez la regla de los signos
(argumento) para la multiplicacién tenemos que también se da el caso que a=-4
y b=6. Siendo 24 = (—4).6

o 24=(222).(—3)=8.(—3), de donde tenemos que llamando a=8 y b=-3,
resulta a.b =8.(—3) = 24. Utlizando a la vez la regla de los signos
(argumento) para la multiplicacién tenemos que también se da el caso que a=-8
y b=3. Siendo 24 = (—8).3

o 24 = (2223).(—1) = 24.(—1), de donde tenemos que llamando a=24 y b=-1,
resulta a.b = 24.(—1) = 24 (procedimiento). Utilizando a la vez la regla de los
signos (argumento) para la multiplicacion tenemos que también se da el caso
gue a=-24 y b=1. Siendo 24 = (—24).1.

De esta forma, tenemos que los pares de numeros a y b que cumplen que su
producto es igual a -24 son: a=2 y b=-12, a=4 y b=-6, a=8 y b=-3, a=24 y b=-1, a=-2y
b=12, a=-4 y b=6, a=-8 y b=3, a=-24 y b=1, siendo asi un total de 8 pares de nimeros.

Respondiendo asi a la pregunta del problema.

e Sijtuacion Problematica 34

34. En equipo

Completen con verdadero (V) o falso (F)

a) Los divisores de -20 son los mismos que los de su opuesto......

b) El 1 es el unico niumero entero que es divisor de cualquier numero entero......
¢) Si un numero es primo, su opuesto también lo es......

d) Un nimero entero puede tener una cantidad impar de divisores......

La situacidn problematica consiste en determinar si diversas afirmaciones son

verdaderas o falsas dependiendo de lo que expresen. Si bien, la situacién no
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determina si se debe o no argumentar las respuestas que se brinde, a continuacion,

argumentaremos nuestras afirmaciones.

Resolucion:

Consideremos el item a. El enunciado afirma que “los divisores de -20 son los
mismos que los de su opuesto”. Para este enunciado nos valemos de la definicién que
expresa que si a 'y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)
y ademas recurrimos a la propiedad que expresa que si un niamero entero a divide a
otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “a divide a b” y que “a divide a —
b” (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.4), Resultando esta propiedad una
herramienta importante para determinar, entre nilmeros enteros positivos y negativos o
ambos negativos, si uno de ellos es divisor del otro, sin tener que recurrir a la division.
Esto quiere decir que dado un divisor de -20, implica que dicho niumero también es
divisor de su opuesto (argumento), en este caso del nimero 20. Siendo asi, que esta
afirmacion resulta VERDADERA.

Para el caso del item b, el enunciado afirma que “el 1 es el Unico numero
entero que es divisor de cualquier numero entero”. Para determinar la verdad o
falsedad de este enunciado, recurrimos a la propiedad que expresa que todo ndmero
“b” es multiplo de 1 (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5). Siendo b un ndmero
entero cualquiera podemos escribirlo de la forma b=1.b y recurriendo a la definicion
que expresa que “si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a
divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy
solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M.
Becker), esto nos permite afirmar que 1 es divisor de b, siendo asi divisor de cualquier
namero entero. Resultando la afirmacion del item b VERDADERA.

En el caso del item c, se afirma que “si un numero es primo, su opuesto
también lo es”. Para determinar la verdad o falsedad de esta afirmacion, teniendo
presente la definicion de numero primo que esboza el libro y utilizando el enunciado
que expresa que dado un numero entero a, se tiene que “a es primo si y solo si —a
también lo es, resultando los divisores de a los nimeros 1, a, -1 y -a” (Concepto del
libro aritmética de M. Becker). Siendo asi, que la afirmacién del item c, es
VERDADERA.

Con respecto al item d, se afirma que “un numero entero puede tener una
cantidad impar de divisores”. Para esta afirmacion, utilizamos la propiedad que

expresa que si un nimero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a
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—b”, que *“a divide a b” y que “a divide a —b” (propiedad- aritmética de M. Becker-
1.1.4). Esta propiedad afirma, que siempre que un nimero entero “a” sea un divisor de
otro entero b, su opuesto también lo sera, eso quiere decir que siempre se tendra un
namero par de divisores (argumentacion). Siendo asi, que la afirmaciéon del item d es
FALSA.

e Sijtuacion Problemaética 35

35.

Rodeé los nimeros primos

-35 17 -29 -14
+51 -33 -39 +19

La situacion problemética consiste en determinar si de una lista de nimeros
dados, estos son numeros primos o no. Si bien el ejercicio no solicita dar una

argumentaciéon de cuando un niamero es primo 0 no, nosotros lo haremos.

Resolucion:

Para determinar cuales numeros de la lista que brinda el problema son
nameros primos, consideramos las siguientes definiciones: un namero entero a es
primo si tiene solo cuatro divisores (1, -1, a 'y -a) (*) (definicion del libro) y dados dos
nameros enteros a y b, con a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor
o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un numero
entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker) De esta forma,

realizamos las siguientes divisiones:

-35|5 17|17 -29(29 -14|2 51(3 -33|3 -39|3 19|19
=77 1 -1 AN 1717 -11)11 -13|13 1
-1 -1 1 -1 1

Para estas divisiones, utilizamos los siguientes criterios que expresan gque un
numero es divisible por:
-2 siterminaen 0, 2, 4, 6 u 8 (propiedad)
-3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3 (propiedad)
-5 sitermina en 0 0 5 (propiedad)
- Un namero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las

unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un mdultiplo de 7(propiedad.
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Considerando la propiedad que expresa que, si un nimero a es divisor de un
namero b, entonces —a también lo es (propiedad del libro) y que todo ndimero “b” es
multiplo de 1 (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5), planteamos algunos de los
divisores de cada numero de la lista del problema que se observa de las divisiones

realizadas:

e Losdivisores del-35son: 1,5,7,35,-1,-5y-35

e Losdivisores del 17 son: 1,17, -1y -17

e Los divisores del -29 son: 1, 29, -1y -29

e Losdivisoresdel-14son:1,2,7,14,-1,-2,-7y -14

e Losdivisores del51son:1,3,17,51,-1,-3,-17y -51
e Losdivisores del -33 son: 1, 3, 11, 33, -1, -3,-11y -33
e Losdivisores del -39 son: 1, 3, 13, 39, -1, -3, -13y -39
e Losdivisores del 19 son: 1, 19, -1y -19

Conociendo los divisores de cada numero y teniendo en cuenta la definicion de
namero primo (*), tenemos que los nidmeros que cumplen que son primo son los
nameros, -29, 17 y 19. Afirmamos esto, porque dichos numeros tienen solamente
cuatro divisores cada uno (argumentacion), siendo que los demas nameros, -35, -14,

51, -33y -39, tienen mas de cuatro divisores.

e Sijtuacion Problemaética 36

36.

Uni cada numero verde con aquellos nimeros anaranjados que sean divisores de él.
-21 +18 25 -10 -16

-4 +2 -5 -3 +7

La situacion problematica consiste en unir los nimeros en color verde de una
lista, con los nimeros en color anaranjado de otra lista que resulten divisores de la
lista en verde.

Resolucion:

Para poder determinar cual nUmero entero es divisor de otro niUmero entero,
primero recurrimos a la definicion que expresa que dados dos numeros enteros a 'y b,
con a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un
multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c”
(*) (Concepto del libro aritmética de M. Becker). Siendo asi, a cada nimero de la lista

en verde le aplicamos las reglas de divisibilidad que brinda el libro:
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e El nimero -21 tiene por divisores los numeros -3 y +7. Afirmamos esto, porque
la suma de los digitos del nimero -21, esto es 2+1 es igual a 3 (procedimiento),
siendo este numero multiplo de tres, y aplicando el criterio de divisibilidad por 3
tenemos que -21 es divisible por 3. Resultando asi que al numero -21 lo
podemos escribir de la forma —21 =3.(—7) (por lo definido en (*)). Esto
significa que, aplicando la propiedad que expresa que si un nimero a es divisor
de un nimero b, entonces —a también lo es (**) (argumentacién), tenemos que
no solo los nimeros +3 y -7 son divisores del niamero -21, sino que también los
nameros -3 y +7 son también divisores del nimero -21.

¢ El nuimero +18 tiene por divisores a los nimeros 2 y -3. Afirmamos esto porque
al ser el ultimo digito el nimero 8, podemos aplicar el criterio de divisibilidad
por 2(argumento). También afirmamos que +18 es divisible por 3, porque al
sumar sus digitos 1+8 es igual a 9, siendo este nimero un multiplo de 3. Con lo
cual, aplicando lo definido en (**) (argumentacién), significa que el niamero -3
también es divisor de +18.

e El nimero 25 tiene por divisor al nimero -5. Afirmamos esto, porque al ser el
ultimo digito el nimero 5, aplicamos el criterio de divisibilidad por 5. A su vez,
aplicando lo definido en (**) (argumentacion), significa que el namero -5
también es divisor de 25.

e El nimero -10 tiene por divisores a los numeros +2 y -5. Afirmamos esto
porque al ser el ultimo digito el nimero 0, podemos aplicar tanto el criterio por
divisibilidad por 2 y por 5. Siendo asi, que aplicando lo definido en (**)
(argumentacion), eso significa que el nimero -5 también es divisor del nimero
-10

e El nimero -16 tiene por divisores a los numeros +2 y -4. Afirmamos esto
porque al ser el ultimo digito el numero 6, podemos aplicar el criterio de
divisibilidad por 2 (argumento). Como el numero tiene por digitos al nimero 16
y recurriendo a las tablas de multiplicar que se aprende a lo largo de la
secundaria, al numero 16 lo podemos escribir de la forma 16 = 4.4 (por lo
definido en (*). Siendo asi que aplicando el criterio de divisibilidad por 4,
afirmamos que también es divisible por 4. A su vez, recurriendo a lo definido en

(**) (argumentacion), tenemos que el nimero -4 también es divisor de -16.

Las reglas de divisibilidad que utilizamos fueron las siguientes:
Un namero es divisible por:
-2 siterminaen 0, 2, 4, 6 u 8 (propiedad)
-3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3 (propiedad)
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-4 si sus dos ultimas cifras forman un multiplo de 4 (propiedad)

-5 sitermina en 0 0 5 (propiedad)

e Sijtuacion Problematica 37

37.

Decidi si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Si se multiplican dos multiplos de 3 el resultado es un mdltiplo de 6.

b) Todos los nimeros primos sin impares.

¢) Si un namero es divisible por 4, entonces también es divisible por 8

d) Si un mdltiplo de 3 se lo divide por 2 y se obtiene cero de resto, entonces ese
namero es multiplo de 6.

La situacion problematica consiste en determinar si dada una lista de
afirmaciones, las mismas resultan verdaderas o falsas acorde a lo que afirman. Si bien
no solicita argumentar la verdad o falsedad de las afirmaciones, nosotros lo haremos.

Resolucion:

Consideremos la afirmacion del item a) que dice que “si se multiplican dos
multiplos de 3 el resultado es un multiplo de 6”. Esta afirmacién resulta ser Falsa.
Afirmamos esto, porgue si consideramos dos nimeros multiplos de tres, en este caso
los nimeros 3y -3, al multiplicarlos entre si esto es 3.(-3) obtenemos por resultado -9
y este numero al no ser divisible por 2, puesto que su ultima cifranoes 0,2, 4,6 u 8
(argumentacion) , tampoco lo sera por 6. Esto ultimo se debe a que para que un
namero sea divisible por 6, tiene que ser divisible por 2 y por 3 a la vez. Aqui
utilizamos la definicion que expresa que dado dos nimeros cualesquiera ay b, “con a
distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un
multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c”
(Concepto del libro aritmética de M. Becker) y las reglas de divisibilidad por 2, por 3 y
por 6. Dichas reglas expresan que un namero es 2 si termina en 0, 2, 4, 6 u 8
(propiedad), un namero 3 si la suma de sus cifras es multiplo de 3 (propiedad) y un
namero es divisible por 6 si es multiplo de 2 y 3 a la vez (propiedad).

Para el caso del item b, se afirma que “todos los niumeros primos son impares”,
esto significa que no son divisibles por 2. Esta afirmacion resulta ser Falsa. Afirmamos
esto, porgue si consideramos el nimero 2 y la definiciébn que expresa que dados dos
nameros enteros ay b, con a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor
o factor de b, b es un mdltiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero
entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker) y el criterio de

divisibilidad por 2, que expresa que un numero es divisible por 2 siterminaen 0, 2, 4, 6
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u 8, tenemos que 2 es divisible por 2. Ahora nos resta determinar si el nimero 2 es un
namero primo, para ello considerando convenientemente como b=2 y a=2, resulta
2=2.1 y aplicando la propiedad que expresa que si un namero a es divisor de un
namero b, entonces —a también lo es, resulta ser que los divisores del nimero 2 son
los ndmeros 1, 2, -1 y -2. Teniendo presente la definicion de numero primo que
expresa que un numero entero a es primo si tiene solo cuatro divisores (1, -1, a 'y —a)
(concepto), llegamos a la conclusién de que al tener el nimero 2 cuatro divisores, el
namero 2 es un nimero primo y ademas es divisible por dos.

Con respecto al item ¢, se afirma que “si un numero es divisible por 4, entonces
también es divisible por 8”, Esta afirmacién resulta ser Falsa. Afirmamos esto porque
al considerar la definicién que expresa que dados dos numeros enteros ay b, con a
distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un
multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c, tal que b=a.c”
(*)(Concepto del libro aritmética de M. Becker) y el criterio de divisibilidad por 4 que
expresa que un numeros es divisible por 4 si dicho ndmero es mdultiplo de 4
(propiedad), tenemos que para el caso particular del namero 12 el mismo es divisible
por 4, pudiendo escribirse el nimero 12 de la forma 12 = 3.4 (*). Siendo asi que
podemos observar que los niumeros que dividen al 12 son los nimeros 3 y 4, siendo
ambos distintos de un nimero mdltiplo de 8, resultando asi que 12 no es divisible por
8.

Con respecto al item d, se afirma que “si a un numero multiplo de 3 se lo divide
por 2 y se obtiene cero de resto, entonces ese numero es multiplo de 6”. Esta
afirmacion resulta Verdadera. Afirmamos esto, porque utilizando la regla de
divisibilidad por 6, que expresa que un namero es divisible por 6 si dicho niamero es
multiplo de tres y de dos a la vez, la definicion que expresa que dados dos niumeros
enteros a y b, con a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor
de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c,
tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker) y la propiedad que expresa
que un numero b es multiplo o divisible por a si y solo si su resto es cero (Concepto),
tenemos que si b es un numero multiplo de 3 y que dividido por 2 tiene resto cero (0
sea multiplo de 2), podemos escribir al nimero b de la forma b = 2.3.c, de donde

surge que b = 2.3.¢ = 6.c, siendo asi que b resulta un nimero multiplo de 6.

4.2.3.5 Configuracion epistémica del sistema de practicas de las resoluciones de
las situaciones probleméaticas

A continuacién, se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones
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e Lenguaje
-Expresion verbal: multiplo, divisible, nimero natural, resto, digitos, reglas, cifras,
primos, compuesto, opuesto.
-Expresion simbdlica: digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y los signos de las operaciones
basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.” “x” (Multiplicacién) y “/” (division), 24xm,
a, -a, axb, =.

-Expresion grafica: representacion grafica de la operacion division.

e Situaciones-Problematicas
Se presentan los siguientes tipos de problemas:
P1, 22: ¢ Cudles nimeros son divisibles por 7?
P2, 23. ¢ Cuando un nimero entero es multiplo o no de otro nimero entero?
P3, 23. ¢ Cuando un nimero entero es divisible o no por otro nimero entero?
P4, 2s5. ¢, Cuando el producto de dos nimeros es divisible por otro?
Ps, 26, 28: ¢, QUé numero multiplicado por otro, da un nimero en particular?
Ps, 2s: ¢ Qué numero que divide a otro da un resultado en particular?
P7, 32 33: ¢ QuUé pares de numeros cumplen que multiplicados dan otro nUmero?
Ps, 34: ¢,Los divisores de un nimero, lo son también de su opuesto? item a)
Po, 34: ¢, Existe un nimero que divide a todos los demas nimeros? item b)
P10, 34: ¢, Existen nimeros primos que sean opuestos? item c)
P11, 34: ¢ Un nimero entero puede tener una cantidad impar de divisores? item d)
P12, 35: ¢ Cuando un nimero entero es primo?
P13, 36: ¢, QuUé niimero es divisor de otro nimero?
P14, 37- ¢ Si dos nimeros enteros que son multiplo de otro se multiplican entre si, dicho
producto es maltiplo de otro nimero? item a)
P15, 37: ¢, Todos los nimeros primos son impares? item b)
P16, 37. ¢ Si un nimero es divisible por otro, también es divisible por otro namero distinto
a los anteriores? item c)
P17, 37. ¢ Si un nimero es multiplo de un nimero y divisible por otro nimero, es también

multiplo de otro numero distintos a los anteriores?

e Conceptos
-Si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
namero entero c, tal que b=a.c.
-Un ndmero es primo si tiene solo 4 divisores enteros: el mismo, su opuesto, 1y -1. Si

tiene mas de 4 divisores enteros, es compuesto
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- Dado un numero entero a, se tiene que “a es primo si y solo si —a también lo es”

e Proposiciones
-Todo numero “b” es multiplo de 1
-Si un numero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a
divide ab” y que “-a divide a —b”
-Teorema Fundamental de la Aritmética: expresa que todo nimero entero c, distinto de
0, 1 y -1, puede factorizarce univocamente como el producto positivo o negativo de
ndameros primos positivos con exponentes naturales.
-Si un ndmero a es divisor de un numero b, entonces —a también lo es
-Numero entero b es multiplo de a si y solo si el resto de dividir b por a es cero
-Un namero es divisible por 2 cuando termina 0,2,4,6 u 8
-Un namero es divisible por 3, si la suma de sus cifras es multiplo de 3.
Un namero es divisible por 4 si sus dos ultimas cifras forman un multiplo de 4.
-Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5.
-Un namero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3 a la vez
- Un namero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un mdltiplo de 7.
-Un numero es divisible por 9 si la suma de sus cifras es multiplo de 9.

-Un namero es divisible por 10 si su dltima cifra es 0.

e Procedimientos
Divisiones de numeros por factores primos.
Calculo de operaciones mediante suma y resta de numeros.
Célculo de operaciones mediante producto de nimeros.
Célculo de divisores.

Célculo de multiplos.

e Argumentos
Argumentacion de los resultados a través de los procedimientos utilizados.
-El resultado de las operaciones se justifica por medio de la utilizacion de las
operaciones basicas.

-A través de la utilizacion de las definiciones, teorema y propiedades utilizadas.

4.2.3.6 Relaciones conceptuales mas sobresalientes
A continuacion, exponemos las relaciones conceptuales mas pertinentes entre

los objetos primarios
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P1,22: ¢ Cuales numeros son divisibles por 7?

Situacién problematica 22

R1 22: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible.

R2, 22: Entre la situacién problematica y la propiedad que expresa un namero entero b
es multiplo de a si y solo si el resto de dividir b por a es cero

Rs 22: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar si una
expresion es divisible por 7

R4, 22: Entre la situacién problematica y la argumentacion para determinar si una
expresion numérica es divisible por 7.

Rs, 22: Entre la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o divisible y el procedimiento

para determinar si una expresiéon numérica es divisible por 7

P2, 23: ¢ Cuando un niamero entero es multiplo o no de otro niumero entero?

Ps, 23: ¢ Cuando un namero entero es divisible o no por otro numero entero?
Situacién problematica 23

R1, 23: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

R2, 23: Entre la situacion problematica y las reglas de divisibilidad.

Rs, 23: Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y las reglas de
divisibilidad

R4, 23: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar si un nimero
es divisible por otro nimero.

Rs, 23: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar si un nimero
es multiplo de otro numero.

Rs, 23: Entre la situacion problematica y la argumentacién para determinar si un nimero

es divisible por otro.

P4, 25 ¢ Cuando el producto de dos numeros es divisible por otro?

Situacién problematica 25

R1, 25: Entre la situacion problematica y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

Rz 25 Entre la situacion problematica y la propiedad que expresa que un numero
entero b es multiplo de a si y solo si el resto de dividir b por a es cero

R3, 25: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar si un nimero
es divisible por otro nimero.

R4, 25: Entre la situacion problematica y la argumentacion para determinar si un nimero

es divisible por otro o no.
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Ps, 26, 28: ¢ Qué numero multiplicado por otro, da un nimero en particular?
Situaciones problematicas 26, 28

R1, 26, 28: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo
o divisible.

R2, 26, 28: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar un nimero
que es factor en una multiplicacion.

R3, 26, 28: Entre la situacion problematica y la argumentacion para determinar un nimero

gue es factor en una multiplicacion.

Ps, 28: ¢ Qué numero divisible por otro da un resultado en particular?

Situacién problematica 28

R1, 26: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

R2, 28: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar si un nimero
es divisible por otro numero.

R3, 2s: Entre la situacion problematica y la argumentacion para determinar si un nimero

es divisible por otro o no.

P7,32,33: ¢ Qué pares de nUmeros cumplen que multiplicados dan otro nUmero?
Situaciones problematicas 32, 33

R1, 32, 33: Entre la situacién problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo
o divisible

R2, 32, 33: Entre la situacion problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética

R3, 32, 33: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de niumero primo
R4, 32, 33: Entre la situacion problematica y los criterios de divisibilidad.

Rs, 32, 33: Entre las reglas de divisibilidad y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Re, 32, 33: Entre los criterios de divisibilidad y el procedimiento para factorizar nUmeros
Rz 32, 33: Entre la situacion problematica y los nameros que multiplicados dan otro
namero.

Rs, 32, 33: Entre el procedimiento para determinar los nimeros que multiplicados dan
otro numero y el argumento para determinar dichos nimeros.

Ro, 32, 33: Entre la situacion problemética y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ps, 34 ¢ Los divisores de un namero, lo son también de su opuesto? item a)
Situacién problematica 34

R1 34: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R4 2: Entre la situacién problemética y la propiedad que indica que, si un ndmero

entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y
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que “-a divide a —-b”.
Ras, 30 Entre la situacion probleméatica y el argumento para determinar los divisores de

un nimero y su opuesto

P, 34: ¢ Existe un niumero que divide a todos los deméas nimeros? item b)
Situacién problematica 34

R1,34: Entre la situacion problematica y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible

R2, s4: Entre la situacién problematica y la propiedad que expresa que todo numero “b”
es multiplo de 1

Ra4, 3: Entre la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o divisible y la propiedad que
expresa que todo numero “b” es multiplo de 1

Ra4, 4: Entre la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o divisible y la propiedad que

expresa que todo numero “b” es multiplo de 1

P10, 34: ¢, Existen niUmeros primos que sean opuestos? item c)

Situacién problematica 34

R1 34: Entre la situacion problematica y la definicién que expresa que si “a es primo siy
solo si —a también lo es”

R2, 34: Entre la definicibn de nimero primo y la definicibn que expresa que si “a es
primo si y solo si —a también lo es”

R3, 34: Entre la situacién problemética y la definicion de nimero primo

R4, 34: Entre la situacién problematica y la argumentacion para determinar que si un

namero es primo su opuesto también lo es

P11, 32: ¢Un namero entero puede tener una cantidad impar de divisores? item d)
Ejercicio 34

R1, 34: Entre la situacion problematica y la propiedad que expresa que, si un nidmero a
es divisor de un numero b, entonces —a también lo es

R2 34: Entre la situacién problematica y la argumentacién para determinar que un

namero entero tiene una cantidad par de divisores.

P12, 35 ¢, Cuando un namero entero es primo?

Ejercicio 35

R1,35: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible

R2, 35: Entre la situacién problematica y la definicibn nimero primo.

R3, 35: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar divisores

R4, 35: Entre la situacion problematica y los criterios de divisibilidad

Rs, 35: Entre la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o divisible y la propiedad que
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indica que, si un numero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —
b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a —b”.

Re, 35: Entre la situacion problematica y la propiedad que indica que, si un ndmero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a -b”.

Rz 3s: Entre la definicion de niamero primo y la propiedad que indica que, si un nimero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b’ y
que “-a divide a —b”.

Rs, 35: Entre la propiedad que indica que, si un nimero entero a divide a otro b,
entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a —b” y el
procedimiento para determinar los divisores de un nimero

Ro, 35: Entre la situacion problematica y la argumentacion para determinar si un nimero

es primo

P13, 36: ¢ QUé NnUmero es divisor de otro niumero?

Situacién problematica 36

R1,36: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible

Rz, 36: Entre la situacion problematica y la propiedad que indica que, si un ndmero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a —b”.

R3, 36: Entre la situacién problematica y las reglas de divisibilidad

R4, 36: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar los divisores
de un nimero

Rs, 36: Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y las reglas de
divisibilidad.

Rs, 36: Entre la situacién problemética y la argumentacién para determinar cual nUmero

es divisor de otro.

P14, 37: ¢ Si dos numeros enteros que son multiplos de otro se multiplican entre si,
dicho producto es mdltiplo de otro nimero? item a)

Situacién problematica 37

R1 37: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2, 37: Entre la situacién problemética y las reglas de divisibilidad

Rs, 37: Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y las reglas de
divisibilidad.

R4, 37: Entre la situacion problematica y la argumentacién para determinar si un nimero
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es multiplo de otro.

P1s,37: ¢ Todos los nimeros primos son impares? item b)

Situacién problematica 37

R1, 37: Entre la situacion problemética y la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible

R2, 37: Entre la situacién problemética y las reglas de divisibilidad por 2

Rs, 37: Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y las reglas de
divisibilidad.

R4, 37: Entre la situaciéon problematica y la definicion de nimero primo

Rs, 37: Entre la definicibn de nimero primo y la regla de divisibilidad por 2

Rs, 37: Entre la situacion problematica y la argumentacién para determinar si un nimero

primo es par

P16, 37: ¢,.Si un namero es divisible por otro, también es divisible por otro nimero
distinto a los anteriores? item c)

Situacién problematica 37

R1, 37: Entre la situacion problemética y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2, 37: Entre la situacién problemética y las reglas de divisibilidad por 4

R3, 37: Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y las reglas de
divisibilidad.

R4, 37: Entre la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y el argumento de
cuando un numero no es multiplo de otro.

Rs, 37: Entre la situacion problematica y la argumentacién para determinar si un nimero

es divisible por otro

P17, 37: ¢,Si un namero es multiplo de un namero y divisible por otro nimero, es
también multiplo de otro nimero distintos a los anteriores? item d)

Situacion problematica 37

R1 37: Entre la situacion problemética y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible

R2, 37: Entre la situacidén problemética y las reglas de divisibilidad por 2, 3y 6

Rs, 37: Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y las reglas de
divisibilidad.

R4 37: Entre la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y el argumento de
cuando un numero es multiplo de otro.

Rs, 37: Entre las reglas de divisibilidad y el procedimiento para determinar cuando un

numero es multiplo o divisible por otro.
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Re, 37: Entre la situacion problematica y la argumentacion para determinar si un nimero

es multiplo de otro.

4.2.3.7 Anédlisis de las relaciones conceptuales de ambas configuraciones
epistémicas

Teniendo en cuenta la configuracién epistémica construida con el desarrollo
conceptual del contenido divisibilidad de numeros enteros y las relaciones
conceptuales méas pertinente que se establecen entre los objetos primarios de dicha
configuracién, como asi también la configuracion epistémica de las practicas
matematicas realizadas en las resoluciones de las situaciones problematicas y las
relaciones conceptuales establecidas entre los objetos primarios intervinientes y
emergentes de tales resoluciones, encontramos que:

Con respecto a la situacion problematica 22, que es un representante del tipo
de problema Pi. ¢ Cuales numeros son divisibles por 7? Se puede observar que fue
necesaria la introduccion de la definicibn de las condiciones que cumplen dos
nameros enteros para determinar cuando un namero entero divide, es divisor, es
factor, multiplo o divisible por otro nUmero entero (*) y asi poder establecer la relacién
R1,22. En conjunto con esta definicion, fue necesaria la propiedad (**) que expresa que
un numero entero b es multiplo de a si y solo si el resto de dividir b por a es cero,
estableciendo la correspondencia Rz, 22. La definicion (*) y la propiedad (**) permitieron
determinar si las expresiones dadas eran divisibles por 7, pudiendo formarse de esta
forma las relaciones Rs, 22, R4, 22 ¥ Rs, 22. La razén que motivo la introduccién de la
definicion (*) se debe al hecho que en el desarrollo conceptual que esgrime el libro no
se observa ninguna definicion de cuando dos numeros enteros son divisible entre si,
siendo necesaria para poder realizar lo solicitado en el problema.

En cuanto a la situacién problematica 23, que es un representante de los tipos
de problemas P-: ¢ Cuando un nimero entero es multiplo o no de otro nUmero entero?
Ps. ¢Cuando un numero entero es divisible o no por otro nimero entero? Nos
encontramos que dada una lista de numeros, era necesario relacionarlos para que
sean o no divisibles o multiplos de otros nimeros, razén por la cual fue necesaria la
introduccion de la definicion que expresa cuando un namero entero divide, es divisor,
es factor, multiplo o divisible por otro numero entero (*) y asi poder establecer la
relacion Ry, 23. A su vez, la introduccion de la definicién (*) permitié establecer una
vinculacion con las reglas de divisibilidad y formar la relaciones Rz, 22 y R3, 22, como se
observa en la figura 1. La definicién (*) permitié determinar los nimeros que eran o no

divisibles y multiplos de otros nameros, propiciando las relaciones Ra, 23, Rs, 23 ¥ Res, 23.
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Si bien en desarrollo conceptual que se desarrolla en el libro se esgrime una definicién
de cuando dos numeros son mudltiplos, nos encontramos que dicha definiciébn es
confusa cuando utiliza el término factor sin hacer mencién en ningan lugar del
contenido sobre lo que significa dicha palabra, dejando ademas de lado el lenguaje
simbdlico, siendo asi que la relacién R1 resulta forzada. No obstante, la introduccion
de la definicion (*) y utilizacion de los criterios de divisibilidad establece una
vinculacion con la situacién problematica, en particular con la relacion R2 del
desarrollo conceptual del libro.

En cuanto a la gréfica, figura 1, puede observarse en los rectdngulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucion de la situacion problematica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que
en dicho gréfico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucién del problema.

Situacién Problematica P2 y

Ry R2, 22 R2

A 4

Definicién de divide, divisor, Reglas de Divisibilidad

A

factor, multiplo o divisible R3 yy

\ 4

\ 4

: Concepto del desarrollo
Concepto del libro conceptual del libro

Aritmética de M. Becker

Figura 1

En relacion a la situacion problemética 25, que es un representante del tipo de
problema P.: ¢Cuando el producto de dos nimeros es divisible por otro? Podemos
observar que nuevamente estuvimos en la necesidad de introducir la definicién que
expresa cuando un nimero entero divide, es divisor, es factor, multiplo o divisible por

otro numero entero (*) y asi poder establecer la relacion Ry, 23. Al igual que en casos
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anteriores, esta introduccion se realizé debido a que en el desarrollo conceptual que
brinda el libro, no se observa ninguna definicién de las condiciones que cumplen dos
nameros para ser divisibles entre si. En conjunto con esta definicion, fue necesaria la
propiedad (**) que expresa que un numero entero b es multiplo de a si y solo si el resto
de dividir b por a es cero, estableciendo la correspondencia Rz, 2s. La incorporaciéon de
la definicion (*) y propiedad (**) permitieron determinar el valor de m para que sea
divisible por 3, pudiendo formarse de esta forma las relaciones Rs, 25 y Ry, 2s.

En cuanto a las situaciones problematicas 26 y 28, siendo ambos
representantes del tipo de problema Ps: ¢Qué numero multiplicado por otro, da un
namero en particular? Podemos observar que en ambas situaciones se tiene un
producto de los cuales se desconoce uno de los multiplicandos. Si bien en el
desarrollo conceptual del libro se brinda una definicion de mudltiplo, el mismo es poco
claro debido a que utiliza la palabra factor sin hacer mencién sobre lo que significa.
Fue asi que nos vimos en la necesidad de introducir la definicibn que expresa cuando
un namero entero divide, es divisor, es factor, multiplo o divisible por otro nimero
entero (*) y asi poder establecer la relacién Ri, 2628. A su vez, la introduccion de la
misma permitié establecer las relaciones R, 228 ¥ R3, 2628 Y poder determinar el
namero desconocido.

En lo que respecta a la situacion problematica 28, siendo este también un
representante del tipo de problema Ps: ¢ Qué nimero divisible por otro da un resultado
en particular? Como observamos, al igual que en los problemas anteriores nos vimos
en la necesidad de introducir la definicién de las condiciones que cumple un nimero
para ser divisible por otro nimero entero y asi establecer la relacion Ri, 2s. La
introduccién de dicha definicion, permitié determinar los numeros que eran divisibles
por otro nimero, permitiendo formar las relaciones Rz, 28 y Rs3, 28,

En relacion a las situaciones problematicas 32 y 33, siendo ambos
representantes del tipo de problema Pz ¢(Qué pares de numeros cumplen que
multiplicados dan otro nimero? Podemos observar que fue necesaria nuevamente la
introduccion de la definicién de las condiciones que cumple un niamero entero que
divide, es divisor, es factor, maltiplo o divisible por otro nimero entero y asi poder
establecer la relacion Ry, 32. Considerando que se debian encontrar todos los nimeros
que multiplicados daban un resultado en particular, fue necesario introducir el Teorema
Fundamental de la Aritmética (TFA) y asi establecer las relaciones Rz 32, 33y Rs, 32, 33 .
Como en la introduccion del TFA incluye trabajar con nimeros primos, gracias a la
definicién que esboza el desarrollo conceptual del libro, este es un nimero entero a es
primo si tiene solo cuatro divisores (1, -1, a y -a), fue posible establecer una

vinculacion y asi determinar la relacién Rz, 32, 33, como se observa en la figura 2. Como

173



se factorizdé un numero en particular, se utilizé las reglas de divisibilidad que esgrime el
desarrollo conceptual del libro, generando asi las relaciones Ra, 32, 33, Rs, 32, 33, ¥ Rs, 32,
33. Si bien en desarrollo conceptual que se desarrolla en el libro se esgrime una
definicion de cuando dos nuameros son multiplos, nos encontramos que dicha
definicién es confusa cuando utiliza el término factor sin hacer mencion en ningdn
lugar del contenido sobre lo que significa dicha palabra, dejando ademas de lado el
lenguaje simbdlico, siendo asi que la relacion R4 resulta forzada. No obstante, la
relacion R5.

En cuanto a la gréfica, figura 2, puede observarse en los rectdngulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucion de la situacion problemética y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiguetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que
en dicho gréfico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucion del problema.

Situacion Problematica P7

R2, 32,33

R4, 32,33 Rs

Rs, 32,

Teorema Fundamental | | Reglas de Divisibilidad
de la Aritmética 7y \

R3, 32,33 Proposicion del
desarrollo conceptual

\ 4

Definicion de numero
primo y compuesto
A

Concepto del libro
Aritmética de M. Becker

\ 4

Concepto del desarrollo
conceptual del libro

Figura 2
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En relacion a la situacion problematica 34, el mismo tiene varios items que son
representantes de un determinado tipo de problema, ellos son:

item a: Ps. ¢ Los divisores de un nimero, lo son también de su opuesto? Donde
fue necesaria la introduccién de la definicion (*) de las condiciones que cumple un
namero entero que divide, es divisor, es factor, maltiplo o divisible por otro namero
entero y asi poder establecer la relacion Ri, 34. En conjunto con este ultimo, se
introdujo la propiedad que expresa que si un numero entero a divide a otro b, entonces
se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a —b”, permitiendo
construir las relaciones Rz 34 ¥ Rz, 34. Determinando asi la veracidad de la afirmacién
del item

ftem b: Po. ¢Existe un numero que divide a todos los demas nimeros?
Nuevamente introdujimos la definicion dada en (*) y la propiedad que expresa que
cualquier nimero entero b puede escribirse de la forma b=1.b, generando asi las
relaciones Ri, 34 Y Rz, 34. Permitiendo ambos enunciados la veracidad del item by
construccion de las correspondencias Rz 34 Y Ra, 34

item c: P10 ¢Existen nimeros primos que sean opuestos? Para este item
podemos observar que, partiendo de la definicion de lo que es un namero primo y la
introduccidn de la propiedad que expresa que un nimero “a es primo si y solo si —a
también lo es” para determinar la veracidad del item. Permitiendo la construccion de
las relaciones Ry, 34, Rz, 34, R3, 34 ¥ Rs, 3. Podemos observar que estas relaciones
guardan vinculacion con la relacion R6 del desarrollo conceptual del libro, como se
observa en la figura 3.

En cuanto a la grafica, figura 3, puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucion de la situacion problematica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que,
en dicho grafico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucién del problema.
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Situacién Problematica

R, R6 R3, 34
aesprimosiysolosi-a | ) Definicion de nimero
también lo es primo y compuesto
R,
Proposicién del libro Concepto del desarrollo
Aritmética de M. Becker conceptual del libro
Figura 3

- {tem d: P11: ¢Un nimero entero puede tener una cantidad impar de divisores?
En este item fue necesario utilizar la propiedad dada en el item b, propiciando asi las
relaciones Ry, 31 Y R2, 34.

En lo que respecta a la situacion problematica 35, siendo este un representante
del tipo de problema Pi2: ¢Cuando un nimero entero es primo? Podemos notar que
fue necesaria la introduccion de la definicibn de divisible utilizada en problemas
anteriores en conjunto con la propiedad que expresa que indica que si un namero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a —b”, permitiendo la construccién de las relaciones Ry, 35, Rs, 35 Y Rs, 35.
Como se debia determinar de una lista de numeros aquellos que eran primos se utilizé
la definicion de numero primo que brinda el desarrollo conceptual del libro en conjunto
con las reglas de divisibilidad, dando origen a las relaciones R2, 35, R4, 35 R7,35 ¥ Ry, 35.
Siendo que estas Ultimas relaciones guardan vinculacion con la relacion R7 del
desarrollo conceptual del libro. Como se observa en la figura 4.

En cuanto a la grafica, figura 4, puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucion de la situacion probleméatica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que
en dicho gréfico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de préacticas de

resolucion del problema.
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Situacion Problematica

A
Ry, \ Ro, R

Definicion de divide, divisor, Ra. Definicién de nimero
factor. miltinlo o divisible

primo y compuesto

A

A

\ 4 \ 4

Realas de Divisibilidad Concepto del desarrollo
4 conceptual del libro
¥ R7, 35

Proposicién del
desarrollo conceptual

v

Si un nimero entero a divide a

otro b, entonces se cumple que

“a divide a —b”, que “-a divide a
b” y que “-a divide a —b

\ 4

Concepto del libro
Aritmética de M. Becker

A

Figura 4

En relacién a la situacién problematica 36, siendo este un representante del
tipo de problema Pi3. ¢ Qué nimero es divisor de otro nimero? Podemos observar que
se introdujo la definicion de divisible utilizada en problemas anteriores y en conjunto
con la propiedad que expresa que si un numero entero a divide a otro b, entonces se
cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a —b” y las reglas de
divisibilidad que brinda el desarrollo conceptual del libro, como se observa en la figura
5, se pudo conformar las relaciones Ry, 36, R2, 36 Y R3, 36. Estableciendo esta Ultima
relacion una vinculacion con la relacion R8. Estas introducciones permitieron
determinar los divisores y asi construir las relaciones Ras, 36, Rs,36 ¥ Rs5, 36.

En cuanto a la grafica, figura 5, puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucién de la situacion problematica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que

en dicho gréafico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
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indispensable que indefectiblemente permiten construir

resolucién del problema.

R3,

Situacion Problematica

A

R,

A 4

Si un nUmero
entero a divide
a otro b,
entonces se

el sistema de practicas de

R3, 36 Rs

A

Definicion de

divide, divisor,

Rs,

Realas de Divisibilidad

A

factor, maltiplo o

PN - B N

cumple que “a 1
divide a —b”, v
que “-a divide v Proposicion del
adb )é que t;a Concepto del libro desarrollo conceptual
vide a — Aritmética de M. Becker

\ 4

Proposicién del libro
Aritmética de M. Becker

Figura 5

En cuanto a la situacién problematica 37, el mismo tiene varios items que son
representantes de un determinado tipo de problema, ellos son:

ftem a: P14 ¢Si dos nimeros enteros que son mdltiplo de otro se multiplican
entre si, dicho producto es mudltiplo de otro nimero? Podemos observar que fue
necesaria nuevamente la introduccion de la definicién de las condiciones que cumple
un ndamero entero que divide, es divisor, es factor, multiplo o divisible por otro nimero
entero y asi poder establecer la relacion R, 37. La incorporacion de esta definicion
permitio establecer una vinculacion con las reglas de divisibilidad que esgrime el libro,
permitiendo formar las relaciones Rz, 37, R3, 37 ¥ R4, 37, como se observa en la figura 6.
Si bien en desarrollo conceptual que se desarrolla en el libro se esgrime una definicién
de cuando dos numeros son multiplos, nos encontramos que dicha definicion es
confusa cuando utiliza el término factor sin hacer mencién en ningun lugar del
contenido sobre lo que significa dicha palabra, dejando ademas de lado el lenguaje
simbdlico, siendo asi que la relacién R9 resulta forzada. No obstante, se presenta una

vinculacion con la relacion R10.
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En cuanto a la grafica, figura 6, puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucién de la situacion problematica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiguetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que
en dicho grafico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucion del problema.

Situacién Problematica

Ri, R2, 37 R1o
Definicion de divide, divisor, <+ > | Reglas de Divisibilidad
factor, multiplo o divisible
R3,
Concepto del libro Proposicién del
Aritmética de M. Becker desarrollo conceptual
Figura 6

ftem b: P1s: ¢ Todos los nimeros primos son impares? Podemos observar que
introdujimos la definicion de divisible utilizada en el item a y en conjunto con la regla
de divisibilidad por 2 y la definicibn de nuamero primo, pudimos establecer las
relaciones Ry, 37, Rz, 37 ¥ Rs, 37, como se observa en la figura 7. Estas vinculaciones
permitieron formar las relaciones R4, 37, Rs, 37 Y Re, 37 y determinar la falsedad de la
afirmacion. Donde podemos observar que las relaciones Rz, 37 y Rs, 37 establecen una
vinculacion con las relaciones R11y R12.

En cuanto a la gréfica, figura 7, puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucion de la situaciéon problematica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las flechas

no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que
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en dicho grafico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucién del problema.

Situacion Problematica

A
R, R4, R
Definicion de Definicién de nimero
divide, divisor, primo y compuesto
factor, maltiplo o Rs 3
divisible ‘ Rs,
7y \ Ri2
A 4 A 4
v Reglas de Divisibilidad Concepto del desarrollo
Concepto del 4 conceptual del libro

libro Aritmética

de M. Becker v
Proposicién del

desarrollo conceptual

Figura 7

ftem c: Pis: ¢,Si un nimero es divisible por otro, también es divisible por otro
namero distinto a los anteriores? Podemos observar que introdujimos la definicién de
divisible utilizada en items anteriores y en conjunto con la regla de divisibilidad por 4,
pudimos establecer las relaciones R, 37, Rz, 37 Y Rs, 37, como se observa en la figura 8.
Estas vinculaciones permitieron formar las relaciones R4 37 Y Rs, 37 y determinar la
falsedad de la afirmacién. En lo que respecta a la relacién R:, 37, podemos observar
que establece una vinculacién con la relacion R13 del desarrollo conceptual del libro.

En cuanto a la grafica, figura 8, puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucion de la situacion problemética y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacion correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que,
en dicho gréfico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucién del problema.
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Situacion Problematica

R, \ R2, 37 Ri3
Definicion de divide, \

divisor, factor,
multiplo o divisible [*

; ]

Concepto del libro Proposicion del
Aritmética de M. Becker desarrollo conceptual

Y

Reglas de Divisibilidad por

Figura 8

item d: P17: ¢ Si un nimero es multiplo de un namero y divisible por otro namero,
es también mdltiplo de otro niumero distintos a los anteriores? Podemos observar que
introdujimos la definicién de divisible utilizada en items anteriores y en conjunto con las
reglas de divisibilidad por 2, 3 y 6, pudimos establecer las relaciones Rz, 37, R2,37 ¥ R3,
37, cOomo se observa en la figura 9. Estas vinculaciones permitieron formar las
relaciones Rs, 37, Rs, 37 ¥ Rs, 37 Yy determinar la veracidad de la afirmacién. Si bien en
desarrollo conceptual que se desarrolla en el libro se esgrime una definicion de cuando
dos numeros son multiplos, nos encontramos que dicha definicion es confusa cuando
utiliza el término factor sin hacer mencién en ninguin lugar del contenido sobre lo que
significa dicha palabra, dejando ademas de lado el lenguaje simbdlico, siendo asi que
la relacion R11 resulta forzada. No obstante, podemos observar que la relacién R2, 37
establece una vinculacion con la relacion R15.

En cuanto a la grafica, figura 9, puede observarse en los rectangulos los
objetos primarios que intervienen en la resolucién de la situacion problematica y con
las flechas de doble sentido se representan las relaciones entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacion correspondiente. Con respecto a las flechas
no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que
en dicho gréafico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de

resolucion del problema.
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4.2.4  Cuarto libro
v’ 4.2.4.1 Descripcion

Con respecto a las caracteristicas generales de este cuarto libro, denotamos la

siguiente informacion:

Libro: El Libro de la Matemética 7
Editorial: Estrada

Afio: 2011

Autores del libro: Laura Inés Cantero

Ana Maria Felissia

Dilma Fregona

Adentrandonos en el contenido especifico que nos compete, tenemos que en

el indice del libro se encuentra escrito lo siguiente:
v INDICE
Divisibilidad de Enteros
Mudltiplos y divisores
NUmeros primos
¢ Para qué sirven los nUmeros primos?
Teorema Fundamental de la Aritmética
¢ Coémo encontrar los divisores de un nimero?
¢, Cémo reconocer si un nimero a divide a un nimero b?

El mayor divisor comdn

Péag.
Pag.
.65
. 67

Pag.
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Pag.

60
63

69
70
72
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El menor divisor comun Pag. 72

Con respecto a las caracteristicas especificas que tiene que ver con el
desarrollo del contenido divisibilidad de nameros enteros, se puede denotar lo
siguiente:

En la propuesta tetrica del libro podemos observar un titulo que dice multiplos
y divisores. Luego una definicion de cuando un numero divide a otro, esto “dado dos
nameros entero a 'y b con b0, decimos que a divide a b (y lo escribimos para abreviar
a |b), si existe un nimero entero c¢ tal que a.c=b. Posteriormente se enuncia varios
ejemplos, uno de ellos expresa que 1 es divisor de 12 porque existe un numero entero,
el 12 tal que 1.12=12. Realiza una aclaracion que a debe ser distinto de cero porque
en el caso que b=0 no existe un entero c tal que 0.b de b y si b=0 entonces cualquier
valor que pongamos para ¢ hace verdadera la expresion 0.c=0. Luego da ejemplos de
numeros que llama primos y brinda una definiciéon que expresa “se llama numero primo
a todo numero entero que tenga exactamente cuatro divisores”. Brinda varios ejemplos
y aclara que 0, 1 y -1 no son primos. Luego expresa como hallar niumero primos
realizando divisiones. También brinda un ejemplo de un niamero descompuesto en un
producto de numero primos y brinda el enunciado del Teorema fundamental de la
Aritmética, expresando que todo entero distinto de cero puede descomponerse como
el producto de +a y —a por factores primos positivos., siendo que esta descomposicion
es Unica salvo el orden y signo de los factores. Luego brinda aun ejemplo de esto.
Brinda ejemplo y los descompone en factores primos determinando divisores. Brinda
una propiedad sobre los divisores de un nimero opuesto. También da los criterios de
divisibilidad por 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10 y 25, da ejemplos. Luego brinda solo ejemplos del
mayor divisor comun y del minimo comdn mudltiplo y la propiedad que afirma que el
mcm de los nimeros enteros y sus opuestos son iguales. También una definicion de
que los mdltiplos e un namero entero a se obtienen multiplicando a por cualquier
namero entero.

Con respecto a las situaciones probleméaticas que se exponen para resolver por

parte del lector, nos encontramos con las siguientes:

1. Dados los siguientes nameros enteros: -2, 3, 5, -10, -20, -1. Elijan uno de ellos y
distingan tres multiplos que estén en esa lisa. Hagan lo mismo con otro de esos

ndameros.

2. Escriban todos los enteros positivos de dos cifras que sean multiplos de 14.
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3. Escriban dos nameros enteros distintos tales que cada uno de ellos sea divisor

del otro.

4. Escriban los niumeros enteros x, multiplos de 25, tales que x<10 y, a la vez x>-
130.

5. Los nimeros 1 y -1 son divisores de cualquier nimero entero. ¢COmo se

justifican esta afirmacion?

6. ¢ Cuantos divisores tienen 1y el -1?

7. De las siguientes expresiones, distingan las verdaderas (V) y las falsas (F) y
justifiquen:

2 es divisor de 20 V, porque existe un nimero entero, el 10, tal que 2.10 = 20

-4 es divisor de 10 F, porque no existe un entero c tal que c.(—4) de 10.

3 es divisor de 18

2 es divisor de -18

3 es divisor de -9

-1 es divisor de 7

8. En a=b.c, ¢ Qué se pueden decir de los signos de ¢ en cada caso?

Sugerencia: piensen en la regla de los signos de la multiplicacién de nuameros
enteros.

Si ay b son dos nimeros enteros positivos, c es.............

Si a y b son dos numeros enteros negativos, ces.............

Siay b son dos niumeros enteros de distintos signos, ces.............

9. A partir de la descomposicion en factores primos de -42, encuentren todos sus

divisores.

10. Completen con “es multiplo de”, “es divisor de”, “divide a” para obtener frases

verdaderas.

11. Expresen los siguientes niameros enteros como el producto de +1 o -1 por sus
factores primos: 5, -100, -17, 45, 80
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12. Distingan las expresiones verdaderas y justifiquen
7 es divisor de 84

9 es divisor de 103

3 es divisor de 1.412.532

7380 es multiplo de 10

5 es divisor de 5

5 es mdltiplo de 5

13. Determinen cuales de los siguientes nimeros son primos: 113, 123, 131, 137,
138, 141

14. ; Es lo mismo decir que “un nimero es par” que decir es “multiplo de 2"?

15. Escriban cinco nimero de cuatro cifras que sean divisibles por 4

16. Segun los criterios de divisibilidad, ¢Por qué nameros son divisibles los siguientes

ndmeros?

17. ¢ Todo nimero enteros es divisor de si mismo? Justifique la respuesta

18. Completen el nimero de tal modo que resulte maltiplo de 25 +76_

19. consideren los numeros 1, 11, 111, 1111,... ;Qué caracteristicas tienen los que

son multiplos de 37?

20. ¢ Cuales de los siguientes numeraos tienen el mayor factor primo?

21. Escriban dos nimeros enteros que sean divisibles por 5 y 25 simultdneamente

22. Escriban una cifra en cada casilla para que el nimero resulte divisible por 3.
2.1 174 1 18

23. Agreguen las cifras que faltan a los nimeros para que resulten divisibles por 3 y

por 4 simultAineamente. Busquen todas las soluciones posibles.
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24. Verifiquen que los siguientes nimeros sean multiplos de 3: 3183; 1932; 216.456
¢pueden modificar en cada caso solo una de sus cifras para que también sea

multiplos de 9?

25. Calculen:
Dcm(24,68) dcm(204, 216, 84) dcm(-18, 8) dcm(17, -7)

26. La abuela Juana tiene dos nueros, Paula y Gustavo. Paula visita a su abuela cada
3 dias y Gustavo la visita cada 4 dias. Los dos se encontraron en lo de Juana el dia

31 de mayo, ¢en cuantos dias mas volveran a encontrarse?

27. Escriban diez mdultiplos de 5y diez multiplos de 13.

28. Analicen los siguientes conjuntos de numeros e indiquen, en cada caso, de que
namero entero son multiplos.

., -16,-12,-8,-4,0, 4, 8, 12, 16, 20, ...

...,100, -10, 90, -40, -20, 0, 220, 1000, ...

..., 28, .56, 0, 168, -112, 84, -84

29. Calculen: mem(12, 16); mcm (-15, 20); mcm(4,7,14); mem(-5,1)

30. Indiquen si la siguiente proposicion es verdadera o falsa. Justifiquen la respuesta.

“Todos los multiplos de 4 son multiplos de 2”

La luz de un faro destella cada 8 segundos; la luz de otro cercano, cada 10 segundos
y la de un tercer faro, cada 15 segundos. Si a las 8h destellan untos, ¢a qué hora

volveran a hacerlo simultaneamente?

32. Con las cifras 2, 3y 7, escriban un nimero que sea multiplo de 3, otro multiplo de
4 y otro multiplo de 9.

33. Para su cumpleafios, Carlos recibié una caja de bombones. ¢ Cuantos bombones
habia en la caja? Pregunto Bruno.

Yo solamente recuerdo, dice Carlos, que habia menos de 100 y que cuando yo los
repartia en montones de 2 o en montones de 3 o en montones de 4 siempre me

sobraba uno, pero cuando los ponia en montones de 5 no sobraba ninguno, ¢ Cuando
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bombones recibié Carlos?

4.2.4.2 Configuracion epistémica del desarrollo teérico del contenido

A continuacion, se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones

conceptuales involucradas en las funciones semiéticas que intervienen en el desarrollo

del contenido.

Situaciéon Problemética
P4 6: ¢ Cuéntos divisores tiene un nimero?

P2, 1.2 12, 19,27, 281 ¢ Un nimero entero es multiplo de otro?

P3, 4: ¢ Qué miltiplos de un nGmero son mayores y menores que otros nimeros?

Ps, 10: ¢, Qué nimero divide a otro nimero?

Ps. s: ¢ Qué condiciones cumplen los signos del producto de dos nimeros enteros?
P7, 9,11, 20 ¢,Cual es la factorizacién de un nimero?

Pg 13: Dado un namero, ¢,Dicho nimero es primo?

Pg, 15, 16, 21, 24: ¢,POr cudl nimero es divisible otro nimero entero?

P10, 22231 ¢ Por cual cifra se debe completar un nimero para que sea divisible por otro?
P11 25: ¢ Cudl es el maximo comun divisor de nimeros enteros relativamente pequefios?
P12, 20: ¢ Cudl es el mecm de ndmeros relativamente pequefios?

P13, 26,31 Dado un problema con un contexto, ¢ Cudl es el minimo comdn mdltiplo?

P14, 33 Dado un problema con un contexto, ¢Qué nimero es divisible por otro nUmero?

MOTIVAN
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Lenguaje

-Verbal: Los muiltiplos
de un ndamero entero a
se obtienen
multiplicando a  por
cualquier nimero entero

-Simbélico: 90=2.5.3.3
Dcem(-42,54)=6

Tabular: tabla de
ndmeros primos

EXPRESA
Y

SOPORTA

REGULAN
EL USO

DEFINICIONES (CONCEPTOS)
Dados dos nimeros enteros a y b donde a0, decimos que a divide a b (y lo
escribimos para abreviar a |b), si existe un nimero entero c tal que a.c=b
Se llama nimero primo a todo nimero enero gque tenga exactamente cuatro
divisores. Cualquier nimero entero distinto de 1 y que no sea primo puede
descomponerse en un producto de factores primos, por eso se llaman nimeros
compuestos.
Los mudltiplos de un namero entero a se obtienen multiplicando a por cualquier
ndmero entero.

Propiedades
Teorema Fundamental de la Aritmética: todo nimero entero distinto de 0 puede
descomponerse como el producto de +1 o -1 por factores primos positivos. Esta
descomposicion es Unica, salvo el orden y los signos de los factores
Si b y —b son nimeros enteros opuestos y a es un entero que divide a b, entonces a
divide también a -b.
Un niimero entero es divisible por 2 si las cifras de las unidades es 0 o par

Un namero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de
3"

Un namero entero es divisible por 4 siy solo si las dos dltimas cifras forman un
ndmero que es mdltiplo de 4.

Un namero entero es divisible por 5 si y solo si las cifras de las unidades es 0 0 5.
Un nimero entero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3.

Un namero entero es divisible por 9 si y solo si la suma de sus cifras es mdltiplo de
9.

Un namero es divisible por 10 si y solo si las cifras de las unidades es 0.

Un namero entero es divisible por 25 si y solo el nimero formado por las dos Ultimas
cifras es multiplo de 25.

Mcm(a,b)=mem(-a,-b)= mcm(-a,b)= mcm(a,-b)

—

INTERVIENE

—

JUSTIFICAN
NY

Argumentos
Con respecto a la definicion de divide: a debe ser distinto de cero porque si b 0, no
existe un entero c tal que 0.c=b. y si b=0, entonces cualquier valor que pongamos
para c hace verdadera la expresion 0.c=0.
Lo demas solo a través de ejemplos

4.2.4.3 Relaciones conceptuales mas sobresalientes

A continuacion, exponemos las relaciones conceptuales mas pertinentes entre

los objetos primarios

Ri: Entre la situacion problematica P21227 Y la definicion de mdaltiplo de un

namero

R2: Entre la situacion problematica P2.12, 19, 24, 28 Y criterios de divisibilidad

Rs: Entre la situacion problematica P34 y la definicion de multiplo de un nimero
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R4 Entre la situacion problematica Pso y el Teorema Fundamental de la

Aritmética

Rs: Entre la situacion problematica P7 y los criterios de divisibilidad
Rs: Entre la situacion problematica P8 y la definicion de nimero primo
R7: Entre la situacion problematica P10 y los criterios de divisibilidad

Rs: Entre la situacion problematica P11 y el Teorema Fundamental de la

Aritmética

Ro: Entre la situacion problematica P12 y el Teorema Fundamental de la
Aritmética

Ri0: Entre la situacion problematica P13 y el Teorema Fundamental de la

Aritmética

Ri1: Entre la situacion problematica P14 y los criterios de divisibilidad

4.2.4.4 Resolucion de las situaciones problematicas propuestas

e Sijtuacién Problemaética 1

1. Dados los siguientes numeros enteros: -2, 3, 5, -10, -20, -1. Elijan uno de ellos y
distingan tres mudltiplos que estén en esa lisa. Hagan lo mismo con otro de esos

ndmeros.

El problema consiste basicamente en dada una lista de numeros, considerar

uno de ellos y determinar tres niumeros de la lista que sean sus multiplos.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacién problematica recurrimos a la definicién “los
multiplos de un nimero entero a se obtienen multiplicando a por cualquier niumero
entero” (concepto del libro)

Es asi que, eligiendo convenientemente, tenemos que los niameros -10 y -20
son multiplos del nimero -2. Esto es asi porque podemos escribir al nimero -10 de la
forma -2.5, al -20 de la forma -2.10 y teniendo presente la propiedad de divisibilidad
gue expresa que todo numero “b es multiplo de 1 (*) (propiedad- aritmética de M.
Becker-1.1.5), podemos escribir que a la vez al nimero -2 de la forma -2.1
(procedimiento), con los nimeros 5, 10 y 1 enteros. También los nimeros -10 y -20

son multiplos del 5. Esto es asi porque podemos escribirlos de la forma 5.-2, 5.-4 y
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considerando la propiedad (*) tenemos 5.1. Con respecto al niUmero -1, tenemos que
todos los nimeros de la lista son mdultiplos, esto es asi porque podemos escribir a
todos lo numeros de la forma: -1.2,-1.-3, -1.-5, -1.10, -1.20 y finamente -1.1

(procedimiento). Cumpliendo asi con lo solicitado por el problema.

e Sijtuacién Problemaética 2

2. Escriban todos los enteros positivos de dos cifras que sean multiplos de 14.

El problema consiste en escribir todos los multiplos del nimero 14.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacion problematica recurrimos a la definicion “los
multiplos de un ndmero entero a se obtienen multiplicando a por cualquier nimero
entero” (concepto del libro).

Como se deben escribir todos los mudltiplos positivos del namero 14 y
considerando que estos son infinitos, recurrimos a una expresion que represente todos
los mudltiplos, es asi que escribimos 14.c, siendo ¢ un numero entero cualquiera
positivo. Como el menor nimero que puede valer ¢ es 1(argumentacion), eso significa

gue los numeros 14.c siempre van a ser de dos cifras.

e Sijtuacion Problematica 3

3. Escriban dos nameros enteros distintos tales que cada uno de ellos sea divisor
del otro.

El problema consiste en hallar dos nimeros que cumplan que ambos sean

divisores del otro namero.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacion problematica, debemos recurrir a la
definicion de divisor que brindaramos en la resolucion de los ejercicios de libros
anteriores, como ser: “Si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a
divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy
solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M.
Becker) y la propiedad que expresa que si un namero entero a divide a otro b,
entonces se cumple que “a divide a —b”, que “a divide a b” y que *“a divide a —-b” (*)
(propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.4), resultando esta propiedad una herramienta

importante para determinar, entre nimeros enteros positivos y negativos o ambos
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negativos, si uno de ellos es divisor del otro, sin tener que recurrir a la division.
Podemos considerar a los nimeros 2 y -2, siendo ambos divisores entre si, puesto que
podemos escribirlos de la forma 2=-2.-1 y -2=2.-1, cumpliendo con lo solicitado por el

problema.

e Sijtuacion Problemética 4

4. Escriban los nimeros enteros X, multiplos de 25, tales que x<10 vy, a la vez
x>-130.

El problema consiste en hallar nUmeros mdultiplos de 25 que sean mayores y

menores a la vez que otros nameros

Resolucion:

Como se debe determinar multiplos de 25 que cumplan que sean mayores a -
130 y menor a 10., podemos observar que el numero 25 ya es mayor que 10, razén
por lo cual sus mdltiplos van a tener que ser negativos. Es asi que utilizando la
definicion “los mdultiplos de un ndmero entero a se obtienen multiplicando a por
cualquier numero entero” (concepto del libro), tenemos que los multiplos negativos de
25 son -25, -50, -75, -100 y -125, puesto que a cada uno podemos escribirlos de la
forma 25.-1, 25.-2, 25.-3, 25.-4 y 25.-5 (procedimiento). Siendo que en el caso de 25.-6

obtenemos -150 y ya no cumple con que sea mayor a -130.

e Sijtuacion Probleméatica 5

5. Los nimeros 1 y -1 son divisores de cualquier nimero entero. ¢COmo se

justifican esta afirmacion?

El problema consiste en argumentar por 1 y -1 son divisores de cualquier

ndmero.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacién probleméatica, debemos recurrir a la
definicion de divisor que brindaramos en la resolucion de los ejercicios de libros
anteriores, como ser: “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a
divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy
solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de
M. Becker) y la propiedad que expresa que todo numero “b es multiplo de 1 (*)

(propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5), tenemos que dado un numero entero b
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cualquiera, podemos escribirlo de la forma b=b.1 siendo el 1 divisor (*) y considerando
la propiedad que expresa que si un nimero entero a divide a otro b, entonces se
cumple que “a divide a —b”, que “a divide a b” y que “a divide a —b” (*) (propiedad-

aritmética de M. Becker-1.1.4), también tenemos que -1 es divisor de b.

e Sijtuacién Problemaéatica 6

6. ¢ Cuantos divisores tienen 1y el -17?

El problema consiste en determinar los divisores de los nimeros 1y -1.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacién problematica, recurrimos a la definicion de
divisor que brindaramos en la resoluciéon de los ejercicios de libros anteriores, como
ser: “Si a y b son niUmeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, aes
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M. Becker) y
ademas considerando las propiedad la propiedad que expresa que todo numero “b es
multiplo de 1 (*) (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5) y la propiedad que expresa
gue si un numero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que
“a divide a b” y que *“a divide a —-b” (*) (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.4),
tenemos que 1=1.1y 1=-1.-1, a la vez -1=-1.1 y -1=1.-1, resultando que 1 tiene por
divisores 1y -1; y el nimero -1 tiene por divisores al 1 y -1. Siendo asi que cada uno

de ellos tiene dos divisores.

e Situacion Problematica 7

7. De las siguientes expresiones, distingan las verdaderas (V) y las falsas (F) y
justifiquen:

2 es divisor de 20 V, porgue existe un numero entero, el 10, tal que 2.10 = 20

-4 es divisor de 10 F, porque no existe un entero c tal que c.(—4) de 10.

3 es divisor de 18

2 es divisor de -18

3 es divisor de -9

-1 es divisor de 7

El problema consiste en determinar la verdad o falsedad de una lista de

afirmaciones.
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Resolucioén:

Para poder resolver esta situacién problematica, recurrimos a la definicién de
divisor que brindaramos en la resolucién de los ejercicios de libros anteriores, como
ser: “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
nuamero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M. Becker), siendo
asi que al numero 18 lo podemos escribir de la forma 18=3.6 resultando 3 divisor de
18; al numero -18 de la forma -18=2.-9, resultado 2 divisor de -18; al nimero -9 de la
forma -9=3.-3 ,resultando 3 divisor de -9; al numero 7 de la forma 7=-1.-7, resultado -1

divisor de 7, siendo todas estas Verdaderas.

e Situacién Problematica 8

8. En a=b.c, ¢ Qué se pueden decir de los signos de c en cada caso?

Sugerencia: piensen en la regla de los signos de la multiplicacion de numeros
enteros.

Siay b son dos numeros enteros positivos, c es.............

Siay b son dos niumeros enteros negativos, ces.............

Siay b son dos nimeros enteros de distintos signos, ces............

El problema consiste realizar una afirmacion dada una igualdad y condiciones

de sus elementos.

Resolucioén:

Para resolver la situacién problematica utilizaremos el enunciado que expresa
gue “Sia y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, aes
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M. Becker), es asi
que para el caso de la afirmacion “Si a y b son dos niumeros enteros positivos, ¢ es...”
tenemos que necesariamente el nimero ¢ debe ser positivo, para que el producto b.c
sea positivo (argumentacion).

Para el caso de la afirmacién “Si a y b son dos numeros enteros negativos, ¢
es...” tenemos que necesariamente el niumero ¢ debe ser positivo, para que el
producto b.c=c y ¢ sea negativo (argumentacion).

Con respecto al enunciado “Si a y b son dos numeros enteros de distintos
signos, c es...” tenemos que ahora tanto a como b son de distintos signos, siendo asi
gue tenemos las siguientes posibilidades: si a es positvo y b es negativo,

necesariamente el nimero debe c debe ser negativo, asi el signo de la multiplicacion
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b.c es positivos (argumentacion). En el caso que a sea negativo y b sea positivo, es
necesario que c sea hegativo, asi el signo de la multiplicaciébn b.c es negativo

(argumentacion).

e Sijtuacion Problematica 9

9. A partir de la descomposicion en factores primos de -42, encuentren todos sus

divisores.

El problema consiste en factorizar al nimero -42 y determinar todos sus

divisores.

Resolucion:

Para factorizar al nUmero -42, consideramos el Teorema Fundamental de la
Aritmética que expresa que “todo numero entero distinto de 0 puede descomponerse
como el producto de +1 o -1 por factores primos positivos. Esta descomposicion es
Unica, salvo el orden y los signos de los factores (concepto del libro) donde tenemos
gue un numero natural a mayor que 1, se dice primo si 1 y a son sus Unicos divisores
positivos y donde tenemos que a es primo si y solo si —a también lo es” (Concepto del
libro aritmética de M. Becker), valiéndonos de este teorema y la definicion que expresa
que “si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, aes
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M. Becker). Con
base en lo anterior, escribimos al nimero -42 de la forma:

-4212

-21(3

-717
1

20 =21.31.71

Para el céalculo tuvimos en cuenta las siguientes definiciones, propiedades y
criterios de divisibilidad:
-a"=a.a.a...a, siendo a y n un niumeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes
-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)
- Un nimero es divisible por 2 siy solo si la cifra de las unidades es 0 o par

(propiedad).
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-Un namero es divisible por 3 si y solo si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nUmero sin la cifra de las

unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (propiedad).

De esta forma, utilizando la propiedad de divisibilidad que expresa que todo
namero “b” es multiplo de 1, esto es b=b.1 y conociendo los factores de la
descomposicién, (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5) al nimero 42 lo podemos
escribir de la siguiente forma: —42 =-—-42.1=-2.21=-237=-372=-314=
—2.3.7 = —6.7 (procedimiento). Considerando ademas la propiedad que expresa que
la cantidad de divisores d(n) de un numero entero cumple, d(n) = 2.(m; + 1). (m, +
1).(m3 + 1) ..(my + 1), siendo los numeros my, my, ms, hasta m, los exponentes de
los numeros primos de la factorizacion, tenemos que la cantidad de divisores del
namero -42 es d(—42)=2.(1+1).(1+1).(1+1)=2222=16. Es asi que
utilizando la propiedad que expresa que si un numero d divide a otro nimero ¢ si y
solo si la factorizacion del namero d divide a c, los divisores positivos del nimero -42
son los numeros 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21 y 42, pero ademas utilizando la propiedad que
expresa que si un numero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a
—b”, que “a divide a b” y que “a divide a —b” (*) (propiedad- aritmética de M. Becker-
1.1.4), resultando esta propiedad una herramienta importante para determinar, entre
nameros enteros positivos y negativos 0 ambos negativos, si uno de ellos es divisor
del otro, sin tener que recurrir a la division. Tenemos que los divisores del numero -42,
son también los nimeros -1, -2, -3, -6, -7, -14, -21 y -42. Resultando de esta forma que
los divisores del numero -42 son los numeros 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, -1, -2, -3, -6, -7, -

14, -21y -42, obteniendo asi el total de 16 divisores.

e Sijtuacion Problematica 10

LI T LI TS

10. Completen con “es multiplo de”, “es divisor de”, “divide a” para obtener frases

verdaderas.
20 4 T, 21
4. ... 20 21, 7

El problema consiste en completar algunas afirmaciones con determinadas

frases para que resulten verdaderas.
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Resolucioén:

Para poder resolver esta situacién probleméatica, debemos recurrir a la
definicion de divisor que brindaramos en la resolucién de los ejercicios de libros
anteriores, como ser: “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a
divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy
solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M.
Becker), es asi que en la afirmacioén “20........... 4” consideramos al nimero 20 como
b=20 y a=4 (procedimiento), resultando 20 es multiplo de 4. En los deméas casos
aplicamos un razonamiento similar, teniendo asi que 4 es divisor de 20 porque 20=4.5
0 4 divide a 20, 7 es divisor de 21 porque 21=7.3 0 7 divide a 21 y 21 es multiplo de 7.

Resultando asi varias posibilidades para algunos casos.

e Sijtuacion Problematica 11

11. Expresen los siguientes niameros enteros como el producto de +1 o -1 por sus
factores primos: 5, -100, -17, 45, 80

El problema consiste en dad una lista de numeros, factorizarlos

Resolucion:

Para factorizar los numeros de la lista, consideramos el Teorema
Fundamental de la Aritmética que expresa que “todo numero entero distinto de 0
puede descomponerse como el producto de +1 o -1 por factores primos positivos. Esta
descomposicién es Unica, salvo el orden y los signos de los factores (concepto del
libro) donde tenemos que un nimero natural a mayor que 1, se dice primo si 1y a son
sus Unicos divisores positivos y donde tenemos que a es primo si y solo si —a también
lo es” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), valiéndonos de este teorema y la
definicién que expresa que “si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos
que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a,
si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética
de M. Becker). Con base en lo anterior, escribimos a los nameros 5, -100, -17, 45, 80

de la forma:

5|5 -100| 2 -17(17 453 80|2
1 -50|2 1 153 402
-25|5 5|5 20|12
5|5 1 10|12
-1 5|5

1
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Factorizacion:
5=51 —-100=-1.2.2.5.5 —-17 = -1.17
45 =3.3.5 80 = 2.2.2.2.5

Para el calculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:
- Un ndmero es divisible por 2 si y solo si la cifra de las unidades es 0 o par
(propiedad).
-Un ntmero es divisible por 3 si y solo si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 5 si y solo si la cifra de las unidades es 0 0 5 (propiedad).
- Un nimero es divisible por 17 cuando separando la primera cifra de la unidad,
multiplicAndola por 5, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi

sucesivamente, da cero o mdultiplo de 17(propiedad).

e Sijtuacion Problemaética 12

12. Distingan las expresiones verdaderas y justifiquen
7 es divisor de 84

9 es divisor de 103

3 es divisor de 1.412.532

7380 es multiplo de 10

5 es divisor de 5

5 es mdltiplo de 5

El problema consiste en dada una lista de expresiones, determinar aquellas

que son verdaderas.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacién problematica, recurrimos a la definicién
que brindaramos en la resolucion de los ejercicios de libros anteriores, como ser: “Si a
y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o
factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero
entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M) y considerando criterios
de divisibilidad, tenemos la expresion “7 es divisor de 84” resulta no verdadera, porque
para que el numero 7 sea divisor de 84 debe suceder que la diferencia entre el nUmero
sin la cifra de las unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un mdaltiplo de 7
(propiedad), siendo que 8-2.3=8-6=2 y 2 no es divisible por 7. La expresion “9 es

divisor de 103” resulta no verdadera, porque para que el numero 9 sea divisor debe
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suceder que la suma de las cifras del nUmero sea multiplo de 9, sin embargo al sumar
las cifras del nimero 103 teneos que 1+0+3=4 y 4 no es multiplo de 9. La expresiéon 3
es divisor de 1.412.532 resulta ser verdadera, esto es asi porque para que el nimero 3
sea divisor tiene que suceder que la suma de todos sus digitos es mdltiplo de 3,
resultando que 1+4+1+2+5+3+2=18 y 18 es mudltiplo de 3, resultando 18=3.6. La
expresion 7380 es multiplo de 10 resulta verdadera, porque utilizando la definicion (*) y
el criterio que expresa que un numero es divisible por 10 si y solo la cifra de las
unidades es 0, resulta 7380=10.738. La expresion 5 es divisor de 5 y 5 es mdltiplo de

5 resultan ambas verdaderas, porque podemos escribir a ambo de la forma 5=5.1 (*).

e Sijtuacion Problemaética 13

13. Determinen cuales de los siguientes niameros son primos: 113, 123, 131, 137,
138, 141

El problema consiste en dada una lista de niumeros, determinar aquellos que

son primos.

Resolucioén:

Para poder resolver esta situacién problematica, recurrimos a las siguientes
definiciones, definicibn que “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero,
diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un mdultiplo de a o
divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del
libro aritmética de M) y un namero natural a mayor que 1, se dice primo si 1 y a son
sus Unicos divisores positivos y donde tenemos que a es primo si y solo si —a también
lo es, resultando los divisores de a los niumeros 1, a, -1 y -a (*)” (Concepto del libro
aritmética de M. Becker), con base en esto determinamos los divisores de los numeros
113,123, 131, 137, 138, 141.

113|113 123|3 131|131 137|137 1382 1413

1|1 41|41 111 1|1 693 47|47
1 1|1 1 1 23|23 1|1
1 1|1 1
1

Para el calculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:
- Un numero es divisible por 2 si y solo si la cifra de las unidades es 0 o par

(propiedad).
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-Un namero es divisible por 3 si y solo si la suma de todos sus digitos es multiplo de 3.
(Propiedad)

Podemos observar que los divisores del nimero 113, son los nimeros 113 y
1, pero considerando la propiedad que expresa que si un nimero entero a divide a otro
b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “a divide a —b” (*)
(propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.4) resultan los numeros -113 y -1 divisores de
113. Es asi que valiéndonos de (*) resultan los nimeros 1, 113, -1y -113 divisores del
113, resultando primo. Considerando el mismo procedimiento para los demas
nameros, tenemos que algunos de los divisores del nimero 123 son 1, 3, 41, 123, -1, -
3, -41 y -123, y siendo que no cumple con (*) resulta no ser primo. En el caso de
namero 131, tenemos que sus divisores son los nimeros 1, 131, -1 y -131, resultando
primo. Para el caso del 137, sus divisores son 1, 137, -1y -137, resultando primo. Para
los nimeros 138 y 141, tenemos que ambos no son primos, porque algunos de los
divisores del namero 138 son los nuameros 1, 2, 3, 23, -1, -2, -3 y -23 que no cumple

con (*) y en el caso del 141 algunos de sus divisores son 1, 3,47, -1, -3y -47.

e Sijtuacion Problematica 14

14. i Es lo mismo decir que “un nimero es par” que decir es “multiplo de 2”7

El problema consiste en dada contestar una pregunta sobre nimero par o

divisible por 2

Resolucion:

Para poder resolver esta situacién problematica, recurrimos a la definicién
que expresa que “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a
divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy
solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de
M) resultando que si un nimero es multiplo de 2, podemos escribirlo de la forma
b=2.c, siendo b y ¢ nimeros enteros. Pero utilizando la definicion (*) resulta ser 2 un

divisor de 2, adquiriendo el nombre de numero par.

e Sijtuacion Problemaética 15

15. Escriban cinco nimeros de cuatro cifras que sean divisibles por 4

El problema consiste en escribir cuatro nimeros que sean divisibles por 4.

Como no se dan mayores detalles, pueden ser cualesquiera.
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Resolucion:

Para poder resolver esta situacion problematica, recurrimos a los siguientes
enunciados, “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M) , “los
multiplos de un nimero entero a se obtienen multiplicando a por cualquier nimero
entero (procedimiento)” y el criterio de divisibilidad por cuatro que dice que un entero
es divisible por 4 si y solo si las dos ultimas cifras forman un namero que es mdultiplo
de 4 (*) (propiedad). Es asi que algunos nimeros multiplos de 4 son, 16, 20, 24 y 28,
puesto que podemos escribirlos de la forma 16=4.4, 20=4.5, 24=4.6 y 28=4.7.

Como dichos numeros son solo de dos cifras, escribiendo dos digitos
cualesquiera delante de ellos resultan ser de cuatro digitos, como por ejemplo los
nameros 4416, 5420, 3424 y 4528. A los cuales aplicando el criterio de divisibilidad (*),

resultan ser todos divisibles por 4 y de cuatro cifras, como solicita el ejercicio.

e Situacién Problematica 16

16. Segun los criterios de divisibilidad, ¢ Por qué nimeros son divisibles los siguientes
nameros? 120, 225, -500, 1322

El problema consiste en dada una lista de nameros, aplicando criterios de

divisibilidad determinar por cuales nimeros de dichos criterios son divisibles.

Resolucion:

Si leemos la situacién problema, se tiene una lista de nimeros a los cuales se
les debe aplicar los criterios de divisibilidad y determinar por cuales niameros son
divisibles. A continuacion, escribimos los siguientes enunciados que ayudaran en la
resolucion de este problema

“Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a
es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)

Un namero entero es divisible por 2 si las cifras de las unidades es 0 o par
(propiedad).
Un namero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3”.
(Propiedad)
Un numero entero es divisible por 4 si y solo si las dos ultimas cifras forman un

namero que es multiplo de 4 (propiedad).
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Un namero entero es divisible por 5 si y solo si las cifras de las unidades es 0 0 5
(propiedad).

Un namero entero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3 (propiedad).

Un ndimero entero es divisible por 9 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 9
(propiedad).

Un namero es divisible por 10 siy solo si las cifras de las unidades es 0 (propiedad).
Un ndmero entero es divisible por 25 si y solo el nimero formado por las dos Ultimas
cifras es multiplo de 25 (propiedad).

Como solo solicita determinar por cuales niumeros son divisibles, solamente
analizaremos los casos para cuando un nuamero es divisible por otro. Consideremos
primero al numero 120. Siguiendo el orden de la lista podemos afirmar que es divisible
por 2, porque el Gltimo es 0. También es divisible por 3, porque al sumar todos sus
digitos, esto es 1+2+0 (procedimiento) resulta igual a 3 y dicho nimero es multiplo de
3. También es divisible por 4, porque sus dos Ultimas cifras son multiplos de 4, esto es
20=4.5. Es divisible por 5, porque su ultima cifra es 0. Como es divisible por 2 y 3,
también es divisible por 6. También es divisible por 10, porque su ultima cifra es el 0.

Con respecto al nimero 225, el mismo es divisible por 3, puesto que al sumar
sus cifras esto es 2+2+5 (procedimiento) da como resultado 9 y este es multiplo de 3.
También es divisible por 5, puesto que su ultima cifra es 5. También es divisible por 9,
puesto la suma de sus digitos es 9. A su vez, también es divisible por 25, puesto que
sus dos ultimas cifras son 25.

En cuanto al niumero -500, tenemos que es divisible por 2, puesto que su
altimo digito es 0. También es divisible por 4 porque sus dos Ultimas cifras son
multiplos de 4, esto es 00=4.0 (procedimiento). También es divisible por 5y por 10, por
ser su ultima cifra 0. También es divisible por 25, porque sus dos Ultimas cifras son
multiplos de 25, esto es 00=25.0.

Con respecto al nimero 1322, este numero solo es divisible por 2, puesto que

su Ultima cifra es un nimero par.

e Sijtuacion Problemaética 17

17. ¢ Todo nimero enteros es divisor de si mismo? Justifique la respuesta

El problema consiste en responder una pregunta sobre a si todo numero es

divisor de si mismo.
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Resolucioén:

Para poder resolver esta situacidn problematica, recurrimos a la siguientes
enunciados, “si ay b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide
a b, aes divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M.
Becker) y la propiedad que expresa que todo numero “b es multiplo de 1 (propiedad-
aritmética de M. Becker-1.1.5), considerando un nimero cualquiera b y la propiedad
que expresa que todo numero b es mdltiplo de 1, al mismo podemos escribirlo de la
forma b=b.1, y teniendo presente la definicion (*) tenemos que b es divisor de b,

siendo este un nimero entero cualquiera distinto de cero.

e Situacién Problematica 18

18. Completen el nimero de tal modo que resulte maltiplo de 25 +76_

El problema no resulta claro y no es posible determina lo que se solicita.

e Sijtuacion Problematica 19

19. Consideren los numeros 1, 11, 111, 1111,... (Qué caracteristicas tienen los que

son multiplos de 3?

El problema consiste en dada una lista de numeros, determinar aquellos que

tienen una determinada caracteristica que los hace mdaltiplos de 3.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacién problematica, recurrimos a las siguientes
definiciones “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un namero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M) y el
criterio de divisibilidad por 3 que expresa que un namero entero es divisible por 3 siy
solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3. Entonces para el primer namero 1,
observamos que no es multiplo de 3, para el numero 11, observamos que la suma de
sus digitos 1+1=2 no resulta multiplo o divisible por 3. Para el caso del numero 111,
tenemos que la suma de sus digitos 1+1+1=3 (procedimiento) y este resulta divisible
por 3, o sea multiplo de 3. Para el caso del nUmero 1111, la suma de sus digitos
resulta 1+1+1+1=4 y este no es mdultiplo de 3. Con lo cual es posible razonar que la
cantidad de numeros 1 que debe contener el nimero en cuestion debe ser una

cantidad que sea multiplo de 3. Como ser los nimeros 111111, siendo que la suma de
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sus digitos es 6, o el numero 111111111, siendo la suma de sus digitos 9

(argumentacion), etc.

e Sijtuacion Problematica 20

20. ¢ Cudles de los siguientes numeros tienen el mayor factor primo?
39,51,77,91, 121

El problema consiste en dada una lista de numeros, determinar cual nimero

primo es el mayor de todos

Resolucion:

Para poder resolver esta situacion problematica, recurrimos a los siguientes
enunciados, consideramos el Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que
“todo numero entero distinto de 0 puede descomponerse como el producto de +1 o -1
por factores primos positivos. Esta descomposicion es Unica, salvo el orden y los
signos de los factores (concepto del libro) donde tenemos que un nimero natural a
mayor que 1, se dice primo si 1 y a son sus unicos divisores positivos y donde
tenemos que a es primo si y solo si —a también lo es” (Concepto del libro aritmética de
M. Becker), valiéndonos de este teorema y la definicion que expresa que “sia y b son
nameros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor
de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero entero c,
tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M. Becker). Con base en lo anterior,

escribimos a los nimeros 39, 51, 77, 91, 121 de la forma:

39|3 51|3 777 91|7 12111
13/13 1717 1111 13|13 11|11
1 1 1 1 1

Como podemos observar, el mayor factor primo es el nimero 17.

Para el calculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:
-Un nuimero entero es divisible por 3 siy solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3.
(Propiedad)
-Un namero es divisible por 11 si la suma de las cifras ubicadas en los lugares pares
menos la suma de las ubicadas en los lugares impares es un mdltiplo de
11(Propiedad).
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-Un namero es divisible por 13 cuando separando la cifra de la unidad, multiplicandola
por 9, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi
sucesivamente, da cero o multiplo de 13 (Propiedad).

-Un namero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (Propiedad).

-Un ndamero es divisible por 17 cuando separando la primera cifra de la unidad,
multiplicandola por 5, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi

sucesivamente, da cero o multiplo de 17(propiedad).

e Sijtuacion Problematica 21

21. Escriban dos nimeros enteros que sean divisibles por 5 y 25 simultaneamente

El problema consiste en brindar dos numeros que cumplan que sean

divisibles por 5y 25 a la vez.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacion problemética, recurrimos a los siguientes
enunciados “si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (*) (Concepto del libro aritmética de M.
Becker) y a los criterios de divisibilidad por 5 y 25 que expresan que un nimero entero
es divisible por 5 si y solo si las cifras de las unidades es 0 o 5 (propiedad) y un
namero entero es divisible por 25 si y solo el nimero formado por las dos ultimas cifras
es multiplo de 25 (propiedad). Podemos observar que, si un nimero es divisible por
25, también lo sera por 5 puesto que al nimero 25 lo podemos escribir de la forma
25=5.5 (procedimiento). Esto implica que un nimero que posea los dos ultimos digitos
gue sean divisibles por 25, también lo sera por 5; es asi que podemos considerar un
namero cualquiera de la forma ab25, siendo a y b nimeros enteros. En particular

podemos considerar los nimeros 1225y el 3425.

e Sijtuacion Problematica 22

22. Escriban una cifra en cada casilla para que el nimero resulte divisible por 3.
2.1 174 1 18

En el problema tenemos una lista de tres nUmeros a los cuales les hace falta
un digito, en una determinada posicién y solicita completarla con un digito para que

dicho nimero sea divisible por 3.
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Resolucion:

Si leemos el problema, se tiene tres nimeros de los cuales una o0 mas de las
cifras de cada nimero es desconocida, pero la condicién para completar el espacio en
blanco con una cifra en particular es que debe cumplir que dicho nimero tiene que ser
divisible por 3. Para empezar a resolver dicha situacion problematica, recurrimos a la
siguiente definicion de divisible y al criterio de divisibilidad por 3, que expresan: “Si a y
b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o
factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un nimero
entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), un nimero entero
es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3”. (Propiedad)

Valiéndonos de lo definido anteriormente, tenemos que el primer nimero a
completar es 2_1. Como se observa es un solo espacio en blanco a completar, siendo
asi que tenemos 10 posibles numeros que pueden ocupar ese lugar, ellos son 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8y9 (**). Pero como la condicién es que sea divisible por 3, usando el
criterio mencionado (*) (argumentacion) tenemos que la suma de las cifras debe ser
multiplo de 3 y como solo tenemos un lugar que representa una cifra a determinar,
llamando convenientemente a dicha cifra como X, se debe cumplir que 2+X+1=3+X
(procedimiento) sea un multiplo de 3. Planteando la situacion como una igualdad
tenemos la siguiente posibilidad, 3+X=3.c, con ¢ un numero entero.

Como tenemos que X solamente puede valer uno de los dados en (**), es asi
gque tenemos (procedimientos):

Si X=0, tenemos que 3+0=3

Si X=1 tenemos que 3+1=4

Si X=2, tenemos que 3+2=5

Si X=3, tenemos que 3+3=6

Si X=4, tenemos que 3+4=7

Si X=5, tenemos que 3+5=8

Si X=6, tenemos que 3+6=9

Si X=7, tenemos que 3+7=10

Si X=8, tenemos que 3+8=11

Si X=9, tenemos que 3+9=12

Considerando todas las posibilidades que escribimos y analizando las
igualdades, notamos que en los casos en los cuales X=1, X=2, X=4, X=5, X=7 y X=8,
los resultados de la suma dan un numero positivo que no es mdltiplos de 3
(argumentacion). Cuestion que cambia cuando consideramos los niumeros X=0, X=3,

X=6 y X=9, en estos casos al dar como resultado 3, 6, 9 y 12 respectivamente, y
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aplicando el criterio de divisibilidad por 3 (*) (propiedad) tenemos que se verifica las
igualdades 3+0=3=3.1, 3+3=6=3.2, 3+6=9=3.3 y 3+9=12=3.4, resultando esos casos
divisibles por 3. Es asi que los nimeros buscados son 201, 231, 261y 291.

Con respecto al nimero 174 _, podemos razonar de la misma forma que en el
caso anterior. Llamando X a la cifra buscada, siendo el mismo un valor de la lista (**) y
utilizando el criterio de divisibilidad por 3, tenemaos que la suma de sus cifras origina la
cuenta 1+7+4+X=12+X (procedimientos), teniendo como resultado un mdaltiplo de 3.
Planteando la situacion como una igualdad tenemos la siguiente posibilidad, 12+X=3.c,
con ¢ un numero entero

Es asi que considerando los valores que puede asumir X de la lista (*) y
realizando la diferencia entre las cifras ubicadas en los lugares pares e impares,
tenemos que (procedimientos):

Si X=0, tenemos que 12+0=12

Si X=1, tenemos que 12+1=13

Si X=2, tenemos que 12+2=14

Si X=3, tenemos que 12+3=15

Si X=4, tenemos que 12+4=16

Si X=5, tenemos que 12+5=17

Si X=6, tenemos que 12+6=18

Si X=7, tenemos que 12+7=19

Si X=8, tenemos que 12+8=20

Si X=9, tenemos que 12+9=21

Considerando todas las posibilidades que escribimos y analizando las
igualdades, notamos que en los casos donde X=1, X=2, X=4, X=5, X=7 y X=8, los
resultados de la suma dan un nUmero positivo que no son mdltiplos de 3
(argumentacion). Cuestidon que cambia cuando consideramos los nimeros X=0, X=3,
X=6 y X=9, en estos casos al dar como resultado 12, 15, 18 Y 21 respectivamente, y
aplicando el criterio de divisibilidad por 3 (*) (propiedad) tenemos que se verifica las
igualdades 12=3.4, 15=3.5, 18=3.6 Y 21=3.7, resultando esos casos divisibles por 3.
Es asi que los nUmeros buscados son 1740, 1743, 1746 y 1749.

En cuanto al numero _1 18, la cuestibn cambia con respecto a los parrafos
anteriores, porque ahora tenemos dos espacios en blanco donde se deben completar
con una cifra de la lista (*). Para este caso, llamamos X al lugar de la decena de mil e
Y al lugar de la centena, siendo ambos un valor de la lista (*), donde ahora obtenemos
el numero X1Y18. Utilizando el criterio de divisibilidad por 3, tenemos que la suma de
todos los digitos es X+1+Y+1+8=X+Y+1+1+8=X+Y+10=3.c, con ¢ entero

(procedimiento). A diferencia de los casos anteriores, ahora tenemos dos nameros, X
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e Y que asumen cualquier valor de la lista (*) y que pueden verificar que el niamero
X1Y18 cumpla que de como resultado un nimero multiplo de 3.
Consideremos la siguiente tabla donde anotamos todas las posibilidades que

se dan al sumar X e Y:

Y

+ o012 |3 ]4]|5]|6 7| 8 9
0012 |3 |4 |5]|6 7 | 8 9
1112 |3 |4 5|6 |7 8 | 9 |10
212, 3|4 |5 6 718 |9 10|11
313/ 4|56 718 |9 |10|11 ] 12

4 14| 5 | 6 7 8 9 (10| 11|12 | 13
X 55/ 6 |7 8 9 10|11 |12 |13 | 14
6 |6 7 | 8 9 10| 11|12 |13 |14 | 15
717,89 (10|11 |12 |13 | 14| 15| 16

8 |8/ 9 |10 |11 |12 |13 |14 | 15| 16 | 17
9191011 12|13 |14 15|16 |17 | 18

Observando la tabla, notamos que existen hiumeros que se van repitiendo a lo
largo de toda la misma, es asi que usando la propiedad conmutativa de la suma en
nameros naturales (argumentacion), tenemos que X+Y+10 = Y+X+10, no obstante, el
0 en la decena de mil originaria un namero de cuatro cifras. Observando la tabla,
podemos denotar que la suma de los nimeros X e Y da como resultado un nimero
que es mayor o igual a 0 y menor o igual a 18. Esto nos conduce a razonar que la
suma X+Y+10 es un nimero mayor o igual a 10 y menor o igual a 28, en los cuales se
encuentran los numeros 12, 15, 18, 21, 24 y 27 que son divisibles por 3.

Considerando los casos anteriores, las posibilidades son:

Para el caso que la suma de coémo resultado 12 (procedimiento):

Si X=1, Y=1, tenemos el nimero 11118. En el cual por (*) 1+1+1+1+8=12

Si X=0, Y=2, tenemos el numero 1218. En el cual por (*), 1+2+1+8=12

Si X=2, Y=0, tenemos el nimero 21018. En el cual por (*), 2+1+0+1+8=12

Para el caso que la suma de cédmo resultado 15 (procedimiento):

Si X=0, Y=5, tenemos el nimero 1518. En el cual por (*), 1+5+1+8=15.

Si X=1, Y=4, tenemos el numero 11418. En el cual por (*), 1+1+4+1+8=15.
Si X=2, Y=3, tenemos el numero 21318. En el cual por (*), 2+1+3+1+8=15
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Si X=3, Y=2, tenemos el nimero 31218.
Si X=4, Y=1, tenemos el niumero 41118.
Si X=5, Y=0, tenemos el nimero 51018.

En el cual por (*), 3+1+2+1+8=15
En el cual por (*), 4+1+1+1+8=15
En el cual por (*), 5+1+0+1+8=15

Para el caso que la suma de como resultado 18 (procedimiento):
Si X=0, Y=8, tenemos el numero 1818. En el cual por (*) 1+8+1+8=18

Si X=1, Y=7, tenemos el numero 11718.
Si X=2, Y=6, tenemos el nimero 21618.
Si X=3, Y=5, tenemos el nimero 31518.
Si X=4, Y=4, tenemos el nUmero 41418.
Si X=5, Y=3, tenemos el nimero 51318.
Si X=6, Y=2, tenemos el nimero 61218.
Si X=7, Y=1, tenemos el nimero 71118.

Si X=8, Y=0, tenemos el nimero 81018.

En el cual por (*) 1+1+7+1+8=18
En el cual por (*) 2+1+6+1+8=18
En el cual por (*) 3+1+5+1+8=18
En el cual por (*) 4+1+4+1+8=18
En el cual por (*) 5+1+3+1+8=18
En el cual por (*) 6+1+2+1+8=18
En el cual por (*) 7+1+1+1+8= 18
En el cual por (*) 8+1+1+8=18

Para el caso que la suma de como resultado 21 (procedimiento):

Si X=2, Y=9, tenemos el nimero 21918.
Si X=3, Y=8, tenemos el niumero 31818.
Si X=4, Y=7, tenemos el nUmero 41718.
Si X=5, Y=6, tenemos el numero 51618.
Si X=6, Y=5, tenemos el nimero 61518.
Si X=7, Y=4, tenemos el niumero 71418.
Si X=8, Y=3, tenemos el nimero 81318.
Si X=9, Y=2, tenemos el nUmero 91218.

En el cual por (*) 2+1+9+1+8=21
En el cual por (*) 3+1+8+1+8=21
En el cual por (*) 4+1+7+1+8=21
En el cual por (*) 5+1+6+1+8=21
En el cual por (*) 6+1+5+1+8=21
En el cual por (*) 7+1+4+1+8=21
En el cual por (*) 8+1+3+1+8=21
En el cual por (*) 9+1+2+1+8=21

Para el caso que la suma de coémo resultado 24 (procedimiento):

Si X=5, Y=9, tenemos el niumero 51918.
Si X=6, Y=8, tenemos el niumero 61818.
Si X=7, Y=7, tenemos el nUmero 71718.
Si X=8, Y=6, tenemos el nUmero 81618.
Si X=9, Y=5, tenemos el numero 91518.

En el cual por (*) 5+1+9+1+8=24
En el cual por (*) 6+1+8+1+8=24
En el cual por (*) 7+1+7+1+8=24
En el cual por (*) 8+1+6+1+8=24
En el cual por (*) 9+1+5+1+8=24

Para el caso que la suma de como resultado 27 (procedimiento):

Si X=8, Y=9, tenemos el nUmero 81918.
Si X=9, Y=8, tenemos el numero 91818.

En el cual por (*) 8+1+9+1+8=27
En el cual por (*) 9+1+8+1+8=27
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Es asi que completando convenientemente la cifra de la decena de mil y la
centena del nimero _1 18, los numeros que verifican que son divisibles por 3 son
11118, 1218, 21018, 1518, 11418, 21318, 31218, 41118, 51018, 1818, 11718, 21618,
31518, 41418, 51318, 61218, 71118, 81018, 21918, 31818, 41718, 51618, 61518,
71418, 81318, 91218, 51918, 61818, 71718, 81618, 91518, 81918y 91818

e Sijtuacion Problemaética 23

23. Agreguen las cifras que faltan a los nimeros para que resulten divisibles por 3 y
por 4 simultAineamente. Busquen todas las soluciones posibles.
52 1.8

En el problema tenemos una lista de tres nimeros a los cuales les hace falta
un digito, en una determinada posicion y solicita completarla con un digito para que

dicho numero sea divisible por 3 y 4 simultaneamente.

Resolucion:

Si leemos el problema, se tiene dos numeros de los cuales una de las cifras
de cada numero es desconocida, pero la condicion para completar el espacio en
blanco con una cifra en particular es que debe cumplir que dicho nimero tiene que ser
divisible por 3 y 4 a la vez. Para empezar a resolver dicha situacién problematica,
recurrimos a la siguiente definicion de divisible, al criterio de divisibilidad por 3 y 4, que
expresan: “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker),
un numero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3”.
(Propiedad) y un namero entero es divisible por 4 si y solo si las dos ultimas cifras
forman un nimero que es multiplo de 4 (propiedad).

Valiéndonos de lo definido anteriormente, tenemos que el primer numero a
completar es 52_. Como se observa es un solo espacio en blanco a completar, siendo
asi que tenemos 10 posibles nimeros que pueden ocupar ese lugar, ellos son 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8y9 (**). Pero como la condicidn es que sea divisible por 3 y 4, usando
los criterios mencionados (argumentacion) tenemos que la suma de las cifras debe ser
multiplo de 3 y los dos Ultimos numeros deben ser un multiplo de 4, como solo
tenemos un lugar que representa una cifra a determinar, llamando convenientemente a
dicha cifra como X, se debe cumplir que 5+2+X=7+X (procedimiento) sea un multiplo

de 3 y a la vez 2X debe ser un mdltiplo de 4. Planteando la situacion como una
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igualdad tenemos la siguiente posibilidad, 7+X=3.c y 2X=4d, con ¢ y d numeros
enteros.

Como tenemos gue X solamente puede valer uno de los dados en (**), es asi
que tenemos (procedimientos):

Si X=0, tenemos que 5+2+0=7, siendo los dos ultimos nimeros 20

Si X=1 tenemos que 5+2+1=8, siendo los dos ultimos numeros 21

Si X=2, tenemos que 5+2+2=9, siendo los dos ultimos nameros 22

Si X=3, tenemos que 5+2+3=10, siendo los dos ultimos nameros 23

Si X=4, tenemos que 5+2+4=11, siendo los dos ultimos numeros 24

Si X=5, tenemos que 5+2+5=12, siendo los dos ultimos nimeros 25

Si X=6, tenemos que 5+2+6=13, siendo los dos ultimos nimeros 26

Si X=7, tenemos que 5+2+7=14, siendo los dos ultimos nameros 27

Si X=8, tenemos que 5+2+8=15, siendo los dos ultimos nameros 28

Si X=9, tenemos que 5+2+9=16, siendo los dos ultimos nimeros 29

Considerando todas las posibilidades que escribimos y analizando las
igualdades, notamos que en los casos en los cuales X=0, X=1, X=3, X=4, X=6, X=7y
X=9, los resultados de la suma dan un nimero positivo que no es mdultiplos de 3
(argumentacion). Cuestion que cambia cuando consideramos los nimeros X=2, X=5,
X=8, en estos casos al dar como resultado 9, 12 y 15 respectivamente, y aplicando el
criterio de divisibilidad por 3 (*) (propiedad) tenemos que se verifica las igualdades
7+2=9=3.3, 7+5=12=3.4 y 7+8=15=3.5, resultando esos casos divisibles por 3. Si
ahora consideramos que ademas debe ser divisible por 4, tenemos que la Unica
posibilidad es el caso de X=8, siendo el nimero buscado el 528.

Con respecto al numero 1_8, podemos razonar de la misma forma que en el
caso anterior. Llamando X a la cifra buscada, siendo el mismo un valor de la lista (**) y
utilizando el criterio de divisibilidad por 3 y 4, tenemos que la suma de sus cifras
origina la cuenta 1+X+8=3.c y X8=4.d con c y d niUmeros enteros

Es asi que considerando los valores que puede asumir X de la lista (*) y
realizando la diferencia entre las cifras ubicadas en los lugares pares e impares,
tenemos que:

Si X=0, tenemos que 1+0+8=9, siendo los dos ultimos nameros 08

Si X=1, tenemos que 1+1+8=10, siendo los dos ultimos nameros 18

Si X=2, tenemos que 1+2+8=11, siendo los dos ultimos nimeros 28

Si X=3, tenemos que 1+3+8=12, siendo los dos ultimos niumeros 38

Si X=4, tenemos que 1+4+8=13, siendo los dos ultimos nimeros 48

Si X=5, tenemos que 1+5+8=14, siendo los dos ultimos nimeros 58

Si X=6, tenemos que 1+6+8=15, siendo los dos ultimos nimeros 68
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Si X=7, tenemos que 1+7+8=16, siendo los dos ultimos numeros 78

Si X=8, tenemos que 1+8+8=17, siendo los dos ultimos nameros 88

Si X=9, tenemos que 1+9+8=18, siendo los dos ultimos nimeros 89

Considerando todas las posibilidades que escribimos y analizando las
igualdades, notamos que en los casos donde X=1, X=2, X=4, X=5, X=7 y X=8, los
resultados de la suma dan un namero positivo que no es multiplos de 3
(argumentacion). Cuestion que cambia cuando consideramos los nimeros X=1, X=3,
X=6 y X=9, en estos casos al dar como resultado 9, 12, 15 y 18 respectivamente, y
aplicando el criterio de divisibilidad por 3 (*) (propiedad) tenemos que se verifica las
igualdades 1+0+8=9=3.3, 1+3+8=12=3.4, 1+6+8=15=3.5 y 1+9+8=18=3.6, resultando
esos casos divisibles por 3. Si ahora consideramos que ademas debe ser divisible por
4, tenemos que las posibilidades son para los casos X=0 y X=6, siendo los nimeros

en cuestion 108 y 168.

e Sijtuacion Problematica 24

24. Verifiquen que los siguientes niumeros sean multiplos de 3: 3183; 1932; 216.456
¢spueden modificar en cada caso solo una de sus cifras para que también sea

multiplos de 9?

El problema consiste en dada una lista de nimeros, verificar si los mismo son
multiplos de 3. Posteriormente modificarlos para que sean divisibles por 9, en el caso

que sea posible.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacion problematica, recurrimos al siguiente
enunciados “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, siy solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (*)(Concepto del libro aritmética de M.
Becker) considerando el enunciado anterior, escribimos cada namero como mdltiplo de
3, esto es 3183=3.1061, 1932=3.644 y 216456=3.72152.

Como ademas se debe modificar un digito de cada numero para que sea
multiplo de 9; considerando el enunciado (*) el criterio de divisibilidad por 9 que
expresa que un numero es divisible por 9 si y solo la suma de sus digitos es un
multiplo de 9, tenemos que para el caso del numero 3183, 3+1+8+3=15
(procedimiento), modificando convenientemente el nimero 3 por el 6 tenemos
6+1+8+3=18 y 18 es mdltiplo de 9, con lo cual el nUmero 6183=9.687. Considerando el

mismo procedimiento para el demas numero, tenemos que sumando las cifras del
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namero 1932 es 1+9+3+2-=15, modificando el nimero 2 por el 5 tenemos1+9+3+5-
=18 y 18 es multiplo de 9, con lo cual el nimero 1935=9.215. En el caso del nimero
216456, tenemos que 2+1+6+4+5+6=24, modificando el Gltimo ndmero por 9 resulta
2+1+6+4+5+9=27 y 27 es multiplo de9, resultando 216459=9.24051

e Sijtuacion Problemaética 25

25. Calculen:
Dcm(24,68) dcm(204, 216, 84) dcm(-18, 8) dcm(17, -7)

El enunciado del ejercicio solicita determinar el maximo comun divisor de

cuatro grupos niimeros

Resolucion:

Como el enunciado solicita determinar el maximo comun divisor de diversos
grupos de numeros enteros, consideramos lo siguiente: “Dados dos numeros naturales
ay b, el mayor de sus divisores positivo sera llamado el maximo comun divisor (mcd)
de ay by lo denotaremos como (a;b) (Concepto del libro aritmética de M. Becker)”.
“Como el maximo comun divisor (mcd) es el tinico niamero natural d que satisface que
es divisor de ay b ala vez y que d es un mdltiplo de todos los divisores comunes de a
y de b (Concepto del libro aritmética de M. Becker), también cumple que d es igual al
producto de los factores primos comunes elevados al menor exponente natural (*).

Para poder utilizar lo definido anteriormente debemos determinar los factores
primos de cada namero, para ello nos valemos de la definicion que expresa que si a 'y
b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o
factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un niamero
entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), también del
Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que “todo nimero entero distinto
de 0 puede descomponerse como el producto de +1 o -1 por factores primos positivos.
Esta descomposicion es Unica, salvo el orden y los signos de los factores (concepto
del libro) donde tenemos que un nimero natural a mayor que 1, se dice primosily a
son sus Unicos divisores positivos y donde tenemos que a es primo si y solo si —a
también lo es” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), es asi que considerando

todos los nimeros propuesto por el ejercicio y hacemos lo siguiente:
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24|12 682 204|2 2162 842
12/12 342 10212 1082 422
62 17|17 513 542 213
3|3 1 17|17 273 7|7
1 1 9|3 1
3|3
Factorizacion: 1

Factorizacion:
204 = 2.2.3.17 = 22,31, 171
216 = 2.2.2.3.3.3 = 23.3%
84 =2.2.3.7=223.71

24=2223=2331
68 = 2.2.17 = 22.17

-18(2 8|2 17117 -7|7
9|3 412 1 1
-3(3 2|2

-1 1 Factorizacion:

17 =17 = 171
—7=-1.7=-17"

Factorizacion:
—18 = —-1.2.3.3 = —1.21.32
8=222=23

Para esto tuvimos en cuenta que:
-Un numero entero es divisible por 2 si las cifras de las unidades es 0 o par
(propiedad).
-Un nuimero entero es divisible por 3 siy solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3.
(Propiedad)
-Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5 (propiedad).
-Un numero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nUmero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (Propiedad).
-Un ndamero es divisible por 17 cuando separando la primera cifra de la unidad,
multiplicandola por 5, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi
sucesivamente, da cero o multiplo de 17(propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n niUmeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)
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Como ya contamos con la factorizacion de cada numero de cada item, ahora
nos resta determinar el maximo comun divisor de cada grupo. Pero como nos
encontramos con ndmeros enteros de distintos signos, recurrimos a la propiedad que

expresa que dados dos numeros enteros a y b se cumple que mcd(a,b) =

mcd(|a , |b|) (**)) (Concepto del libro aritmética de M. Becker pag. 31.). Donde las

barras | | Simbolizan el valor absoluto de un nimero. Razén por la cual la definicién

que ocuparemos es: el valor absoluto de un nimero, x|, es el mismo numero X,
siempre y cuando X sea mayor o igual a cero y es —x siempre y cuando el nimero x
sea menor estricto que cero.

Es asi que la factorizacion de los numeros 24 y 68 es
24 =2223=233'y 68 =12217 = 22.17, valiendonos de la definicion de mcd que
diéramos al comienzo del ejercicio (*) el mcd(24,68) = 22 = 4 (procedimiento). Siendo
el maximo comun divisor de 24 y 68, el nUmero 4.

Considerando el mismo procedimiento para los demas casos, tenemos que
en cuanto a los niumero 204, 216 y 84, tenemos que la factorizacion de todos ellos es
204 = 2.2.3.17 = 22.3%.17%, 216 = 2.2.2.3.3.3 = 23.32 y 84 = 2.2.3.7 = 22.31. 72, siendo
el mcd(204,216,84) = 22.3! = 12 (procedimiento). Siendo el maximo comun divisor de
204, 216 y 84, el nUmero 12.

Con respecto a los numeros -18 y 8, su factorizacion es —18 = —1.2.3.3 =
—1.21.32 y 8 =2.2.2 =23, valiéndonos de la definicion de mcd que diéramos al

comienzo del ejercicio (*) y la propiedad (argumento) anterior (**), tenemos que |-

)

18/=18'y [8|=8 y el mcd(| — 18/, |8]) = mcd(18,8) = 2 (procedimiento). Siendo el
maximo comun divisor de -18 y 8, el nimero 2.
En cuanto 17 y -7, aplicando el mismo procedimiento que en el caso anterior,

tenemos que a dichos ndmeros, los podemos escribir 17=17* y -7=-1.71, usando la

definicion de mcd (*) y la propiedad (**) (argumento), tenemos que mcd(\ 171,

7|) =mcd(17,7) = 1 (procedimiento). Siendo el méximo comun divisor de 16, -28 y

20, el nimero 4.

e Situacién Problematica 26

26. La abuela Juana tiene dos nietos, Paula y Gustavo. Paula visita a su abuela cada
3 dias y Gustavo la visita cada 4 dias. Los dos se encontraron en lo de Juana el dia

31 de mayo, ¢en cuantos dias mas volveran a encontrarse?
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La situacion problematica tiene un contexto donde intervienen dos nietos que
visitan a su abuela y que cada cierto tiempo se encuentran. Como lo hacen a
intervalos de tiempo regulares, solicita determinar en qué momento vuelven a

encontrarse.

Resolucion:

El enunciado del problema manifiesta que dos nietos van a visitar a su abuela
cada cierto tiempo y coinciden en un determinado dia. Paulo va cada 3 dias, Gustavo
cada 4 dias y coincidieron el 31 de mayo. Como cada cierto tiempo se coinciden, hay
gue determinar el momento siguiente dia en que lo volveran a coincidir. Es asi, que
debemos determinar el minimo comun multiplo de 18 y 30 para saber en qué momento
volveran a cruzarse a partir de la Gltima vez que se cruzaron. Para ello definimos lo
siguiente: “Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comun multiplo
(mcm) de ay b como el menor de sus mdultiplos comunes, que denotaremos como
(a;b) (Concepto del libro aritmética de M. Becker)”. “Como el minimo comun mdultiplo
(mcm) es el tnico nimero natural m que satisface que es multiplode ay b a lavez,y
que m es multiplo de todos los multiplos de a y de b (Concepto del libro aritmética de
M. Becker), cumple que m no es otra cosa que el producto de los factores primos de a
y b elevados al mayor (*)

Ahora, valiendo de la definicidn que expresa que si a y b son nimeros enteros
y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un
multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c”
(Concepto del libro aritmética de M. Becker), Teorema Fundamental de la Aritmética
que expresa que “todo numero entero distinto de 0 puede descomponerse como el
producto de +1 o -1 por factores primos positivos. Esta descomposicion es Unica, salvo
el orden y los signos de los factores (concepto del libro) donde tenemos que un
namero natural a mayor que 1, se dice primo si 1 y a son sus Unicos divisores positivos
y donde tenemos que a es primo si y solo si —a también lo es” (Concepto del libro

aritmética de M. Becker), escribimos a los 3 y 4 de la siguiente forma:

33 4|2
1 22
1
Factorizacion: 3=3=31 4=22=2°

Para esto tuvimos en cuenta que:
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-Un numero entero es divisible por 2 si las cifras de las unidades es 0 o par
(propiedad).

-Un namero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3.
(Propiedad)

-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)

Propiedad de potencia:

-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como a los nimeros 3 y 4 los podemos escribir de la forma 3=32? y 4=22,
utilizando lo definido en (*), tenemos que el mcm de dichos nUmeros es mem|[3,4] =
3.22 =12

Como los numeros 3 y 4 estan expresados en dias, esto implica que el mcm
también lo esta. Con lo cual, si el 31 de mayo coincidieron, eso significa que a los 12

dias volveran a coincidir, esto es el 12 de junio

e Sijtuacion Problematica 27

27. Escriban diez mdltiplos de 5 y diez multiplos de 13.

La situacion problematica consiste en escribir multiplos de dos numeros
distintos.
Resolucioén:

Como en el problema se solicita determinar diez multiplos del numero 5 y diez
del nimero 13, recurrimos al enunciado que expresa “los multiplos de un nimero
entero a se obtienen multiplicando a por cualquier niumero entero”, es asi que
considerando como a=5, multiplicamos al nidmero 5 por nimero enteros cualesquiera
(procedimiento), obteniendo -20, -10, -5, 5, 10, 15, 20, 25, 30 y 35. De igual forma
para el caso del nimero 13, tenemos que si a=13, obtenemos -26, -13, 13, 26, 39, 52,
65, 78,91y 104.

e Sijtuacion Problemaéatica 28

28. Analicen los siguientes conjuntos de nimeros e indiquen, en cada caso, de que
namero entero son multiplos.

., -16,-12,-8,-4,0, 4, 8, 12, 16, 20, ...

...,100, -10, 90, -40, -20, 0, 220, 1000, ...

..., 28, .56, 0, 168, -112, 84, -84
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El problema consiste en dada una lista de numeros, determinar el nUmero del

cual son multiplos.

Resolucion:

Como se trabajara con multiplos de un ndmero, utilizamos el enunciado que
expresa que “Si a y b son numeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide
a b, aes divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker),
con lo cual a cada ndmero de la lista lo expresamos como el producto de un niumero
por otro. Como es posible observar, en la primera lista los nimeros estan ordenados
del menor al mayor, sin embargo, en las otras dos listas no, entonces los ordenaremos
del menor al mayor. Esta ordenacion la realizamos con el fin de facilitar lo solicitado
por el ejercicio. Resultando todo: .., -16, -12, -8, -4, 0, 4, 8, 12, 16, 20, ..., ;...,- 40, -20,
-10, 0, 90, 100, 220, 1000...vy ..., -112, -84, 0, 28, 56, 84, 168...

Con respeto a la lista .., -16, -12, -8, -4, 0, 4, 8, 12, 16, 20, ..., considerando el
criterio de divisibilidad por 4 que expresa que un nimero es divisible por 4 si y solo si
sus ultimas cifras es mdltiplo de 4, podemos observar que todos los nidmeros son
multiplos de 4, esto significa que a cada numero podemos escribirlo de la forma -
16=4.-4, -12=4.-3, -8=4.-2, -4=4.-1, 0=4.0, 4=4.1, 8=4.2, 12=4.3, 16=4.4 y 20=4.5,
(procedimiento) resultando que los numeros son multiplos del numero 4.

En el caso de la lista;...,- 40, -20, -10, 0, 90, 100, 220, 1000..., considerando
la regla de divisibilidad por 10 que expresa que un numero es divisible por 10 si sus
tltimas cifra es 0,podemos observar que todos los nimeros tienen por ultimo ndmero
al cero, esto implica que a cada numero podemos escribirlo de la forma — 40=10.-4, -
20=10.-2, -10=10.-1, 0=10.0, 90=10.9, 100=10.10, 220=10.22 y 1000=10.100

(procedimiento) resultando que los nimeros son multiplos del nimero 10.

e Sijtuacion Problematica 29

29. Calculen: mem(12, 16); mcm (-15, 20); mcm(4,7,14); mem(-5,1)

En este problema, basicamente solicita el mcm de una lista de numero
enteros.
Resolucion:

Como debemos calcular el minimo comun madaltiplo-mcm, consideremos la
siguiente definicion:

Dada la factorizacion de cada nimero, consideramos que dados dos numeros

naturales a y b, definimos el minimo comun multiplo (mcm) de ay b como el menor de
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sus multiplos comunes, que denotaremos como /a;b/ (Concepto del libro aritmética de
M. Becker). Como el minimo comin mdltiplo (mcm) es el Gnico niamero natural m que
satisface que es multiplo de a y b a la vez, y que m es multiplo de todos los multiplos
de a y de b (Concepto del libro aritmética de M. Becker), cumple que m no es otra
cosa que el producto de los factores primos de a y b elevados al mayor exponente (*).

Para poder utilizar lo definido anteriormente debemos determinar los factores
primos de cada namero, para ello nos valemos de la definicion que expresa que siay
b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o
factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un niamero
entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), también del
Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que “todo numero entero distinto
de 0 puede descomponerse como el producto de +1 o -1 por factores primos positivos.
Esta descomposicion es Unica, salvo el orden y los signos de los factores (concepto
del libro) donde tenemos que un nimero natural a mayor que 1, se dice primosily a
son sus Unicos divisores positivos y donde tenemos que a es primo si y solo si —a
también lo es” (Concepto del libro aritmética de M. Becker), es asi que considerando

todos los nimeros propuesto por el ejercicio y hacemos lo siguiente:

12|12 16|2 -15|3 202 412 77 14|12 -5|5
62 82 5|5 10|12 2|2 1 717 -1
33 412 -1 5|5 1 1
1 212 1
1
Factorizacion:
12 =223 =22%31 16 =2.2.2.2 = 24
—15=-1.3.5=—-1. 31,51 20 = 2.2.5 = 22,51
4=22= 22 7=71 14 =27=21L71

-5=-15=-1.51
Para esto tuvimos en cuenta que:
-Un numero entero es divisible por 2 si las cifras de las unidades es 0 o par
(propiedad).
-Un namero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es maltiplo de 3.
(Propiedad)
-Un numero es divisible por 5 cuando termina en 0 o 5 (propiedad).
-Un nuamero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las

unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7 (Propiedad).
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-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-El producto de potencias de igual base se suma los exponentes

-Todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como ya contamos con la factorizacién de cada nimero, valiéndonos de lo
definido en (*), tenemos que

Considerando primero los nimeros 12 y 16 tenemos que 12 = 2.2.3 =22.31 y
16 = 2.2.2.2 = 2* (procedimiento), siendo el mem[12, 16] = 2%.3! = 16.3 = 48

Consideramos ahora los nimeros -15 y 20. Como podemos observar, a
diferencia del caso anterior, los nimeros son de distinto signos. Para este caso
utilizamos la propiedad que expresa que mcm[a,b] = mcm[ —a,—b] = mcm[ — a,b] =
mcm[a, —b](**) (propiedad). Considerando la factorizacion de cada uno, esto es
—15=-1.3.5=-1.3L5% y 20 =2.2.5 =22.5! (procedimiento),, siendo el mcm[—
15,20] = 22.31.51 =4.3.5 = 60

Considerando primero los nimeros 4, 7y 14 tenemos que 4 = 2.2 = 22,7 =
7'y 14 = 2.7 = 21.71 (procedimiento), siendo el mcm[4,7,14] = 22.71 = 4.7 = 28

Por ultimo, considerando los nimeros -5y 1y la propiedad (**) tenemos que -
5=-15y1=1.1, mecm[—5,1]=5L1=5

e Sijtuacion Problemaéatica 30

30. Indiquen si la siguiente proposicion es verdadera o falsa. Justifiquen la respuesta.

“Todos los multiplos de 4 son multiplos de 2”

El problema consiste en dada una lista de niameros, determinar aquellos que

son primos.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacién problematica, recurrimos al siguiente
enunciado, si a y b son niumeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si
existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M.
Becker),razon or lo cual si dado un nimero b que es multiplo de 4, entonces b es de la
forma b=4.c, con ¢ un namero entero, pero como sabemos el nimero 4=2.2, es asi

que tenemos b=2.2.c y como 2.c es un nuamero entero, significa que 2.c=d con d
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entero. Por lo cual tenemos que b=4.c=2.2.c=2.d, demostrando que b=2.d, o sea b es

multiplo de 2.

e Sijtuacion Problematica 31

31. La luz de un faro destella cada 8 segundos; la luz de otro cercano, cada 10
segundos y la de un tercer faro, cada 15 segundos. Si a las 8h destellan juntos, ¢a

qué hora volveran a hacerlo simultaneamente?

La situacidn problematica tiene un contexto donde intervienen tres faros que
destellan a intervalos de tiempo distinto y que cada cierto tiempo lo hacen juntos.
Como lo hacen a intervalos de tiempo regulares, solicita determinar en qué momento

vuelven a destellar juntos.

Resolucion:

El enunciado del problema manifiesta que tres faros destellan a intervalos de
tiempos distintos y de forma regular, siendo que el ler faro destella cada 8 segundos,
el 2do cada 10segundos y el 3ro cada 15segundos. Como cada cierto tiempo destellan
de forma conjunto, hay que determinar el momento en que volveran a coincidir. Es asi,
que debemos determinar el minimo comdn multiplo de 8, 10 y 15 para determinar en
qué momento volveran a coincidir a partir de la Gltima vez que lo hicieron. Para ello
definimos lo siguiente: “Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo
comudn multiplo (mcm) de a y b como el menor de sus mdultiplos comunes, que
denotaremos como (a;b) (Concepto del libro aritmética de M. Becker)”. “Como el
minimo comun mdaltiplo (mcm) es el Gnico ndmero natural m que satisface que es
multiplo de a y b a la vez, y que m es multiplo de todos los mdltiplos de ay de b
(Concepto del libro aritmética de M. Becker), cumple que m no es otra cosa que el
producto de los factores primos de ay b elevados al mayor exponente (*)

Ahora, valiendo de la definiciébn que expresa que si a y b son nimeros enteros
y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un
multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c”
(Concepto del libro aritmética de M. Becker), Teorema Fundamental de la Aritmética
que expresa que “todo numero entero distinto de 0 puede descomponerse como el
producto de +1 o -1 por factores primos positivos. Esta descomposicion es Unica, salvo
el orden y los signos de los factores (concepto del libro) donde tenemos que un
namero natural a mayor que 1, se dice primo si 1 y a son sus Unicos divisores positivos
y donde tenemos que a es primo si y solo si —a también lo es” (Concepto del libro

aritmética de M. Becker), escribimos a los numeros 8, 10 y 15 de la siguiente forma:
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8|2 10|12 15|3
4|2 55 5|5
2|2 1 1
1
Factorizacion: 8=222=2%3 10=25=2151 15 = 3.5 = 3151

Para esto tuvimos en cuenta que:
-Un numero entero es divisible por 2 si las cifras de las unidades es 0 o par
(propiedad).
-Un namero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es maltiplo de 3.
(Propiedad)
- Un namero es divisible por 5 siy solo si la cifra de las unidades es 0 o 5 (propiedad).
-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales (concepto)
Propiedad de potencia:
-el producto de potencias de igual base se suman los exponentes

-todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1(propiedades)

Como a los nimeros 8, 10 y 15 los podemos escribir de la forma 8=23; 10=2.5
y 15=3.5, utilizando lo definido en (*), tenemos que el mcm de dichos nimeros es
mcm[8,10,15] = 23.3.5 = 120

Como los nameros 8, 10 y 15 estan expresados en segundos, esto implica
que el mcm también lo est4. Con lo cual, si a las 8 hs destellaron juntos, eso significa
que a los 120 segundos volveran a coincidir, es decir a los 2 minutos, o sea a las 8.02
hs

e Sijtuacion Problemaéatica 32

32. Con las cifras 2, 3y 7, escriban un nimero que sea multiplo de 3, otro multiplo de

4 y otro multiplo de 9.

El problema consiste en dada una lista de nimeros, construir un namero que

sea multiplo de otros numeros.

Resolucion:

Para poder resolver esta situacion problematica, recurrimos a los siguientes
enunciados: si a y b son niimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a
b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si

existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del libro aritmética de M. Becker)
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y a los criterios de divisibilidad que expresan que un nimero entero es divisible por 3 si
y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3. (Propiedad), un nimero entero es
divisible por 4 si y solo si las dos ultimas cifras forman un nimero que es multiplo de
4 (propiedad) y un nimero entero es divisible por 9 si y solo si la suma de sus cifras es
multiplo de 9 (propiedad). Valiéndonos de lo enunciado (argumentacién), tenemos que
para que un numero sea divisible por 3, la suma de sus cifras debe ser un multiplo de
3, entonces la suma de los 2 y 7, esto es 2+7 =9 (procedimiento) es un mdultiplo de 3,
coma si también 2+3+7= 12. Esto significa que los nameros 27, 72, 237, 273, 327,
372, 723 y 732 son numeros multiplos de 3. Especificamente 27=3.9, 72=3.24,
237=3.79, 273=3.91, 327=3.109, 372=3.124, 723=3.241 y 732=3.244.

Si consideramos ahora que un numero es divisible por cuatro si sus ultimas
dos cifras es multiplo de 4, esto significa que los nimeros 32 y 732 son divisibles y a la
vez multiplos de 4. En particular tenemos que 32=4.8 y 732=4.183.

En cuando al criterio de divisibilidad por 9, tenemos que la suma de las cifras
debe ser un multiplo de 9, esto significa que los nimeros 27 y 72 son multiplos de 9
puesto que 2+7=9. En particular tenemos que 27=9.3 y 72=9.8

e Sijtuacion Problematica 33

33. Para su cumpleafios, Carlos recibi6é una caja de bombones. ¢ Cuantos bombones
habia en la caja? Pregunto Bruno.

Yo solamente recuerdo, dice Carlos, que habia menos de 100 y que cuando yo los
repartia en montones de 2 o en montones de 3 o en montones de 4 siempre me
sobraba uno, pero cuando los ponia en montones de 5 no sobraba ninguno, ¢ Cuantos

bombones recibié Carlos?

La situacion problemética tiene un contexto en particular en el cual se debe
determinar la cantidad de bombones que se le regalo a una persona. Dicha cantidad

cumple con determinadas condiciones.

Resolucion:

Al leer el enunciado del problema, podes observar que la cantidad de
bombones, llamémosle X, es un nimero que no es divisible por los nimeros 2, 3y 4.
Sin embargo si lo es por 5, lo cual implica que la cantidad X es un nimero multiplo de
5.

Como la cantidad X es un nimero menor a 100, tenemos que los nimeros
multiplos de 5 que son menores a 100 son: 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60,
65, 70, 75, 75, 80, 85, 90 y 95. Como se debe cumplir que no es divisible por 2,
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retiramos los niumeros que lo sean y entonces quedan los nimeros: 5, 15, 25, 35, 45,
55, 65, 75, 85 y 95. De esta ultima lista, debemos retirar los que sean multiplos de 3,
guedando los numeros: 5, 25, 35, 55, 65, 85 y 95. Ahora retiramos los que son
multiplos de 4, quedando los nimeros: 5, 25, 35, 55, 65, 85y 95.

Como ademéas tenemos la informacién que al dividir el nimero X por 2, 3y 4
sobraba un elemento, esto significa que ahora debemos considerar el o los nimeros
gue cumplan con esas condiciones, observando que los niumeros que cumplen que al
dividirlos por dichos nameros se obtiene por resto 1 son los nimeros 25 y 85. Siendo
estos la cantidad de bombones que pudo haber. Los enunciados que utilizamos para
realizar las operaciones fueron, si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero,
diremos que a divide a b, a es divisor o factor de b, b es un multiplo de a o
divisible por a, si y solo si existe un numero entero c, tal que b=a.c” (Concepto del
libro aritmética de M. Becker) y a los criterios de divisibilidad que expresan que un
namero entero es divisible por 3 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3.
(Propiedad), un numero es divisible por 2 siy solo si la cifra de las unidades es 0 o par
(propiedad) y un numero entero es divisible por 4 si y solo si las dos ultimas cifras

forman un nimero que es mdltiplo de 4 (propiedad).

4.2.4.5 Configuracion epistémica del sistema de préacticas de las resoluciones de
las situaciones probleméaticas

A continuacién, se esgrimen los objetos primarios y la red de relaciones
conceptuales involucradas en las funciones semiéticas que intervienen en el sistema

de précticas de las resoluciones de las situaciones problematicas.

e Lenguaje

-Expresion verbal: nUmero natural, nimero entero, divisible, maltiplo, divisor comun
mayor, dcm, divisor positivo, maltiplo comin menor, mcm, menores a cero, potencia,
exponentes, cifra, factorizarce, primo, compuesto

-Expresion simbdlica: digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, los signos de las operaciones

o [l

basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.” (Multiplicacion) y “/” (division), el signo

, los paréntesis (, ), corchetes [,], un nimero X,.

-Expresion tabular: tablas compuestas por nimeros.

e Situaciones-Problematicas

Se presentan los siguientes tipos de problemas:
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P:1 6. ¢, Cuantos divisores tiene un nimero?

P2, 1, 2,12, 19, 27, 28: ¢ Un nimero entero es multiplo de otro?

P, 4: ¢, Qué multiplos de un nimero son mayores y menores que otros nimeros?

P4, 3,5 710,12, 17: ¢ QUé nmero es divisor de otro nimero?

Ps 10: ¢ Qué nimero divide a otro nimero?

Ps,s: ¢, Qué condiciones cumplen los signos del producto de dos nimeros enteros?

Pz, 9,11, 20: ¢ Cudl es la factorizacién de un nimero?

Ps, 13: Dado un namero, ¢ Dicho niamero es primo?

Po, 15, 16, 21, 24: ¢,POr cual niamero es divisible otro niamero entero?

P10, 22.23: ¢ Por cudl cifra se debe completar un nimero para que sea divisible por otro?
P11, 250 ¢Cull es el maximo comun divisor de numeros enteros relativamente
pequefios?

P12, 20: ¢, Cual es el mcm de ndmeros relativamente pequefios?

P13, 26, 31: Dado un problema con un contexto, ¢ Cuél es el minimo comun multiplo?

P14, 33 Dado un problema con un contexto, ¢ Qué nimero es divisible por otro nimero?

e Conceptos
-Si a y b son nimeros enteros y a distinto de cero, diremos que a divide a b, a es
divisor o factor de b, b es un multiplo de a o divisible por a, si y solo si existe un
namero entero c, tal que b=a.c.
Los multiplos de un nimero entero a se obtienen multiplicando a por cualquier nimero
entero”
Un numero natural a mayor que 1, se dice primo si 1 y a son sus unicos divisores
positivos
a es primo si y solo si —a también lo es”
-Dos numeros naturales a y b, el mayor de sus divisores positivos comunes sera
llamado el maximo comun divisor de a y b, donde la notacion a utilizar sea (a; b).
Como el maximo comun divisor (mcd) es el Unico numero natural d que satisface que
es divisor de ay b a la vez y que d es un mdultiplo de todos los divisores comunes de a
y de b, también cumple que d es igual al producto de los factores primos comunes
elevados al menor exponente natural”.
-Dados dos numeros naturales a y b, definimos el minimo comdn mdaltiplo (mcm) de a
y b como el menor de sus multiplos comunes, que denotaremos como [a;b].
-Como el minimo comun mdltiplo (mcm) es el Unico niumero natural m que satisface
que es multiplo de ay b a la vez, y que m es multiplo de todos los mdltiplos de ay de b
cumple que m no es otra cosa que el producto de los factores primos de ay b

elevados al mayor exponente
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-El valor absoluto de un nimero x, |x|, es el mismo numero x, siempre y cuando X
sea mayor o igual a cero y es —x siempre y cuando el nUmero x sea menor estricto que
cero.

-a"=a.a.a...a, siendo a y n numeros naturales

e Proposiciones
-Todo nimero “b” es multiplo de 1
-Si un nimero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a
divide ab” y que “-a divide a —b”
Teorema Fundamental de la Aritmética que expresa que “todo numero entero distinto
de 0 puede descomponerse como el producto de +1 o -1 por factores primos positivos.
Esta descomposicion es Unica, salvo el orden y los signos de los factores.
-Un naimero entero es divisible por 2 si las cifras de las unidades es 0 o par
-Un namero entero es divisible por 3 siy solo si la suma de sus cifras es multiplo de 3”.
-Un namero entero es divisible por 4 si y solo si las dos ultimas cifras forman un
namero que es multiplo de 4.
-Un numero entero es divisible por 5 si y solo si las cifras de las unidades es 0 0 5.
-Un ndmero entero es divisible por 6 si es divisible por 2 y por 3.
- Un nimero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de las
unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7.
-Un namero entero es divisible por 9 si y solo si la suma de sus cifras es multiplo de 9.
-Un namero es divisible por 10 si y solo si las cifras de las unidades es 0.
-Un ntmero entero es divisible por 25 siy solo el nimero formado por las dos ultimas
cifras es multiplo de 25.
Mcm(a,b)=mcm(-a,-b)= mcm(-a,b)= mcm(a,-b)
-Un namero es divisible por 11 si la suma de las cifras ubicadas en los lugares pares
menos la suma de las ubicadas en los lugares impares es un multiplo de 11.
- Un namero es divisible por 13 cuando separando la cifra de la unidad, multiplicandola
por 9, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi
sucesivamente, da cero o maltiplo de 13.
- Un nimero es divisible por 17 cuando separando la primera cifra de la unidad,
multiplicandola por 5, restando este producto de lo que queda del nimero original y asi
sucesivamente, da cero o multiplo de 17.
-El producto de potencias de igual base se suman los exponentes
-Todo nimero entero puede escribirse con potencia igual a 1
-Dado dos nameros enteros a 'y b, se que cumple que dcm (a,b) = dcm (Ja|, |b|)
d(n)=2.(m+1).(m+1).(m+1)...(m+1), d(n) =2.(m; +1).(my +1).(m3+ 1) ...(my + 1),
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siendo los nUmeros my, mz, ms, hasta my los exponentes de los niUmeros primos de la

factorizacién

e Procedimientos
Divisiones de numeros por factores primos.
Célculo de operaciones mediante suma y resta de nimeros.
Célculo de operaciones mediante producto de nimeros.
Calculo de divisores.
Célculo de mdltiplos.
Célculo de potencias

Célculo del maximo comun divisor y minimo comun maultiplo.

e Argumentos
Argumentacion de los resultados a través de los procedimientos utilizados.
-El resultado de las operaciones se justifica por medio de la utilizacion de las
operaciones basicas.
-El célculo del maximo comun divisor y el minimo comun mdltiplo se justifica a través
de la definicion y utilizacién de las propiedades de potencia.
-El célculo de las potencias se justifica a través de la aplicacién de las propiedades de

potencia se justifican a través de la definicion de potencia

4.2.4.6 Relaciones conceptuales méas sobresalientes
A continuacién, exponemos las relaciones conceptuales mas pertinentes

entre los objetos primarios

P1 6. ¢ Cuantos divisores tiene un numero?

Situacién problematica 6

R1 6: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible.

R2, 6: Entre la situacion problematica y la propiedad que indica que si un nimero entero
a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a
divide a -b”.

R3 6: Entre la situacion problemética y la propiedad que expresa que todo nimero es
multiplo de 1

P2, 1,2, 10,12, 19, 24 27, 28: ¢Un nimero entero es multiplo de otro?

Situaciones problematicas 1, 2, 10, 12, 19, 24, 27, 28

R1 1.2 27: Entre la situacién problematica y la definicion de multiplo

R2, 1: Entre la situacion probleméatica y la propiedad que expresa que todo namero es
multiplo de 1
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Rs 1: Entre la definicibn de mdltiplo y la propiedad que expresa que todo nimero es
multiplo de 1

R4 1,2: Entre la definicion de multiplo y el procedimiento para determinar multiplos

Rs, 10, 12.19,24.28: Entre la situacion problemética y la definicién de divide, divisor, factor,
multiplo o divisible

Re, 12,19,24,28: Entre la situacién problemética y los criterios de divisibilidad

R7 12.19, 24, 28: Entre la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o divisible y los
criterios de divisibilidad.

Rs, 12,10.24,28: Entre la situacion problematica y las argumentaciones

Ps,4: ¢ Qué multiplos de un nUmero son mayores y menores que otros nimeros?
Situacién problematica 4
R1,4: Entre la situacion problematica y la definicion de maltiplo

R2. 4: Entre la situacion problemética y el procedimiento parar determinar los multiplos

P4 357,12 17: ¢ Qué numero es divisor de otro niumero?

Situaciones problemaéticas 3,5, 7, 10, 12y 17

Ri1 3 s 7, 10, 12, 17: Entre la situacién probleméatica y la definicion de divide, divisor,
multiplo o divisible.

R2, 3, 5,7, 10, 12, 17: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar si
un numero es divisor, divisible o multiplo de otro nimero.

Rs 3,5 7,10, 12, 17: Entre la situacién problematica y la argumentacion para determinar que

un numero es divisor de otro nimero

Ps, 10: ¢ Qué nimero divide a otro namero?

Situacion problematica 10

Ri1, 10: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, multiplo o
divisible.

R2, 10: Entre la definicién de divide, divisor, multiplo o divisible y la argumentacién para
determinar una afirmacion

Rs, 10: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar si un nimero
es divisor, divisible o multiplo de otro numero.

R4, 10: Entre la situacion problematica y la argumentacion para determinar que un

numero es divisor de otro nimero

Ps,s: ¢ Qué condiciones cumplen los signos del producto de dos numeros
enteros?

Situacién problematica 8

R1, s: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o

divisible.
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R2 s: Entre la situacidén problematica y el procedimiento para determinar si un nimero
es divisor, divisible o maltiplo de otro namero.
Rs s Entre la situacion problematica y la argumentacion para determinar que un

numero es divisor de otro niamero

Pz 9,11,20: ¢ Cudl es la factorizacién de un niimero?

Situaciones problematicas 9, 11, 20

R1, 9, 1120: Entre la situacién problematica y la definicion de divide, divisor, factor,
multiplo o divisible.

R2 911,20: Entre la situacién problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética

R3, 911,20 Entre la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo o divisible y el Teorema
Fundamental de la Aritmética

R4, 9 11,20 Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y los criterios
de divisibilidad.

Rs, 911,200 Entre el Teorema Fundamental de la Aritmética y los criterios de divisibilidad
Re, o: Entre la situacion problematica y la propiedad que indica que, si un ndmero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a —-b”.

Rz, o Entre la propiedad que indica que, si un nimero entero a divide a otro b,
entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a —b y la
propiedad que determina la cantidad de divisores.

Rs, o: Entre la situacion problemética y la propiedad que determina la cantidad de
divisores.

Ro, o: Entre la propiedad que determina la cantidad de divisores y las propiedades de

potencia.

Ps,13: Dado un namero, ¢Dicho nUmero es primo?

Situacién problematica 13

R1,13: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

R2, 13: Entre la situacién problematica y la definicibn niamero primo

Rs, 13: Entre definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y los criterios de
divisibilidad.

R4, 13: Entre la definicibn nimero primo y los criterios de divisibilidad.

Rs, 13: Entre la situacién problemética y la propiedad que indica que si un namero
entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b’ y
que “-a divide a —-b”.

Rs, 13: Entre la definicibn nimero primo y el procedimiento para determinarlo
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Rz 13: Entre definicién de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y la definicion de

namero primo

P, 15,16, 21: ¢,Por cual nimero es divisible otro niumero entero?

Situaciones problematicas 15, 16, 21

Ri1 1516 21: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor,
multiplo o divisible.

R2, 15,16, 21: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

R3, 15,16.21: Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y los criterios
de divisibilidad

R4, 1521: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar nimeros
divisibles por 4

Rs, 1516, 21: Entre la situacién problematica y la argumentacion para determinar si un

namero es divisible por otro.

P10, 22, 23: ¢, Por cudl cifra se debe completar un namero para que sea divisible por
otro?

Situaciones problematicas 22 y 23

R1, 22,23: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo
o divisible.

R2, 22: Entre la situacién problematica y criterios de divisibilidad

Rs, 22,230 Entre la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y criterios de
divisibilidad.

R4, 22: Entre la situacion problematica y el procedimiento para determinar el digito
faltante.

Rs, 22: Entre las operaciones de suma y el procedimiento para determinar el digito
faltante.

Re, 22: Entre la situaciéon problematica y las operaciones de sumay resta.

Rz, 22: Entre el criterio de divisibilidad y el procedimiento para determinar el o los digitos
faltantes.

P11, 25: ¢Cual es el maximo comun divisor de numeros enteros relativamente
pequefos?

Situacién problematica 25

R1, 25: Entre la situaciéon problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible.

R2, 25: Entre la situacidén problemética y la definicibn maximo comun divisor

R3, 25: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar el maximo

comun divisor nimeros enteros
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R4, 25: Entre la situacion problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética

Rs, 25: Entre el procedimiento para factorizar los nimeros y las propiedades de
potencia

Rs, 25: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de namero primo

Rz, 25: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Rs, 25: Entre la situacion problemética y el procedimiento para factorizar nimeros.

Ro, 250 Entre el procedimiento para determinar el méaximo comun divisor y las
propiedades de potencia.

Ri0, 25: Entre la propiedad de dados dos nimeros enteros a y b se cumple que

mcd[a, b] = mcd][al, |b|]] ¥ el procedimiento para el calculo del maximo comudn divisor
Ri1, 25 Entre la propiedad de dados dos numeros enteros a y b se cumple que
mcd[a, b] = mcd[|al,|b|] y la definicion de valor absoluto

R12 25: Entre el Teorema Fundamental de la Aritmética y la definicién de divide, divisor,
factor, multiplo o divisible.

R12, 25: Entre el méximo comun divisor y la el Teorema Fundamental de la Aritmética

P12, 29: ¢ Cudl es el mcm de nameros relativamente pequefios?

Situacién problematica 29

R1,29: Entre la situacién problemética y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible

R2, 29: Entre la situacién problematica y la definiciébn de minimo comun mdltiplo.

R3, 29: Entre la situacion problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética

R4, 29: Entre el procedimiento para factorizar los nUmeros y las propiedades de
potencia

Rs, 29: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nimero primo

Rs, 29: Entre la situacién problematica y los criterios de divisibilidad.

Rz, 29: Entre la situacion problemética y el procedimiento para factorizar nimeros.

Rs, 29: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo de nimeros enteros.

Ro, 29: Entre el procedimiento para determinar el minimo comun mudltiplo y las
propiedades de potencia.

R1o, 20: Entre la descomposicion factorial de un numero entero y el procedimiento para
el calculo del minimo comun multiplo.

R11, 20: Entre el Teorema Fundamental de la Aritmética y la definicién de divide, divisor,
factor, multiplo o divisible.

R12 29: Entre el maximo comun divisor y la el Teorema Fundamental de la Aritmética

P13, 26, 31 Dado un problema con un contexto, ¢Cual es el minimo comun
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multiplo?

Situacion problematica 26 y 31

R1 26 31: Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, maltiplo
o divisible

R2, 26, 31: Entre la situacion problematica y la definicion de minimo coman mdltiplo.

R3, 26, 31: Entre la situacion problemética y el procedimiento para determinar el minimo
comun multiplo de numeros enteros.

R4, 26, 31: Entre la situacion problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética
Rs, 26, 31: Entre el procedimiento para factorizar los niUmeros y las propiedades de
potencia

Rs, 26, 31: Entre Teorema fundamental de la Aritmética y la definicion de nimero primo
Rz 26,31: Entre la situacion problemética y los criterios de divisibilidad.

Rs, 26, 31: Entre la situacion problematica y el procedimiento para factorizar nimeros.
Ro, 26, 31: Entre el procedimiento para determinar el minimo comun mdaltiplo y las
propiedades de potencia.

R1o, 26, 31: Entre la situacién problematica y el procedimiento para determinar maltiplos
comunes mayores al minimo comun multiplo

R11, 26, 31: Entre el procedimiento para determinar multiplos comunes mayores al
minimo comun multiplo y el argumento para determinar que el multiplo encontrado es
respuesta a la situacién problematica.

Ri2,26:31: Entre el Teorema Fundamental de la Aritmética y la definicién de divide,
divisor, factor, multiplo o divisible.

R1326:31: Entre el minimo comun mdltiplo y la el Teorema Fundamental de la Aritmética

P14, 33 Dado un problema con un contexto, ¢Qué numero es divisible por otro
numero?

Situacién problematica 33

R1,33: Entre la situacion problematica y la definicién de divide, divisor, factor, maltiplo o
divisible.

Rz, 33: Entre la definicién de divide, divisor, factor, multiplo o divisible y los criterios de
divisibilidad.

R3, 33: Entre la situacién problemética y los criterios de divisibilidad.

R4, 33: Entre el procedimiento para determinar los multiplos de un ndmero y la definicion
de divide, divisor, factor, multiplo o divisible.

Rs, 33: Entre el procedimiento para determinar los mdultiplos de un nimero y el
argumento para determinar el nimero solicitado como respuesta a la situacion

problematica
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4.2.4.7 Andlisis de las relaciones conceptuales de ambas configuraciones
epistémicas

Teniendo en cuenta la configuracién epistémica construida con el desarrollo
conceptual del contenido divisibilidad de numeros enteros y las relaciones
conceptuales mas pertinente que se establecen entre los objetos primarios de dicha
configuracién, como asi también la configuracion epistémica de las practicas
matematicas realizadas en las resoluciones de las situaciones problematicas y las
relaciones conceptuales establecidas entre los objetos primarios intervinientes y
emergentes de tales resoluciones, encontramos que:

Con respecto a la situacion problematica 6, que es un representante del tipo de
problema Py ¢: ¢, Cuantos divisores tiene un nimero? Se puede observar que fue vital e
indispensable incorporar la definicion de las condiciones que cumplen dos ndameros
enteros para determinar cuando un namero entero es divisor de otro numero entero y
asi poder establecer la relacion Ri1, 6. La introduccién de esta definicion fue necesaria
porque en el desarrollo conceptual del contenido, en el libro, no se evidencia ninguna
definicion de lo que representa un divisor, siendo asi imposible resolver dicha situaciéon
y establecer alguna relaciéon con el problema. Como se debian determinar todos los
divisores de un numero, también fue necesario considerar divisores negativos. Siendo
necesario introducir las propiedades que expresan que, si un nimero entero a divide a
otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a —
b” (*), generando asi la relacion Rz 6 y la propiedad que expresa que todo numero es
multiplo de 1, generando asi las relaciones R3,s.

Con respecto a las situaciones problematicas 1, 2, 12, 19, 24, 27 y 28, que son
representantes del tipo de problema P2, 1,2, 12, 19, 27, 28: ¢, Un nimero entero es maltiplo de
otro? Podemos observar que con respecto a los problemas 1y 2, fue suficiente utilizar
la definicibn de multiplo de brinda el desarrollo tedrico del libro, construyendo asi la
relacion Ry, 1, 227 en conjunto con el procedimiento para determinar los mdultiplos,
generando la relacion Rs, 1, 2. Con respecto a los problemas 12, 19, 27 y 28, fue
necesaria la introduccion de la definicion de las condiciones que cumplen dos nimeros
enteros para determinar cuando un nimero entero es divisor de otro nimero entero y
asi poder establecer la relacién Rs, 10, 12,19, 24, 28. Con respecto a los problemas 19, 27 y
28, la utilizacién de los criterios de divisibilidad que brinda el libro en conjunto la con
definicion dada anteriormente, permitio las relaciones Re, 12,19, 24,28 Y R7, 12,19, 24, 28.

En la figura 1 se puede observar que con respecto a la relaciones Ri1 se

vinculan con las relaciones Ri, la relacion Ri2, 27 se vincula de forma directa con la
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relaciéon Ri, la relacidbn Res, 12, 19,24, 28 Se vincula con la relacion y R: del desarrollo

conceptual del libro.

Situacién Problemaética 1

R2.1 R11 R1

v

A

b es multiplo de 1 Definicion de multiplo

A

Rs, 1

A 4

Proposicion del libro Concepto del desarrollo
Aritmética de M. Becker conceptual del libro

Situacién Problematica 2 y
A

R1,2 27 R1

A 4
Definicion de mdltiplo

|

Concepto del desarrollo
conceptual del libro

Situacién Problemaética 12, 19, 24 vy

Rs. 12, 19,24, 28 Re, 12, 19,24,

R2

Definicion de divide, divisor, <+ > Criterios de
factor. miuiltinlo o divisible

I R7. 12, 19.24,

Concepto del desarrollo

Concepto del libro conceptual del libro

Aritmética de M. Becker
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Figura 1

Con respecto a la situacion problematica 4, que es un representante del tio de
problema Ps 4. ¢Qué multiplos de un ndmero son mayores y menores que otros
nameros? Podemos observar que con la definicion de mdltiplo que brinda el libro es
suficiente para determinar lo solicitado por el libro y poder asi construir las relaciones
R1, 4y Rz 4. En la figura 2 se puede observar que con respecto a la relacion Ri4 se

vinculan con las relaciones Rz de la propuesta teorica del libro.

Situacién Problemética 4
A

R1, 4 R3

Y
Definicién de multiplo

Concepto del desarrollo
conceptual del libro

Figura 2

En relacion con las situaciones problematicas 3, 5, 7, 10, 12 y 17, siendo estos
representantes del tipo de problema P4, 3571012, 17: ¢ QUé nlmero es divisor de otro
namero? Ps, 10: ¢Qué numero divide a otro nimero? Podemos observar que se
introdujo la definicion de divisor utilizada en problemas anteriores estableciendo las
relaciones Rz, 35,7, 10,1217, R2,3,5,7, 10, 12, 17 ¥ Ry, 10. La introduccién de esta definicion fue
necesaria porque en el desarrollo teérico del libro no se brinda ninguna definicién de lo
que representa un divisor en el conjunto de numero enteros. Esta introduccién
determino los procedimientos y argumentaciones necesarios para resolver los
problemas, generando las relaciones Rs, 3 5,7, 10, 12,17, R2, 10, R3,10Y R4, 10.

En cuanto a la situacién problematica 8, que es un representante del tipo de
problema Ps, s: ¢ Qué condiciones cumplen los signos del producto de dos nameros
enteros? En este problema fue suficiente la introduccién de la definicion de las
condiciones que cumple don numeros enteros para ser multiplos y asi generar las
relaciones R1,s, R2,8 ¥ R3,s.

Con respecto a las situaciones problematicas 9, 11 y 20, que son

representantes del tipo de problema P+, 911, 20: ¢, Cudl es la factorizacion de un nimero?
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Podemos observar que algunas relaciones resultan similares, siendo que nuevamente
fue necesaria la introduccion de la definicion de las condiciones que cumple un
namero para ser divisor, multiplo o divisible por otro nimero y poder asi establecer la
relacion Ry, 9, 11,20. En conjunto con esta definicién utilizamos el Teorema Fundamental
de la Aritmética que brinda el libro y los criterios de divisibiliada, permitiendo construir
las relaciones Ry, 9,11, 20, R3, 9, 11,20, R4, 9, 11,20 ¥ R5, 9. Con respecto al problema 9, fue
necesaria la introduccién de la propiedad que expresa que si un namero entero a
divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a
divide a —b” y asi establecer la relaciones Rs 9 ¥ R7, 9. Como se solicitaba determinar
todos lo divisores, fue necesaria la introduccién de la propiedad que expresa la
cantidad de divisores, en conjunto con las propiedades de potencia.

En la figura 3 se puede observar que con respecto a las relaciones R29 Y R2,11,20

se vinculan con las relaciones R4 de la propuesta teérica del libro.

Situacion Problematica 9

/' Rz, 9

Definicion de
divide, divisor,
factor, maltiplo

Ra

Teorema Fundamental
de la Aritmética

o divisible < >
Rs. 9 ad
Rs, 9 / Rs, o
| o
R4, 9 Realas de Divisibilidad Concepto del
4 desarrollo
conceptual del
Si un nimero v libro
entero a divide a Proposicion del
otro b, entonces se desarrollo conceptual
cumple que “a
divide a —-b”, que “-
a divide a b’ y que R7.9
“.a divide a —h \
A
Cantidad

/ de divisores
A 4

Concepto del libro
Aritmética de M. Becker
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R1, 11,20

/

Definicion de
divide, divisor,
factor, maltiplo

/ Situacion Problemaética 11 vy

R2, 11,20

Ra

Teorema Fundamental
de la Aritmética

o divisible < >
R -~
A 3,11,20
\ Rs,
| o
R4, 11,20 Criterios de Concepto del
J desarrollo
. conceptual del
Concepto del libro Iigro

Aritmética de M. Becker

Proposicion del
desarrollo conceptual

Figura 3

En relacidn a la situacion problematica 13, que es un representante del tipo de

problema Psg, 13: Dado un namero, ¢Dicho nimero es primo? Podemos notar que se

introdujo la definiciébn de las condiciones que cumple un ndmero para ser divisor,

multiplo o divisible por otro nimero en conjunto con la propiedad que determinar los

divisores opuesto de un nimero entero y poder asi establecer las relaciones Ry, 31y Rs,

13.

En conjunto con esta definicion se utilizo los criterios de divisibilidad que brinda

el libro y asi construir la relacion Rs, 13. A su vez, se introdujo una definicion de nimero

primo, puesto que en desarrollo del libro el enunciado brindado es poco claro, esto

generd la construccion de las relaciones Ro, 13, R4, 13 ¥ Rs, 13. En la figura 4 se puede

observar que con respecto a la relacion Rz, 13 se vinculan con las relaciones Rs de la

propuesta tedrica del libro.
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Situaciéon Problematica 13

R1. R2, 13 Rs
Definicion de divide,
divisor, factor, mdltiplo o |3 R, | L Criterios de divisibilidad
i / A
Rz,
R4,

Concepto del
libro Aritmética
de M. Becker

Definicion de niumero
primo y compuesto

4
v

A 4

Concepto del desarrollo
conceptual del libro

Figura 4

Con respecto a las relaciones problematicas 15, 16 y 21, que son
representantes del tipo de problema P, 15, 16, 21: ¢,Por cuédl nimero es divisible otro
namero entero? Podemos observar que fue necesaria la introducciéon de la definicion
de las condiciones que cumple un numero para ser divisor, multiplo o divisible por otro
namero y poder asi establecer la relacidon Ri, 1516, 21. La introduccién de esta definicion
fue necesaria porque en el desarrollo conceptual del contenido, en el libro, no se
evidencia ningun enunciado respecto a las condiciones que cumple un nimero para
ser divisible por otro. Ademas esta definicion posibilito usar un procedimiento para
determinar si un nimero era divisible por otro, generando la relacion Ry, 15, 16,21 Y Ro, 16.
A su vez, esta definicién posibilito la relacidon Rs 1521. Asi mismo se utilizaron los
criterios de divisibilidad que brinda el libro y asi construir las relaciones R4, 1516, 21 R2,
15,16, 21. EN la figura 5 se puede observar que con respecto a la relacién Ry, 1516, 21 S€

vinculan con las relaciones Rs de la propuesta teérica del libro.
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Situaciéon Problematica 15. 16 v

R1, 15,16, 21

R2, 15, 16, Rs
Definicién de
d_|v_|de, b | Criterios de divisibilidad
divisor, 7y
factor, R3. 15,16,

| ,,

Concepto del desarrollo
conceptual del libro

Concepto del
libro Aritmética
de M. Becker

Figura 5

Con respecto a las situaciones problematicas 22 y 23, representantes del tipo
de problema Pig, 22, 23: ¢Por cual cifra se debe completar un nimero para que sea
divisible por otro? Podemos observar que fue necesaria la introduccién de la definicién
de las condiciones que cumple un namero para ser divisor, multiplo o divisible por otro
numero y poder asi establecer la relacion Ry, 22 y R, 23. Esta definicion permitié utilizar
las reglas de divisibilidad por 3 y por 4, permitiendo construir las relaciones Rz, 22, Rs, 22,
Ro, 23 ¥ Ruo, 23. La utilizacién de los enunciados mencionados, generaron las relaciones
Rs, 22, R7, 22 R12, 23, R13,23 ¥ R14, 23. En la figura 6 se puede observar que con respecto a

la relacion Rz, 2223 se vinculan con las relaciones Rs de la propuesta te6rica del libro.

Situaciéon Problemaética 22 v 23

R1, 22,23

R2, 22,23 R7
Definicion de
divide, X | Criterios de divisibilidad
divisor, 7y
factor, R 22.23
SR
Y
Concepto del Concepto del desarrollo
libro Aritmética conceptual del libro
de M. Becker

Figura 6
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En cuanto a la situacion problemética 25, que es un representante del tipo de
problema P11, 25: ¢ Cuél es el maximo comun divisor de nimeros enteros relativamente
pequefios? Podemos observar que se solicita el calculo del maximo comun divisor de
un grupo de ndmeros, razén por lo cual se introdujo la definicion de divisible y
definicion de de maximo comun divisor, generando las relaciones R, 25, R2, 25 Y R3, 25. A
su vez se utilizé el Teorema Fundamental de la Aritmética, criterios de divisibilidad,
propiedades de potencia y la propiedad para calcular el mcd de numeros enteros,
generando las relaciones Ry, 25, Rs, 25 Re, 25, R7, 25, Rs, 25, Ro, 25, R10, 25 ¥ R11, 25. En la
figura 7 se puede observar que con respecto a la relacion R4, 25 se vinculan con las

relaciones Rs de la propuesta teorica del libro.

Situacién Problemaética 25

A

Ri, Rz,
Definicion de \
divide, divisor, Rs R4, Maximo Comun Divisor

factor, maltiplo o
divisible
\ Riz, Ri2, 25 /
A 4

Enunciados del
Teorema libro Aritmética
Fundamental de la de M. Becker
v Aritmética '
Enunciados del libro 4
Aritmética de M. Becker Re, 25

\ 4

Definicion de niumero
primo y compuesto

Figura 7

En relacidon con la situacion problematica 29, siendo un representante del tipo
de problema P12, 29: ¢, Cual es el mcm de ndmeros relativamente pequefios? Podemos
observar que fue necesaria la introduccion de la definicion de las condiciones que
cumple un namero para ser divisor, multiplo o divisible por otro nUmero y poder asi
establecer la relacién Ry, 20 Yy R2, 20 En el desarrollo tedrico del libro se esgrime un

procedimiento a través de un ejemplo para determinar el minimo comin multiplo
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(mcm) de numeros enteros, no obstante no brinda un concepto de lo que es un mcm,
por lo cual se introdujo una definiciéon de lo que es y como se calcula el minimo comdn
multiplo de niumero enteros, permitiendo construir la relacién Rz, 2. Para la utilizacion
de la definicién que dimos de mcm, fue necesaria la utilizacién de lo que representa un
namero primo, el Teorema Fundamental de la Aritmética (*), como se observa en la
figura 4, las propiedades de potencia y criterios de divisibilidad. Permitiendo construir
las siguientes correspondencias Rs, 29, Re, 29, R7, 20, Rs, 29, Ro, 20 ¥ Rio, 20. En la figura 8
se puede observar que con respecto a la relacién Rz, 25 se vinculan con las relaciones
Ro de la propuesta tedrica del libro.

Situacion Problematica 29

A
Ru., \ Ro,
Definicién de \

divide, divisor, Ro Rs, Minimo Comun

factor, maltiplo o
divisible o Ru2 29 /

A
Ny . /

' Teorema lbro Antmetica
Enurjcia,d.os del libro Fundﬁemgriail_de la de M. Becker
Aritmética de M. Y
Becker Rs, 20

A 4

Definicién de nimero
primo y compuesto

Figura 8

Con respecto a las situaciones probleméticas 26 y 31, ambos representantes
del tipo de problema P13, 2631: Dado un problema con un contexto, ¢ Cudl es el minimo
comun multiplo? Para resolver estas situaciones, las consideraciones realizadas para
establecer las relaciones entre los objetos primarios fueron similares a las realizadas
en el problema anterior. Cabe destacar que en el desarrollo teérico del libro se esgrime
un procedimiento a través de un ejemplo para determinar el minimo comudn madltiplo
(mcm) de nimeros enteros, no obstante, no brinda un concepto de lo que es un mcm.
Como asi tampoco un argumento del porque realiza determinadas acciones al realizar

el calculo del mcm de numeros enteros positivos y negativos. Es asi que se
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introdujeron la definicién de las condiciones que cumple un nimero para ser divisor,
multiplo o divisible por otro nimero y poder asi establecer la relacion Ry, 26 31 Y una
definicion de lo que es y como se calcula el minimo comdn multiplo de namero
enteros, permitiendo construir la relaciéon Ry 2 31. Para la utilizacion de la definicion
que dimos de mcm, fue necesaria la utilizacion de lo que representa un nimero primo,
el Teorema Fundamental de la Aritmética (*), como se observa en la figura 4, las
propiedades de potencia y criterios de divisibilidad. Permitiendo construir las siguientes
correspondencias Rua, 26, 31, Rs, 26, 31, Re, 26, 31, R7, 26, 31, Rs, 26, 31, Ro, 26, 31, R10, 26,31 Y R11, 26,
31. En la figura 8 se puede observar que con respecto a la relacion Ra, 26 315€ vinculan

con las relaciones Rio de la propuesta tedrica del libro.

Situacion Problematica 26 v
A

R2, 26, 31

R1.26,

Definicion de
d|V|de1 R1o R4, 26, 31 Minimo Comun

divisor, factor,
mdltiplo o \ Ri2, 20 /

A
R12,26, 31 \ v

e e
v Fundﬁgmgrft_l_de la de M. Becker
Enunciado 4
s del libro R, 26,31
Aritmética
de M. v
Becker Definicién de nimero
primo y compuesto

Figura 8

En cuanto a la situacién problematica 33, representante del tipo de problema
P14, 33 Dado un problema con un contexto, ¢ Qué numero es divisible por otro nimero?
Podemos observar que fue necesaria la introduccion de la definicion de las
condiciones que cumple un numero para ser divisor, multiplo o divisible por otro
namero y poder asi establecer la relaciébn Ri, 33 en conjunto con los criterios de
divisibilidad que brinda el libro, generando las relaciones Ry, 33 ¥ R3, 33. Posibilitando

determinar lo solicitado por el problema, generando las relaciones R4, 33 ¥ Rs, 33. En la
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figura 9 se puede observar que con respecto a la relacién Rs, 33 se vinculan con las

relaciones Ri1 de la propuesta tedrica del libro.

Situaciéon Problematica

R1,
R3, 33 Ri11
Definicion de divide,

divisor, factor, P > .

multiplo o divisible Criterios de
R2, 33

‘Concepto del libro Concepto del desarrollo

Aritmética de M. Becker conceptual del libro

Figura 9

4.3. Semejanzas y diferencias que se establecen entre los procedimientos y
argumentaciones utilizados en laresolucion de las situaciones probleméaticas de
cada libro

A continuacién, se exponen dos cuadros que contienen los procedimientos y
argumentaciones para resolver las situaciones problematicas propuestas en cada libro
respecto al contenido divisibilidad de nimeros enteros. En el cuadro 1 se encuentran
los brindados por el desarrollo teérico de cada libro y en el cuadro 2 los necesarios
para resolver dichos problemas. Posteriormente realizamos un analisis de ambos
cuadros.

De esta forma, intentamos responder a la pregunta de investigacion que
formulamos en el capitulo 1, esta es: ¢Qué semejanzas y diferencias se establecen
entre los procedimientos y argumentaciones propuestos por libros usuales de
matematica respecto al contenido divisibilidad de numeros enteros y aquellos

necesarios para resolver las situaciones probleméticas que proponen?
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4.3.1 Primer libro

A continuacién, exponemos los cuadros referentes al libro Navegantes del

Conocimiento de Pablo Amster, Leonardo Moledo e Irene Zapico.

A cada tipo de problema lo simbolizamos con la letra Pmn, en el cual m

representa el nimero de orden del tipo de problema y n el niumero de la situacion

problematica que le corresponde como representante de ese tipo de problema, siendo

m y n nimeros naturales. Esto se aplica para todos los cuadros.

Cuadro 1
Situacién Problemaética Procedimiento Argumento
P1 75: ¢ Cudles son los No tiene No tiene
divisores de niumeros
relativamente pequefios?
P2 75: ¢ QuUé nimeros son No tiene para resolver No tiene
coprimos?
Ps 76: ¢ Un nimero entero, No tiene para resolver No tiene

es divisor de otro?

P4 76 ¢ Un nimero entero

es divisible por otro?

Tiene. Se realiza la division
y se determina si el resto

€S cero.

Tiene. La definicion explica

cuando los es

Ps.76: ¢, Un nimero entero

Tiene. Se realiza una

Tiene. La definicion explica

_ division y se determinar si | cuando lo es

es multiplo de otro?
es multiplo.

Pe, 75: ¢ Cudl es el dcm de No tiene para calcularlo No tiene
dos nameros enteros
relativamente pequefios?
P+, 7s: ¢ Cuél es elmcm de | No tiene para calcularlo No tiene
dos numeros relativamente
pequefos?
Ps, 70: Dados el mcmy el No tiene para calcular No tiene

dcm de dos nimeros
enteros, ¢ Cuales son

dichos nUmeros?

ninguno de los dos
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Cuadro 2

Situacion Problematica

Procedimiento

Argumento

¢;Cuales son los
de

relativamente pequefios?

Py, 75

divisores ndmeros

Se dividi6 a cada numero

por otros.
Se  utilizo criterios de
divisibilidad para

determinar divisores de un
namero.

Se expreso a los numeros
como producto de
nameros.

Se considero la regla de
los signos para la
multiplicacion.

Se utilizo la propiedad que
expresa que si un namero
divide a otro, divide a su
opuesto.

Se expreso a los nimeros
compuestos que aparecen
en las tablas de multiplicar

como producto de nimeros

Definicion de divisible y de

divisor de nameros
enteros.

Todo numero es mudltiplo
de 1.

Si el numero a divide a otro
b, entonces se cumple que
“a divide a -b’, que “a
divide a b” y que “-a divide
a-b”
Definicibn  de

primo y compuesto

namero

Un nimero entero a es

y Si
también lo es.

primo  si solo -a
Teorema Fundamental de
la Aritmética.

Un ndimero d divide a otro
namero c¢ si y solo si la

factorizacion del nimero d

para determinar divisores. | divide ac
Criterios de divisibilidad
por2,3y5.
Se considero numeros | Definicibn de  maximo
P2, 75:¢, Qué par de numeros | primos y se los expreso a | comun divisor.
son coprimos? cada uno de ellos como un | Definicibn de  nameros
producto de numeros. coprimos

Ps 7: ¢Un ndmero entero,

es divisor de otro?

Se determino si un numero
era o no divisor de otro
ndamero expresandolo

como un producto de

ndmeros enteros.

Definicion de divisor y de
multiplicacion.
Regla de los signos para la

multiplicacion
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P4, 76: ¢Un nimero entero

es divisible por otro?

Se determino si un ndmero
era 0 no divisible por otro
ndamero expresandolo

como un producto de

ndmeros enteros.

Definicién de Divisible y de
multiplicacion.
Regla de los signos para la

multiplicacion

Ps 76 ¢Un nimero entero

Se determino si un nimero

era 0 no mdltiplo de otro

Definicién de Divisible, de

divisor, de multiplicacion.

. ndamero expresandolo | Regla de los signos para la
es multiplo de otro? o
como un producto de | multiplicacion
ndameros enteros.
Se realizo divisiones | Definicibn de  maximo

Ps, 78: ¢ Cudal es el dcm de

sucesivas y se determiné
los factores primos de cada
namero.

A cada numero se los

expreso como un producto

comun divisor y minimo
comun multiplo.
)

]

Teorema Fundamental de

dem(a,b) = dem(al, o

memfa,b] = mem[a) o

dos numeros  enteros | de dichos factores primos. | |5 Aritmética
relativamente pequefios? Se utilizo la definicion de

méaximo comun divisor y

propiedades, para

determinar el méaximo

comun divisor de dos

nameros

Se realizo divisiones | Definicibn de  maximo

P7 78 ¢ Cual es el mcm de
dos nimeros relativamente

pequefios?

sucesivas y se determiné
los factores primos de cada
namero.

A cada numero se los
expreso como un producto
de dichos factores primos.
Se utilizo la definicion de
minimo comun mdltiplo y
propiedades, para
determinar el  minimo

comun multiplo de dos

comun divisor y minimo
comun multiplo.
)

]

Teorema Fundamental

b

dem(a,b) = dem(a

mem(a,b] = mem[a) o

de

la Aritmética
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ndmeros.

Ps, 79: Dados el mcm y el

dcm de dos nuUmeros

enteros, ¢Cudles son

dichos nUmeros?

Se expreso a los nimeros
como producto de niimeros
primos.

Se analizo si un niumero es
multiplo de otro.

Se

posibilidades de soluciéon

considero  diversas

Dados dos nameros
enteros a y b se cumple
que :

dem(a,b) = dem(al,|b

]

Definicién de

)

mema, b] = memfal, b

valor

absoluto

4.3.1.1 Analisis de los aspectos méas sobresalientes que se observa en ambos
cuadros.

Con respeto al Problema 1 (situacién problematica 75), el primer inconveniente
con el cual nos encontramos, es que solicita dar a conocer cuales son los divisores de
un determinado grupo de numeros. Pero al tratar de resolver el problema utilizando las
herramientas conceptuales que brinda el libro, nos encontramos con la situacién que
en ningun lugar del capitulo que trata el tema divisibilidad se brinda una definicion o
mencién de lo que es un divisor, o que ocasiona que no pueda ser posible dar una
respuesta de cuales son los divisores del grupo de nimeros del problema.

Observando los nimeros de la tabla del Problema 1, nos encontramos con
nameros que son primos y numeros que no lo son, llamese compuestos. Con respecto
a esto, es aconsejable y necesario saber las condiciones que cumple un nimero para
ser denominado ndimero primo, para de esta forma poder concluir de un modo mas
rapido que existen solo determinados numeros que van a ser sus divisores. Lo que
evita estar buscando de forma arbitraria, nUmeros que los dividan. En concordancia
con lo anterior, también es importante saber las condiciones que cumple un ndmero
para ser denominado compuesto, para de esta forma estar al tanto que a diferencia de
los nimeros primos, estos pueden tener una mayor cantidad de ndmeros que lo
dividan. Razon por la cual, fue necesario introducir una definicion de las condiciones
gue debe cumplir un nimero para ser considerado un nimero primo. A su vez, como
el capitulo de divisibilidad del libro trabaja con el conjunto de nimeros enteros, no
basta solamente con determinar los divisores positivos de un nimero, si ho también se
debe tener presente los divisores negativos, donde para ello debimos considerar la
propiedad que expresa que si un numero entero a divide a otro b, entonces se cumple

que “a divide a —b”, que “a divide a b” y que “a divide a —b”. Esto ultimo, posibilito
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que, al determinar los divisores positivos de un nimero, también se determinaran los
negativos.

Si prestamos nuevamente atencion al grupo de numeros del problema, nos
encontramos con la particularidad gue se presentan nidmeros gue se encuentran en
las tablas de multiplicar que se aprende a lo largo de la secundaria como asi también
nameros que no lo estan. Pero todos ellos cumplen que son nimeros compuestos. Lo
que nos direcciond en la utilizacion del Teorema Fundamental de la Aritmética y los
criterios de divisibilidad, para de esta forma poder factorizar dichos nlmeros
compuestos y poder determinar todos sus divisores. Accién que no podria realizarse
facilmente con la definicién de divisible que brinda el libro.

En el apartado b) del item 75, se solicita escribir pares de numeros coprimos,
pero nuevamente nos encontramos con la situacion que en el desarrollo del tema
divisibilidad por parte del libro, no brinda ninguna herramienta conceptual sobre lo que
es o0 lo que representa un namero primo, como asi tampoco que a que se denomina
nameros coprimos. Con lo cual, nos resulté pertinente y necesario brindar una
definicion de las condiciones que deben cumplir dos numeros para ser considerados
coprimos y asi poder dar un par de nimeros que cumplan con lo solicitado en dichos
items.

Con respecto a los Problemas 3, 4 y 5 (situaciéon problemética 76), la definicion
qgue brinda el libro sobre divisible, nos otorga una herramienta para poder afirmar o
negar las afirmaciones que incluyan determinar cuando un nimero es divisible por otro
0 cuando un namero es multiplo de otro. No obstante, no brinda una herramienta para
determinar cuando un nimero es divisor de otro, pues como hombraramos en parrafos
anteriores, el libro no otorga ninguna definicion de cuando un ndmero es divisor de
otro. Con lo cual, es necesario introducir una definicion de divisor y poder asi,
determinar la verdad o falsedad de las afirmaciones que incluyan la utilizacién de dicho
concepto.

En cuanto al problema 6 (situacion problematica 78), el mismo solicita la
determinacion del maximo comun divisor (mcd) de dos numeros enteros. Pero para
cumplir con lo solicitado, no nos basta con la definicion que brinda el libro, puesto que
solo da una definicion sobre lo que representa un maximo comuan divisor, pero no
brinda un procedimiento sumamente practico para determinarlo. Destacamos esto,
porque en el caso de tener que determinar el mcd de numeros relativamente
pequefios, puede utilizarse la definicién que brinda el libro y es posible calcular el mcd
de una forma relativamente fécil. No obstante, cuando se tiene numeros relativamente
grandes, en valor absoluto, se torna sumamente dificil y trabajoso poder determinar el

maximo comun divisor utilizando solamente las herramientas conceptuales que otorga
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el libro. Debido a ello, nos fue necesario introducir una definicion que nos brinde un
procedimiento practico para determinar el maximo comun divisor de dos numeros
cualesquiera sin importar si son relativamente pequefios o grandes.

Asi mismo, con respecto al Problema 7 (situacion problematica 78), nos
encontramos con una situacion similar al planteado en el parrafo anterior. Con la
diferencia que en este caso se solita el calculo del minimo comudn madaltiplo (mcm) de
un par de numeros enteros. Nuevamente nos encontramos con que el libro brinda una
definicion de lo que representa el minimo comin multiplo de niUmeros enteros, pero no
obstante resulta sumamente poco practico para determinar dicho nimero cuando los
nameros son relativamente grandes, en valor absoluto. Es asi, que nos vimos
forzamos a introducir una definicion de minimo comdn multiplo que nos brinde una
herramienta para calcular el minimo coman multiplo de dos nimeros cualesquiera.

En cuanto al Problema 8 (situacion problematica 79), nos encontramos con la
particularidad que dado el minimo comun mdultiplo (mcm) y el maximo comun divisor
(dcm) de dos numeros enteros especificos, se solicita determinar dichos numeros.
Consideramos que este ejercicio es diferente a todos los anteriores, donde dados dos
nameros enteros se solicita determinar el dcm o mcm. Destacamos que la diferencia
fundamental radica en la capacidad de la puesta en marcha de un razonamiento muy
deductivo. Pensamiento que, a lo largo de las situaciones probleméaticas, no se
desarrolla. Siendo asi, que podemos observar que en el desarrollo del contenido
tedrico del libro no se brinda un procedimiento para resolver un problema de dicha
caracteristica. Por lo cual, al momento de dar con una solucién, nos encontramos con
que existen diversos nameros que cumplen que tienen el mismo mcm y decm. De
donde, al no especificar las caracteristicas de los numeros buscados, se deben

considerar todas las posibilidades.

4.3.2 Segundo libro
A continuacién, exponemos los cuadros referentes al libro Matematica Il de

Maria Dolores Alvarez.

Cuadro 1
Situacion Probleméatica Procedimiento Argumento
P1, 24 ¢Cuéles son todos | No tiene No tiene

los divisores de nuUmeros

relativamente pequefios?
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P2 28 ¢ Por cual nimero es

divisible otro ndmero

entero?

No tiene para resolver

todos los casos

No tiene

Ps, 30 ¢Por cudl cifra se
debe completar un ndmero
para que sea divisible por

otro?

No tiene

Regla de divisibilidad por

11, pero no pertinente

Ps, 31 Dado un ndmero,

¢,Dicho niimero es primo?

No tiene como resolver

Tiene. La definicion explica

cuando los es

Ps 31 Dado un nimero, | No tiene como resolver Tiene. La definicion explica
¢ Dicho namero es cuando lo es

compuesto?

Ps, 32 ¢Cuales son los | No tiene para determinarlo | Solo tiene para saber
multiplos comunes de cuando un nimero es
nameros relativamente multiplo de otro

pequenos?

P; 32 ¢Cual es la| Tiene para calcularlo, pero | Se justifica a que es similar
factorizacion de un | es poco claro a cuando se tiene nameros
namero? naturales.

Ps 32 33 ¢Cudl es el mcm
de ndmeros enteros
positivos relativamente

pequefios?

Tiene para calcularlo, pero

no es pertinente

Po, 34 Dado un problema
con un contexto, ¢Cual es

el minimo comun maltiplo?

Tiene para calcularlo, pero

no es pertinente

No tiene para resolverlo.

Py, 35 Dado un problema
con un contexto, ¢Cual es

el minimo comuin mdltiplo?

Tiene, pero poco claro

No pertinente
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P10, 36 a. ¢Cual es el mcd
de tres nUumeros enteros
positivos relativamente

pequefios?

Tiene para calcularlo, pero

no es pertinente

No pertinente

P11, 37 ¢ Cudl es el med de
ndmeros enteros

relativamente pequefios?

Tiene para calcularlo, pero

no es pertinente

No pertinente

P12, 35 Dado un problema
con un contexto, ¢Cual es

el maximo comun divisor?

Tiene para calcularlo, pero

no es pertinente

No pertinente

P13, 39 Dado dos numeros
relativamente grandes,
¢,Cual es su minimo comun
multiplo y maximo comdun

divisor?

Tiene para calcularlo, pero

no es pertinente

No pertinente

Cuadro 2

Situacion Problematica

Procedimiento

Argumento

P1 24 ¢Cuales son todos
los divisores de nuUmeros

relativamente pequefios?

Se dividi6 a cada numero

por otros.
Se utilizo criterios de
divisibilidad para

determinar divisores de un
ndamero.

Se expreso a los numeros
como producto de
nameros.

Se utilizo la propiedad que
expresa que, si un namero
divide a otro, divide a su

opuesto.

Definicion de cuando un
namero divide a otro.

Todo numero es mudltiplo
de 1.

Si el numero a divide a otro
b, entonces se cumple que
“a divide a -b”, que “a
divide a b” y que “-a divide
a-b”

Teorema Fundamental de
la Aritmética.

Criterios de divisibilidad

por2,3,5y7

250




P2 28 ¢ Por cual nUmero es

divisible otro nimero

entero?

Se aplico la definicion de

cada criterio para

determinar si era divisible
por namero

un en

particular

Criterios de divisibilidad
por2,3,4,5,6,9y 10

Ps, 30 ¢Por cudl cifra se
debe completar un nimero

para que sea divisible por

Se realizé la suma y resta
de las cifras del nimero y
donde no figuraba la o las
cifas a determinar la
consignamos con una letra

para poder operar con ella.

Criterio de divisibilidad por
11.

otro?
Se constituyo una igualdad
y se determind si era un
multiplo de 11 agotando
posibilidades.
Se aplic6 criterios de | Definicion de  numero
divisibilidad y se determind | primo.
los divisores de cada | Definicibn de  numero
namero, tanto positivos | compuesto
como negativos. Si un ndmero d divide a
otro nimero c siy solo si la
P4 31 Dado un numero, factorizacion del niumero d
¢,Dicho nimero es primo? divide a c.
Criterios de divisibilidad
por3y7
si un ndmero entero a
divide a otro b, entonces
se cumple que “a divide a
-b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a —b”
Se aplicé criterios de | Definicibn de  ndmero
Ps, 31 Dado un numero, | divisibilidad y se determind | primo.
¢ Dicho ndamero es | los divisores de cada | Definicibn de  numero
compuesto? namero, tanto positivos | compuesto

como negativos.

Si un ndmero d divide a

otro nimero c siy solo si la
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factorizacion del nimero d
divide a c.
Criterios de divisibilidad
por3y7

si un numero entero a
divide a otro b, entonces
se cumple que “a divide a
—b”, que “-a divide a b’ y

que “-a divide a —b”

Se de

divisibilidad y se determiné

aplico criterios

los divisores positivos de

Definicion de que es el
minimo comun multiplo de

dos numeros.

cada namero. Criterios de divisibilidad
Se aplico el Teorema |por2y 3.
Fundamental de la | Teorema Fundamental de
) Aritmética y se expreso a | la Aritmética.
Ps 3 ¢Cudles son los .
. cada numero como un
multiplos  comunes de i
) _ producto de  nudmeros
numeros relativamente ] o
. primos y luego se aplico la
pequefios? S .
definiciéon de minimo
comun multiplo para
determinar el mcm.
Luego determinamos los
tres primeros multiplos.
Se expresé al mcm como
multiplo de los numeros 9,
12y 18
Se aplico los criterios de | Criterios de divisibilidad
divisibilidad y se determiné | por 2, 3,5y 7.
i todos los divisores primos. | Teorema Fundamental de
Ps, 33 ¢Cual es el mcm de o i .
} _ Se factoriz6 cada nimero. | la Aritmética.
dos nameros relativamente _ L N
. Se aplico el Teorema | Definicibn de  minimo
pequenos? . .
Fundamental de la | comun multiplo.

Aritmética y se expresd a
cada numero como un
de

producto ndameros
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primos y luego se aplico la
de

multiplo

definicién minimo

comun para

determinar el mcm.

P; 32 ¢Cudl es la

factorizacion de un

nimero?

Se de

divisibilidad y se determind

aplicé criterios

los divisores primos.

Criterios de divisibilidad.

Definicibn de ndmeros
primo.
Teorema Fundamental d la

Aritmética

Ps 32 33 ¢Cudl es el mcm
de

positivos

ndameros enteros
relativamente

pequefios?

Se aplico los criterios de
divisibilidad y se determiné
todos los divisores primos.
Se factoriz6 cada numero.
Se

Fundamental

aplico el Teorema
de la
Aritmética y se expresd a

cada numero como un

producto de  numeros
primos y luego se aplicé la
definicion de minimo
comun multiplo para

determinar el mcm. Luego
se expresd al mcm como
respuesta a la pregunta del
problema. El mcm
encontrado se lo expreso
en minutos y se consideré
la ultima hora en que se
encontraron los trenes para
saber que una hora vy

media después se

volverian a encontrar.

Definicion de divisible,
divisor, multiplo o divide
Criterios de divisibilidad

por2,3,5y7.
Teorema Fundamental de
la Aritmética.

de

comun divisor

Definiciéon maximo

Py 37 ¢Cual es el mcd de
ndmeros enteros

relativamente pequefios?

Se aplico los criterios de
divisibilidad y se determind
todos los divisores primos.

Se factorizé cada nimero.

Definiciéon de divisible,
divisor, multiplo o divide
Criterios de divisibilidad

por2,3,5y7.

Teorema Fundamental de
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Se

Fundamental

aplico el Teorema
de la
Aritmética y se expreso a
cada numero como un
producto de  nameros
primos.

Se aplico una propiedad
para el caso de numeros
enteros negativos y luego
se aplicdé la definicion de
maximo comun divisor para

determinar el mcd.

la Aritmética.

dem(a,b) = dem(al |y

)
de

comun divisor

Definiciéon maximo

P10, 33 Dado un problema
con un contexto, ¢Cual es

el maximo comun divisor?

Se aplico los criterios de
divisibilidad y se determiné
todos los divisores primos.
Se factoriz6 cada namero.
Se

Fundamental

aplico el Teorema
de la
Aritmética y se expresd a
cada numero como un
de
primos y luego se aplicé la
de

divisor

producto ndameros

definicion maximo
comun para
determinar el mcd.

Luego se expresé al mcd
como respuesta a la
pregunta del problema. Se
determino cada divisor de
los nUmeros como posibles
longitudes de los trozos de

las cuerdas.

de divisibilidad
por2,3y5

Criterios

Teorema Fundamental de
la Aritmética.
de

comun divisor

Definiciéon maximo

P11, 39 Dado dos numeros
relativamente grandes,
¢ Cual es su minimo comin

multiplo y méaximo comudn

Se aplico los criterios de
divisibilidad y se determiné
todos los divisores primos.

Se factorizé cada nimero.

Criterios de divisibilidad
por2,3,5 7y11
Teorema Fundamental de

la Aritmética.
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divisor?

Se aplico el Teorema
Fundamental de la
Aritmética y se expreso a
cada numero como un
producto de  nameros
primos y luego se aplico la
definicion de  maximo

comun divisor para

todo namero “b” es multiplo
del

Definicibn de  maximo
comun divisor

Dado dos numeros enteros
a y b, se cumple que
(a,b).[a,b]=a.b

Saque del gentile

determinar el mcd.

Se aplico una propiedad
para dar respuesta a la
pregunta del porque da asi
lo encontrado.

4.3.2.1 Andlisis de los aspectos mas sobresalientes que se observa en ambos
cuadros

Con respecto al problema 1(situacién problematica 24) cuando leemos la
consiga y tratamos de determinar lo que solicita, nos encontramos que la situacién
problematica requiere escribir todos los divisores de un determinado grupo de
nameros enteros positivos. Pero al tratar de resolver lo solicitado con las herramientas
conceptuales que brinda el libro, nos encontramos con el inconveniente de que, en
ningln lugar del capitulo, que trata el tema de divisibilidad, podemos hallar una
definicion de lo que representa un divisor, mucho menos de cuando un ndmero es
divisible por otro, razéon por la cual no es posible determinar los divisores de un
namero entero si no se cuenta con las herramientas conceptuales para tal fin. No
obstante, esto propicié que tuviéramos que brindar una definicién de las condiciones
gue debe cumplir un nimero entero para ser divisor de otro nimero entero y de esta
forma determinar los divisores solicitados. A la vez, como todos los ndmeros son
relativamente pequefios, fue necesario introducir y recurrir a los criterios de
divisibilidad, para de esta forma evitar buscar niumeros al azar que pudieran ser 0 no
divisores del grupo de namero del cual se solicita.

Como mencionamos, hicimos uso de criterios de divisibilidad para determinar
los divisores solicitados. No obstante, dichos criterios no estan plasmados en su
totalidad en el desarrollo del contenido por parte del libro. Siendo que solamente se
esgrime el criterio de divisibilidad por 11, donde ademas dicho criterio no es posible

utilizarlo en esta situacion. Razdn por la cual, a la hora de determinar los divisores del

255




grupo de nameros, nos encontramos que fueron necesarios introducir los criterios de
divisibilidad por 2, 3, 5y 7, criterios que como remarcabamos, no brinda el libro.
Ademas, como el capitulo de divisibilidad del libro trabaja con el conjunto de nimeros
enteros, no basta solamente con determinar los divisores positivos de un niumero, si no
también se debe tener presente los divisores negativos, donde para ello debimos
considerar la propiedad que expresa que si un numero entero a divide a otro b,
entonces se cumple que “a divide a —b”, que “a divide a b” y que “a divide a —b”. Esto
altimo, posibilito que, al determinar los divisores positivos de un namero, también se
determinaran los negativos.

Si miramos el Problema 2 (situacion problematica 28) nos encontramos que se
solicita determinar si un grupo de numeros enteros, en este caso los numeros 145, -
2.120 y 12624, son divisibles por una lista de niUmeros enteros positivos menores o
iguales a la decena, como ser los nimeros 2, 3, 4, 5, 6, 9 y 10. Sin embargo, como
remarcaramos en parrafos anteriores, en el capitulo donde se desarrolla el contenido
divisibilidad de numeros enteros, no solo no brinda una definicion de cuando dos
nameros enteros son divisibles, sino que ademas solamente se encuentra escrita la
regla de divisibilidad por 11, esto es, el caso donde un nimero entero es divisible por
11. Es asi que nos encontramos que las herramientas que brinda el libro no son
suficientes para desarrollar la situacion problematica, considerando que exige aplicar
reglas de las cuales no se tiene, siendo que la regla que brinda no es aplicable para
esta situacion. Todo lo expresado, nos direcciond a considerar que era necesario que
introdujéramos las distintas reglas o también llamados criterios de divisibilidad para
poder determinar si los nimeros dados por la situacion problematica son divisibles por
nameros enteros 2, 3, 4,5, 6, 9y 10.

Con respecto al Problema 3 (situacién problemética 30), el enunciado solicita
completar con uno o dos digitos enteros positivos, elegidos entre el cero y el nueve,
cada uno de los espacios en blanco de cada nimero de una lista de tres nimeros
enteros positivos, con la condiciéon de que al completar con uno o dos digitos cada
espacio en blanco segun corresponda, dicho nimero sea divisible por 11. Para esta
situacion problematica el libro brinda una regla de divisibilidad que permite dar con lo
solicitado, en este caso la regla de divisibilidad por 11, aun asi, podemos observar que
dicha regla solo es valida hasta un determinado nimero entero, siendo que para el
caso del nimero 81.818 no se cumple. Siendo asi necesaria la introduccion de una
definicién de las condiciones que cumple un numero para ser divisible por 11. No
obstante debemos recordar que el libro no brinda una definicion de las condiciones
que debe cumplir un nimero entero para ser divisible por otro niUmero entero, ademas

con respecto a la resolucion del problema, podemos observar que para el caso del
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namero que debe completarse con dos digitos, las operaciones a realizar se tornan
sumamente complicadas. Decimos esto, porque dado los nimeros 3 6 y 4.3 8 se
tiene que cada numero puede completarse con un solo digito de diez posibles.
Encontrandonos que, al momento de realizar los procedimientos para determinar cudl
digito es el que hacia posible que el nimero 3 6 y 4.3_8 sea divisible por once,
solamente un digito cumplia con lo solicitado. Es decir que, de diez posibilidades, solo
una de ellas era la que cumplia con lo solicitado. Sin embargo, esta cuestion cambia
con respecto al nimero 8 .1 5, porgue en este caso se tiene dos espacios en blanco
para completar con un digito del cero al diez, generando que ahora por cada digito que
se pueda ocupar para el primer espacio en blanco, se tiene diez posibles digitos para
el segundo espacio en blanco, situacién que genera que ahora se tenga 100 posibles
nameros que satisfagan que al completarse por dos digitos, sea divisible por 11. Esto
lleva a pensar que ahora de todas esas posibilidades, se tenga mas de un nimero que
cumpla que sea divisible por 11, con lo cual ahora la cuestion radica en que no se
puede determinar de forma rdpida cuantos nimeros de esos 100 casos, van a ser
divisibles por 11. Es asi que pasamos de dos casos, 3_6 y 4.3 8, en donde se tiene
que un solo digito de diez posibles hace que cada uno de ellos sea divisible por 11, a
un caso donde se tienen cien posibles nimeros que sean divisibles por 11, siendo
mucha la diferencia en cuanto a posibilidades entre ambos casos.

En cuanto al Problema 4 y 5 (situacién problematica 31) el enunciado del
problema solicita determinar de una lista de cuatro nimeros enteros positivos, cuales
de ellos es un nimero primo o compuesto, justificando cada afirmacion que se realice.
Para este problema, el libro trae consigo en el desarrollo del contenido divisibilidad de
nameros enteros una definicién de las condiciones que cumple un namero para ser
considerado un nimero primo o0 compuesto, con lo cual, anexando la propiedad que
diéramos en la resolucién del problema y criterios de divisibilidad, se puede determinar
lo solicitado por dicho problema. No obstante, la definicion que brinda expresa que un
namero es primo si tiene 4 divisores, esto es el mismo nimero, su opuesto y los
nameros 1 y -1, con lo cual se asume que un namero primo puede ser un ndmero
entero positivo o negativo, sin embargo, en la lista de nimeros que brinda el problema,
solo se pueden observar nimeros positivos. Descartando asi, el caso de nimeros
primos negativos

Con respecto al problema 7 y 8 (situacion problematica 32 y 33) se solicita no
solo escribir los primeros tres multiplos comunes de una lista de tres numeros enteros
positivos, sino que ademas solicita la factorizacion de los mismos y el célculo de su
minimo comudn multiplo. Si bien el libro tiene una definicién de las condiciones que

cumple un nimero entero para ser multiplo de otro nimero entero, nos encontramos
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que el libro no brinda un procedimiento evidente para poder hallar un maltiplo de otro
dado uno en particular. Porque para el caso de considerar el enunciado que propone
sobre la factorizacibn de un nimero entero, solo aclara que es similar al caso de
factorizacion de numeros naturales, pero no da una definicion del mismo ni las
condiciones que se deben cumplir. Ademas, nos encontramos que expone un ejemplo
de factorizacion de un numero entero negativo, siendo que la situacién problematica
solo da una lista de numeros enteros positivos. A su vez, en cuanto al célculo del
minimo comin multiplo, nos encontramos no solo que el desarrollo del libro no brinda
un enunciado o definicion de lo que es un minimo comun multiplo ni de las condiciones
gue debe cumplir, sino que ademas la definicion o enunciado que da el libro sobre ello
es poco claro. Consideramos que esto se debe en gran medida a que apoya en un
ejemplo en los cuales los nimeros son enteros negativos, en contra posicion con la
lista de ndmeros de la situacion problematica donde todos son nimeros enteros
positivos. Siendo asi, que nos vimos en la necesidad de dar una definicibn de minimo
comun multiplo y un procedimiento para su obtencion, sin dejar de lado que tuvimos
gue incorporar criterios de divisibilidad. Con respecto situaciéon problematica 33, el
enunciado basicamente solicita hallar el minimo comin mdltiplo de dos grupos de
nameros, uno con dos numeros enteros positivos y el otro grupo con tres nimeros
positivos relativamente pequefios. Para este problema, no solo nos encontramos que
el desarrollo del libro no brinda un enunciado o definicion de lo que es un minimo
comun multiplo ni de las condiciones que debe cumplir, si no que, a su vez, el
enunciado que brinda para su calculo, esta mediado por un ejemplo de calculo de un
minimo comun mdltiplo de ndmeros enteros negativos, en discordancia con los
nameros positivos que tiene la situacion problemética. Siendo asi que nos vimos
forzados a incorporar una definicion de factorizacion de un numero entero y las
condiciones que cumple un nimero para ser considerados un minimo comun mdaltiplo
de nimeros enteros, junto con el procedimiento para su calculo.

En cuanto al Problema 9 (situacién problematica 34) este consta de un
contexto en particular, donde se tiene una cantidad de fotografias mayor a 100 pero
menor a 150 y que puede distribuirse por hoja a razén de 8, 9 o 12 fotografias sin que
sobre ninguna. Para dar con la respuesta de la pregunta sobre la cantidad de
fotografias que se tiene en total, es necesario calcular un nimero que sea multiplo de
los nimeros 8, 9 0 12 con la condicion de que sea mayor a 100 pero menor a 150. Es
asi, que fue necesario calcular el minimo comun multiplo de de los nimeros 8, 9y 12.
Donde, al igual que en el caso del Problema 5 y 6, nos encontramos no solo que el
desarrollo del libro no brinda un enunciado o definicién de lo que es un minimo comun

multiplo ni de las condiciones que debe cumplir, sino que ademas la definiciébn o

258



enunciado que da el libro sobre ello es poco clara, debido a que se apoya en un
ejemplo sin un contexto en particular, en los cuales los nimeros son enteros
negativos, en contra posicion con la lista de niumeros de la situacién problematica
donde todos son nimeros enteros positivos. Siendo asi, que nos vimos nuevamente
en la necesidad de dar una definicion de las condiciones que debe cumplir un nimero
para ser considerado un minimo comun mdltiplo y los procedimientos para su
obtencion, como asi también la incorporacion de criterios de divisibilidad.

En el Problema 9 (situacion problematica 35) se tiene un contexto en particular,
donde intervienen dos trenes que se cruzan en un determinado momento del dia y se
solicita determinar en qué momento nuevamente se vuelven a cruzar, conociendo el
tiempo en que cada tren pasa por un paso a nivel. Al igual que en los problemas 5, 6,
7 y 8, nos encontramos en la necesidad de determinar el minimo comdn multiplo, en
este caso de dos numeros enteros positivos. Donde nuevamente nos encontramos no
solo que el desarrollo del libro no brinda un enunciado o definicion de lo que es un
minimo comun mudltiplo ni de las condiciones que debe cumplir, sino que ademas la
definicion o enunciado que da el libro sobre ello es poco clara, debido a que se apoya
en un ejemplo sin un contexto en particular ni nada similar, en los cuales los niUmeros
son enteros negativos, en contra posicién con la lista de nimeros de la situaciéon
problematica donde se tiene que son nimeros enteros positivos. Siendo asi, que nos
vimos nuevamente en la necesidad de dar una definicion de minimo comun mdltiplo y
su obtencién, como asi también la incorporacién de criterios de divisibilidad.

En el Problema 10 (situacion problematica 36) tenemos dos items, donde en el
item a) se solicita factorizar tres nameros relativamente pequefios y dar con el divisor
comun mayor, para luego en el item b), utilizar el divisor comdn mayor en relacién con
los tres numeros dados. Si bien el desarrollo del contenido por parte del libro tiene un
enunciado de como factorizar un nimero entero y un enunciado de como hallar un
maximo comun divisor, los mismos tienen sus limitaciones. Decimos esto porque con
respecto a la factorizacién de niUmeros enteros, nos encontramos que el enunciado del
libro expresa que se debe buscar los factores primos de un nimero entero como si se
tratase de un ndmero natural, aun asi, no expresa como realizar esa accion. Ademas,
brinda un ejemplo de factorizacion para el caso de un numero entero negativo,
aludiendo que se debe multiplicar por -1 a la factorizacién. Pero que, aun asi, no
expresa nada de los factores primos a los cuales multiplica, siendo que estos pudieran
ser positivos 0 negativos. Es por ello, que incorporamos la definicion del Teorema
Fundamental de la Aritmética para realizar lo solicitad por el item a. Por otra parte,
dicho item requiere el calculo del divisor comdn mayor, pero nos encontramos con dos

inconvenientes, el primero de ellos es que en el desarrollo del contenido por parte del
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libro, no aclara o brinda alguna definicién de lo que es o representa el divisor comdn
mayor de dos 0 mas numeros y de las condiciones que debe cumplir, y como segundo
inconveniente, nos encontramos que el enunciado que se brinda para poder hallar el
divisor comin mayor, se apoya en un ejemplo en particular en los cuales los nimeros
enteros son negativos, en discordancia con la situacion problemética en cuestion,
donde los nameros son enteros positivos. Es asi, que nuevamente al igual que en
situaciones anteriores, nos vimos en la necesidad de dar una definicion de lo que es el
divisor comun mayor de dos o mas numeros, de las condiciones que debe cumplir y
como hallarlo, como asi también la incorporacion de criterios de divisibilidad para
poder factorizar los nimeros de la situacion problematica.

En la resolucién del Problema 11 (situacidon problematica 37) nos encontramos
no solo que debimos incorporar una definicién de lo que representa un maximo comun
divisor y de las condiciones que debe cumplir, sino que ademas debimos incorporar un
procedimiento para su determinacion. Esto fue asi porque al leer el problema nos
encontramos que solicita hallar el méaximo comun divisor de tres grupos de numeros
enteros, donde cada grupo tiene tres numeros, entre ellos positivos y negativos,
relativamente pequefios. Si bien el libro brinda un enunciado de como hallar el maximo
comun divisor de nameros enteros, dicho enunciado se apoya basicamente en un
ejemplo donde se determina el m.c.d de tres numeros enteros, siendo algunos
positivos y otros negativos, pero que al hacerlo es poco claro del porque realiza
determinados procedimientos. Decimos esto, porque en el ejemplo que brinda da tres
nameros enteros donde uno de ellos es negativo y los demas positivos, exigiendo que
se aplique el valor absoluto de todos ellos para posteriormente realizar el calculo del
méaximo comun divisor. Sin embargo, nos encontramos que el maximo comun divisor
calculado corresponde a nimeros enteros positivos, pero el libro hace corresponder a
dicho numero como el maximo comun divisor de los niumeros enteros originales, sin
explicitar un argumento del porqué de tal accién o sin determinar si se aplicé una
determina propiedad que argumente tal procedimiento.

Con respecto a la solucion del Problema 12 (situacién problematica 38) nos
encontramos que el problema tiene un contexto en particular donde se tiene tres
cuerdas y se deben cortar en trozos de determinadas longitudes. Para resolver este
problema, debimos recurrir al calculo del maximo comin divisor, donde nos
encontramos con el inconveniente, al igual que en el caso del problema 10, que el libro
no solo no aclara o brinda una definicion de lo que representa el divisor comin mayor
de dos o mas numeros enteros y de las condiciones que debe cumplir, sino que

ademas nos encontramos que el enunciado que se brinda para hallar e divisor comdn
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mayor, te apoya en un ejemplo en particular, en los que se tiene un nimero negativo,
en discordancia con la situacién problematica.

En cuanto al Problema 13 (situacién problematica 39) nos encontramos que
dado dos numeros enteros positivos mayores a 500, de los cuales aparte de que
solicita factorizar dichos numeros y determinar su minimo comun multiplo y maximo
comun divisor, se debe responder a una pregunta acorde a los resultados
encontrados. Para lograr todo lo solicitado, nos vimos en la necesidad de incorporar la
definicion del Teorema Fundamental de la aritmética para poder dar con la
factorizacion de los niumeros dados, porque si bien el libro trae consigo un enunciado
de como factorizar un nimero entero, nos encontramos que dicho enunciado es poco
claro porque como primer inconveniente que se destaca, es que se sustenta en un
ejemplo de factorizacibn de un ndmero entero negativo pero que el mismo se
encuentra en discordancia con los nimeros positivos de nuestro problema, y como
segundo inconveniente, hace alusién a una factorizacion de nimeros naturales pero
sin embargo no da a conocer o no evidencia procedimiento alguno para tal fin.

A su vez, nos vimos en la necesidad de incorporar la definicién de lo que es y
representa un minimo comun multiplo y un maximo comun divisor de nimeros enteros,
como asi también las condiciones para poder hallarlos. Estas incorporaciones debimos
realizarlas debido a que el libro no solo no trae una definicion formal o enunciado de lo
gue es o representa el minimo comun maltiplo (mcm) y divisor comin mayor (dcm) de
nameros enteros, sino que solo a través de un ejemplo brinda una idea poco clara de
como hallar dichos numeros. Esto se debe a que basicamente se sustenta en el
célculo del mecm y dcm de nimeros enteros negativos en discordancia con los
nameros positivos de nuestro problema. Si bien todo lo expuesto manifiesta lo que se
realizd para determinar lo solicitado por el problema, con respecto a la pregunta que
se realiza, nos encontramos que da la idea de que al realizar el calculo del mcm y dcm
se evidenciara por si mismo un resultado en particular, sin embargo, esto no es asi.
Una posible respuesta de la pregunta es la aplicacién de una propiedad que relaciona
el mcm y dcm, pero que no se evidencia con numeros tan grandes como los del

problema.

4.3.3 Tercer libro
A continuacién, exponemos los cuadros referentes al libro Matematica Il de

Andrea Berman, Daniel Dacunti, Martin M. Perez y Ana Veronica Veltri
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Cuadro 1

Situacion Problematica

Procedimiento

Argumento

P1 22: ¢, Cuédles niumeros son

divisibles por 7?

No tiene

No tiene

P2, 23: ¢ Cuando un nimero
entero es multiplo o no de

otro nimero entero?

No tiene para divisibilidad
de numeros enteros.
Tiene para aplicacion de

criterios.

No tiene definicion de
divisible

Criterio de divisibilidad por
2,3,4,5,9y 10 del libro

P3, 23: ¢ Cuando un nimero
entero es divisible o0 no por

otro nimero entero?

No tiene para divisibilidad
de nimeros enteros.
Tiene para aplicacion de

criterios.

No tiene definicién de
divisible

Criterio de divisibilidad por
2,3,4,59y10

P4, 25. ¢, Cuando el producto
de dos numeros es

divisible por otro?

No tiene para divisibilidad

de numeros enteros.

No tiene definicién de

divisible

Ps, 26 28: ¢, QUé nimero
multiplicado por otro, da un

namero en particular?

No tiene para divisibilidad
de numeros enteros.
Tiene para aplicacion de

criterios.

No tiene definicién de
divisible

Criterio de divisibilidad por
4

Ps, 28. ¢ QuUé niimero que
divide a otro da un

resultado en particular?

No tiene para divisibilidad

de nimeros enteros.

No tiene definicion de
divisible

No tiene

Pz, 32, 33 ¢Qué pares de

nameros cumplen que

multiplicados  dan un

namero en particular?

No tiene para divisibilidad
de numeros enteros.

No tiene para determinar
nuameros que multiplicados

den uno en particular.

No tiene definicion de
divisible

Criterio de divisibilidad por
2y3

Si un numero a divide a

otro nimero b, también —a

lo es.
Ps 34: ¢, Los divisores de un | Tiene, pero no es | Tiene, pero no es
namero lo son también de | pertinente. pertinente.
Su opuesto?
No tiene para divisibilidad | No tiene

Po, 34 ¢ Existe un nimero
que divide a todos los

demas numeros?

de nimeros enteros.
No tiene para divisibilidad

por 1
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Pio, 34: ¢Existen numeros

primos que sean

opuestos?

Tiene, pero no es

pertinente

Tiene, pero no es

pertinente.

P11, 32 ¢Un ndmero entero
puede tener una cantidad

impar de divisores?

Tiene y es pertinente.

Un namero a es divisor de
un numero b, entonces —a

también lo es

P12, 35. ¢ Cuando un ndmero

entero es primo?

No tiene para divisibilidad

de nimeros enteros.

No tiene definicién de
divisible

un ndmero entero a es
primo si tiene solo cuatro

divisores (1, -1, ay -a)

Pis, 36 ¢Qué numero es

divisor de otro nimero?

No tiene para divisibilidad

de nimeros enteros.

No tiene definicién de

divisible
Criterios de divisibilidad
por2,3,4y5

P14, 37. ¢Si dos numeros
enteros que son mudltiplo
de otro se multiplican entre
si, dicho

producto es

multiplo de otro niumero?

No tiene para divisibilidad

de nimeros enteros.

No tiene definicion de
divisible

Criterio de divisibilidad por
2y 6

P1s, 37. ¢ Todos los nameros

primos son impares?

No tiene para divisibilidad

de nimeros enteros.

No tiene definicion de
divisible

Criterio de divisibilidad por
2

un ndmero entero a es
primo si tiene solo cuatro

divisores (1, -1, ay —a)

Pis, 37: ¢,Si un nimero es

divisible por otro, también

es divisible por otro
nimero distinto a los
anteriores?

No tiene para divisibilidad

de nimeros enteros.

No tiene definicion de
divisible

Criterio de divisibilidad por
4,

P17, 37. ¢Si un ndmero es
multiplo de un ndmero y
divisible por otro ndmero,

es también multiplo de otro

No tiene para divisibilidad

de numeros enteros.

No tiene definicién de
divisible

Criterio de divisibilidad por
6.
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numero distintos a los

anteriores?

Cuadro 2

Situacion Problemaética

Procedimiento

Argumento

P1 22: ¢, Cudles niumeros

son divisibles por 7?

Expresamos a cada
operacién como el producto
de dos expresiones, donde
una de las expresiones

resulta ser el nimero 7.

Definicién de divisibilidad

P2, 23. ¢ Cuando un nimero

entero es multiplo o no de

Planteamos las
definiciones y criterios y

formamos los nUmeros con

Definicion de divisibilidad
Criterio de divisibilidad por
2,3,4,5,9y 10 del libro

otro nimero entero? las condiciones que
solicitaba
Planteamos las | Definicion de divisibilidad

P3, 23: ¢ Cuando un nimero
entero es divisible o no por

otro nimero entero?

definiciones y criterios y
formamos los nUmeros con
condiciones

las que

solicitaba

Criterio de divisibilidad por
2,3,4,5,9y10

P, 25. ¢, Cuando el producto
de dos numeros es

divisible por otro?

Se expreso al nimero 24.m
como el producto de otros
ndameros, siendo uno de
estos el namero por el cual

se tenia que dividir.

Definiciéon de divisibilidad

Se expreso la situacion

como un producto con un

Definicion de divisibilidad
Criterio de divisibilidad por

Ps 26: ¢, Qué numero término desconocido. Se | 4
multiplicado por otro, da un | utilizo el criterio de
namero en particular? divisibilidad por 4 para
encontrar el namero
buscado
Ps, 28,30 ¢, QUé nimero que | Se determino al valor a | Definicién de divisibilidad

divide a otro da un
resultado en particular? SP
28

determinar cobmo X y se
aplicé una definicibn de

divisible. Se realizo una

Regla de los signos para la
multiplicacion de numeros

enteros.
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divisiéon, se aplico la regla
de

determind el

los signos y se
ndamero

desconocido.

P7, 32, 33 ¢Qué pares de

nameros cumplen que

multiplicados dan un

namero en particular?

Se determino todos los

divisores de los numeros
24 y -24 y se los agrupo
convenientemente y se los
multiplico para asi
determinar los numeros a y
b que solicitaba el ejercicio.

Se aplico una propiedad y

asi se determin6é los
nameros -a y -b que
también  cumplen  que

multiplicados dan 24 y la
regla de los signos para el

caso que diera -24

Definicién de divisibilidad
Criterio de divisibilidad por
2y 3

Ps, 34: ¢, Los divisores de un
numero lo son también de

Su opuesto?

Se considero

propiedad y en base a eso

una

se dedujo la afirmacion

Propiedad que expresa
qgue si

si un nUumero entero a
divide a otro b, entonces
se cumple que “a divide a
-b”, que “-a divide a b” y
que “-a divide a —b”

Pg, 34: ¢, Existe un nimero
que divide a todos los

demas numeros?

Se considero la propiedad
gue expresa que todo
namero es multiplo de 1 y
la definicibn de divisible
para llegar a la conclusion
gue el nimero 1 es divisor
de

enteros.

todos los ndmeros

Propiedad que expresa
que todo numero “b” es
multiplo de 1 Definicion de

divisible

Pio, 34: ¢Existen nlmeros

primos que sean

opuestos?

Se utiliz6 una propiedad
para determinar la

veracidad de la afirmacién

a es primo si y solo si —a

también lo es”

265




P11, 32: ¢Un nimero entero
puede tener una cantidad

impar de divisores?

Se utilizo una propiedad

para razonar que un

namero entero tiene una

cantidad par de divisores.

un nimero a es divisor de
un ndamero b, entonces —a

también lo es

P12, 35: ¢ Cuando un nimero

entero es primo?

Se determino los divisores
de cada numero y se llegé
a una conclusién con base
en la cantidad de divisores

de cada nuamero.

Definicién de divisible
un nimero entero a es
primo si tiene solo cuatro

divisores (1, -1,ay -a)

Pis, 36 ¢Qué numero es

divisor de otro nimero?

Se aplico distintos criterios
de divisibilidad a cada
namero y se determiné sus

divisores.

Definicién de divisible
Criterios de divisibilidad
por2,3,4y5

Pis, 37. ¢Si dos ndmeros
enteros que son mudltiplo
de otro se multiplican entre
si, dicho producto es

multiplo de otro nimero?

Se propuso dos numeros
enteros, se los multiplico y
se lleg6 a la conclusién que
no era divisible por otro

namero en particular

Definicién de divisible
Criterio de divisibilidad por
2y 6

Pis 37. ¢ Todos los nUmeros

primos son impares?

Se considero al nimero 2 y
se demostré que es primo y
gue ademas es divisible

por 2.

Definicion de divisible
Criterio de divisibilidad por
2

un ndmero entero a es
primo si tiene solo cuatro

divisores (1, -1, ay -a)

Pis, 372 ¢Si un nimero es

divisible por otro, también

es divisible por otro
nimero distinto a los
anteriores?

Se considero un numero
multiplo de 4, pero no era
de 8

afirmaba el item.

multiplo como

Definicion de divisible
Criterio de divisibilidad por
4.

P17, 37: ¢SI un numero es
mdultiplo de un ndmero y
divisible por otro numero,
es también multiplo de otro
namero distintos a los

anteriores?

Se consider6 un numero
cualquiera divisible por 6 y
se lleg6 a la conclusién que
era multiplo de 3 y divisible

por 2

Definicion de divisible
Criterio de divisibilidad por
6.

Si un numero es divisible

por otro, el resto es cero.
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4.3.3.1 Andlisis de los aspectos mas sobresalientes que se observa en ambos
cuadros

En cuanto al Problema 1 (situacién problematica 22) nos encontramos que se
tiene una lista de numeros vinculados por medio de operaciones de suma, resta y
multiplicacion y se debe determinar, sin dar con el resultado de las operaciones, si son
divisibles por 7. Para resolver esta situacion problematica, nos vimos en la necesidad
de dar una definicién de las condiciones que cumplen dos nimeros enteros para ser
divisibles, puesto que el libro no brinda ninguna definicién formal sobre ello. Si bien en
una seccion del libro se exhibe un titulo de “multiplos y divisores”, nos encontramos
que solamente brinda una definicion de las condiciones que cumplen los nimeros
enteros para ser considerados multiplos y solamente a través de un ejemplo de esto
altimo, introduce una idea de divisible, pero ninguna definicion formal.

Con respecto a los Problemas 2 y 3 (situacién problematica 23) nos
encontramos que se da una lista de cuatro numeros y se deben formar otros nimeros
de cuatro cifras que cumplan con determinadas condiciones. Si bien el libro brinda una
definicién de mudltiplo y reglas de divisibilidad para poder formar ndmeros con las
condiciones expuestas en cada item, nos encontramos que el libro, mas alla de un
débil ejemplo, no esgrime ninguna definiciébn formal de las condiciones que deben
cumplir dos nimeros enteros para ser divisibles. Razén por la cual nos vimos en la
necesidad de introducir una definicion de las condiciones que cumplen dos nimeros
enteros para ser divisibles, con la ventaja que dicha definicién también explica cuando
dos numeros enteros son multiplos. Si bien, como mencionaramos, el libro brinda una
definicion de cuando un nimero entero es multiplo de otro, la definiciébn que diéramos
establece las relaciones entre multiplo y divisible, siendo esta de una mayor claridad
matematica.

En cuanto al problema 4 (situacién problematica 25) se solicita dar un nimero
natural que cumpla con la condicién de que el producto de dicho nimero por 24, sea 0
no divisible por 3. Para esta situacidn, nos encontramos en la necesidad de brindar
una definicién de las condiciones que cumplen dos nimeros enteros para ser divisibles
ente si. Recurrimos a esto, porque como mencionaramos en parrafos anteriores, el
libro no brinda, mas all4 de un ejemplo, una definicién formal de cuando dos nimeros
son divisibles entre si.

En el Problema 5 (situacién problematica 26) nos encontramos que debimos
incorporar una definicion de divisibilidad para poder determinar un numero en
particular, que multiplicado por 4 de como resultado -12. Esto fue necesario porque el

libro no solo no trae consigo un enunciado de cuando dos nimeros son divisibles, sino
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que, al dar un enunciado de divisibilidad entre dos numeros, solamente se apoya en
un ejemplo. A su vez, utilizamos el criterio de divisibilidad por 4 que brinda el libro.

Para el caso del problema 6 (situacion problematica 28 y 30), nos encontramos
que dada la multiplicacién o division de dos numeros enteros y un resultado en
particular, se deben determinar en algunos casos, los nimeros que se multiplicaron o
el resultado de una multiplicacién de dos nimeros en particular. Para poder hallar los
nameros que verifican la igualdad, nos encontramos que fue necesario incorporar una
definicion de las condiciones que cumplen dos nameros enteros para ser divisibles
entre si. Esto fue necesario, debido a que el libro no trae un enunciado formal de
cuando dos numeros son divisibles entre si. Si bien se esgrime una nocién de divisible,
solo se realiza a través de un ejemplo en articular y nada mas.

En el problema 7 (situacidon problematica 32 y 33) nos encontramos que se
debia determinar dos nimeros que cumplieran que su producto sea igual a un nimero
en particular, para un caso debia dar 24 y para otro caso -24. Para determinar los
nameros solicitados que cumplieran con la igualdad, debimos introducir una definicion
de las condiciones que cumplen dos numeros enteros para ser divisibles puesto que,
como mencionaramos, el libro solamente brinda una idea de divisible apoyandose en
un ejemplo. También fue necesario utilizar algunos enunciados que brinda el libro,
como ser una propiedad que expresa que, si un numero divide a otro, su opuesto
también lo divide, como asi también la regla de los signos para la multiplicacion y
diversas reglas de divisibilidad.

En los problemas 9, 10 y 11 (situacion problematica 34) nos encontramos con
diversas afirmaciones de las cuales se debe determinar si son verdaderas o falsas.
Para el caso del item a), fue necesario introducir una propiedad que expresa que si un
namero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a divide a —b”, que “a divide
a b”y que “a divide a —b” (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.4), siendo asi que
los divisores de -20, lo son también de su opuesto. Si bien es cierto que el desarrollo
conceptual del libro brinda una propiedad similar, esta es “Si un nimero a es divisor de
un nimero b, entonces —a también lo es”, no especifica nada con respecto al nimero
b. Siendo asi que la propiedad que diéramos, hace posible determinar la verdad de la
afirmacion del item a. Para el caso del item b, el desarrollo conceptual del libro no
brinda ninguna definicion que nos permita determinar la verdad o falsedad de dicha
afirmacion. Fue por esto, que fue necesario introducir la propiedad que expresa que
todo numero “b” es multiplo de 1 (propiedad- aritmética de M. Becker-1.1.5) y una
definicion de las condiciones que cumplen dos nimeros enteros para ser considerados
divisibles entre si. Determinando asi la veracidad de la afirmacion. Con respecto al

item c, fue necesario introducir una definicibn de namero rimo y su relacién con su
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opuesto. Si bien el libro brinda una definicion de namero primo, el mismo solo alcanza
a los numeros positivos, descartando el caso de sus opuestos. Con respecto al item d,
utilizamos una propiedad que brinda el libro y a través del mismo, determinar la
falsedad del enunciado del item d.

Con respecto al problema 12 (situacién problematica 35), dada una lista de
namero enteros positivos y negativos, se deben determinar aquellos que sean
nameros primos. Como el libro no brinda una definicion de las condiciones que
cumplen dos numeros enteros para ser divisibles, fue necesario introducir una
definicién que diera dichas condiciones, ademads, utilizando las reglas de divisibilidad
gue brinda el libro y la definicion de namero primo que diera el desarrollo conceptual
del libro, pudimos determinar aquellos nimeros que fueran primos.

Para el problema 13 (situacion problematica 36) se tiene dos listas distintas de
nameros enteros, donde se los debe relacionar en el caso que los nimeros de una
lista sean divisores de los numeros de la otra lista. Para esta situaciéon, nos vimos en la
necesidad de introducir una definicion de las condiciones que cumplen donde nimeros
enteros para ser uno divisor del otro. Esta necesidad se fundamenta en el hecho que
el desarrollo conceptual del libro no esgrime ninguna definiciéon de divisor. Valiéndonos
de esta definicién, que relaciona la definicién de divisor con la de multiplo y las reglas
de divisibilidad que brinda el libro, permitié relacionar los nimeros que son divisores
de los nimeros de la otra lista.

Con respecto a los problemas 14, 15, 16 y 17 (situacion problematica 37), se
tiene una lista de cuatro afirmaciones donde se deben determinar la verdad o falsedad
de cada una de ellas. Para el caso del item a), se solicita determinar si el producto de
dos numeros que son multiplos de 3, es también un multiplo de 6. Si bien el libro
brinda una definicién de las condiciones que cumplen dos nameros para ser multiplos
entre si, resulta poco clara y poco Gtil para demostrar la verdad o falsedad de esta
afirmacion. Es por ello, que para determina la falsedad de esta afirmacién, brindamos
una definicién de las condiciones que cumplen dos nimeros enteros para ser divisibles
entre si y la regla de divisibilidad por seis. Con base en esto ultimo, brindamos dos
ndameros que son multiplos de tres y mostramos que su producto no es un multiplo de
seis. Con respecto al item b), se realiza una afirmacion donde manifiesta que todos los
nameros primos son impares. Para determinar la falsedad de esta afirmacion,
utilizamos la definiciobn de divisible que diéramos con anterioridad, la regla de
divisibilidad por 2 y la definicion de numero primo que esgrime el desarrollo conceptual
del libro. Esto fue suficiente para argumentar que el nimero 2, contradice la
afirmacion. En cuanto al item c), se afirma que, si un numero es divisible por cuatro, lo

es también por 8. Para determinar la falsedad de esta afirmacién, utilizamos la
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definicion de divisible que utilizaramos en los items anteriores y la regla de divisibilidad
por cuatro. Con base en esto, brindamos un nimero en particular y mostramos que
dicho namero era un divisible por cuatro, pero no por ocho. Por ultimo, en el item d),
se tiene la afirmacion que, si un nimero entero es multiplo de tres y al dividirlo por dos
se obtiene resto cero, dicho nimero es mdltiplo de seis. Para demostrar la Veracidad
de esta afirmacion, nos valimos de la regla de divisibilidad por 6, la definicion de
divisible que diéramos anteriormente y la propiedad que expresa que un ndmero es
divisible por otro si y solo si tiene resto cero. Donde propusimos un numero b
cualquiera y argumentandonos que dicho numero cumplia que era mdultiplo de 3 y

divisible por 2, llegdbamos a que dicho nimero b era multiplo de 6.

4.3.4 Cuarto libro
A continuacion, exponemos los cuadros referentes al libro El Libro de la

Matematica 7 de Laura Inés Cantero.

Cuadro 1
Situacion Probleméatica Procedimiento Argumento
P1, &0 ¢Cuantos divisores | No tiene No tiene

tiene un nimero?

P2, 1, 2 10, 12, 19, 24, 27, 28: ¢,Un
namero entero es multiplo

de otro?

Tiene para el caso de los
problemas 1, 2 y 27. Se
determino los multiplos
solicitados

Tiene para resolver solo un
caso del 10, 12

Tiene, pero

no es

pertinente para el problema

24y 28.
Se utilizo criterios de
divisibilidad para

determinar multiplos

Definicion de mdltiplos de
enteros para el caso de los
problemas 1,2y 27.

Criterios de divisibilidad

Ps, 4: ¢ Qué multiplos de un

Se determino los mdltiplos

Definiciobn de mdltiplos de

namero son mayores Yy | de un namero. enteros

menores que otros

nameros?

Pa, 3 5 710 12, 170 ¢Qué | No tiene como resolver, no | No tiene definicibn de
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numero es divisor de otro

ndmero?

tiene definicién de divisor

divisor

Ps. 10: ¢ Qué numero divide

Tiene, pero no pertinente

Tiene. La definicion explica

) porque solo resuelve un | cuando lo es
a otro numero?
caso de todos los dados en
el item
Ps, s: ¢Qué condiciones | No tiene para determinarlo | Solo tiene para saber
cumplen los signos del cuando un ndamero es

producto de dos nameros

enteros?

multiplo de otro.

P7 o 11, 200 ¢Cudl es la

factorizacion de un

Se

brinda ejemplos de cémo

Tiene como hacer.

factorizar un nimero. Aun

Teorema Fundamental de
la aritmética.

Criterios de Divisibilidad

namero? asi es insuficiente porque
es necesario determinar
divisores
Ps, 13 Dado un ndmero, | Brinda un procedimiento | Poco clara la definiciéon de

¢,Dicho nimero es primo?

para determinar realizando

namero primo

divisiones. Criterios de divisibilidad
Po, 15, 16, 211 ¢Por cual | No tiene No tiene definicion de
namero es divisible otro divisible
namero entero?
P10, 22.23: ¢ Por cual cifra se | No tiene No tiene
debe completar un nimero
para que sea divisible por
otro?
P11, 25: ¢ Cual es el maximo | No tiene, solo ejemplos No tiene
comun divisor de nimeros
enteros relativamente
pequefos?
P12, 29: ¢,Cudl es el mecm de | No tiene, solo ejemplos No tiene
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ndmeros relativamente

pequefios?

Dado

problema con un contexto,

P13, 26 31 un

¢,Cual es el minimo comun

multiplo?

No tiene, solo ejemplos

No tiene

P14, 33 Dado un problema
¢, Qué

namero es divisible por

con un contexto,

otro nimero?

No tiene

No tiene definicion de

divisible

Cuadro 2

Situacion Problematica

Procedimiento

Argumento

Pj_, 6.

tiene un nimero?

¢ Cuantos divisores

Se expreso a cada numero
como un producto y se
determiné la cantidad de

divisores.

Definicion de divisor de

nuameros enteros

P2, 1, 2, 10, 12, 19, 24 27, 28: ¢UN
namero entero es multiplo

de otro?

Tiene para el caso de los
problemas 1, 2 y 27. Se
determino los mudltiplos
solicitados.

Para resolver el problema
10 y 12 se utlizdé la
definicion de divisor vy
divide que se introdujo.

Para los casos 24 y 28 se

determiné los mudltiplos
expresados como una
igualdad.

Se utilizo criterios de
divisibilidad para

determinar maltiplos

Multiplicacién de enteros

para el caso de |los
problemas 1,2y 27
Definicibn de  mudltiplo

expresado como igualdad
Criterios de divisibilidad
Definicién de divisor de

ndmeros enteros
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Ps, 4: ¢ Qué multiplos de un

namero son mayores Yy

Se determino los divisores

de un nimero utilizando la

Definicién de divisor

menores que otros | definicion de divisor
nameros?
Se determino si un nimero | Definicion de divisor,
era divisor, mduitiplo o si | mualtiplo y divide
divide a otro planteando | Criterios de divisibilidad
Pa, 3 5 710 12 170 ¢QUEé | igualdades. Propiedad que expresa

numero es divisor de otro

ndmero?

Se sumo los digitos de un
namero para determinar si
divisible por otro.

En el caso del problema 17
se expresa a un numero

como multiplo de 1

que todo numero b es

multiplo de 1

Ps, 10: ¢ Qué numero divide

a otro niumero?

Se expreso a los nimeros

como una igualdad y se

de

divisor, multiplo o divide

Definicién divisible,

determine si un numero

divide a otro
Ps, s: ¢Qué condiciones | Se expreso a las | Definicibn  de  divisor,
cumplen los signos del | afirmaciones como un | divisible, divide y maltiplo
producto de dos numeros | producto
enteros?

Tiene como hacer. Se | Teorema Fundamental de

P7, 9, 11, 20- (,CUél es la

factorizacion de un

brinda ejemplos de como

factorizar un numero. Se

la aritmética.

Definiciéon de divisor

namero? determina los divisores de | Criterios de Divisibilidad
los nUumeros utilizando
criterios
Se determino los divisores | Definicion de  divisible,
Ps 13: Dado un nUmero,

¢,Dicho nimero es primo?

de cada numero utilizando

los criterios de divisibilidad

divisor, multiplo o divide
Criterios de Divisibilidad

Po, 15 16, 21, 24 ¢Por cual
nimero es divisible otro

numero entero?

Se determino que numero
otro
de

era divisible por

utilizando criterios

de
divisor, multiplo o divide

Criterios de Divisibilidad

Definicién divisible,
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divisibilidad 'y

divisiones

realizando

P10, 22,23: ¢ Por cudl cifra se
debe completar un nidmero
para que sea divisible por

otro?

Se realizé la suma de las
cifras del ndmero y donde
no figuraba la o las cifras a
determinar la consignamos
con una letra para poder
operar con ella.

Se constituyo una igualdad
y se determind si era un
divisible por 3 y luego por 3
y 4 agotando posibilidades.

de
divisor, multiplo o divide
Criterios de Divisibilidad

Definicién divisible,

P11, 25 ¢ Cual es el maximo
comun divisor de nimeros
enteros relativamente

pequefios?

Se aplico los criterios de
divisibilidad y se determiné
todos los divisores primos.
Se factoriz6 cada namero.
Se

Fundamental

aplico el Teorema
de la
Aritmética y se expres6 a
cada numero como un
producto de  numeros
primos.

Se aplico una propiedad
para el caso de numeros
enteros negativos y luego
se aplicé la definicion de
maximo comun divisor para

determinar el mcd.

de

divisor, multiplo o divide

Definicién divisible,
Criterios de divisibilidad
Teorema Fundamental de
la Aritmética.

dem(a,b) = dem(al b

)
de

comun divisor

Definicién maximo

P12, 29: ¢, Cudl es el mcm de
ndmeros relativamente

pequefios?

Se aplico los criterios de
divisibilidad y se determiné
todos los divisores primos.
Se factoriz6 cada namero.
Se

Fundamental

aplico el Teorema
de la
Aritmética y se expres6 a

cada numero como un

de

divisor, multiplo o divide

Definicion divisible,
Criterios de divisibilidad
Teorema Fundamental de
la Aritmética.
de

comun divisor

Definicién maximo
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producto de  numeros
primos y luego se aplicé la
definicion de minimo
comun multiplo para

determinar el mcm. Luego
se expres6 al mcm como
respuesta a la pregunta del
problema. El mcm
encontrado se lo expreso
en minutos y se consideré
la ultima hora en que se
encontraron los trenes para
saber que una hora y

media después se

volverian a encontrar.

Dado

problema con un contexto,

P13, 26 31! un

¢,Cual es el minimo comun

multiplo?

Se aplico los criterios de
divisibilidad y se determiné
todos los divisores primos.
Se factoriz6 cada namero.
Se

Fundamental

aplico el Teorema
de la
Aritmética y se expres6 a
cada numero como un
de
primos y luego se aplico la
de

multiplo

producto nameros

definicion minimo
comun para
determinar el mecm.

Luego se expres6 al mcm
como respuesta a la
pregunta del problema. Se
determino cada divisor de
los nimeros como posibles
longitudes de los trozos de

las cuerdas.

de

divisor, multiplo o divide

Definicién divisible,
Criterios de divisibilidad
Teorema Fundamental de
la Aritmética.
de

comun divisor

Definicién maximo

P14, 33 Dado un problema

Se determino los mdltiplos

Definicion de divisible,
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con un contexto, ¢Qué
namero es divisible por

otro nimero?

de 5y se descarto los que
eran divisible por 3y 4y

luego. Luego se determind

divisor, multiplo o divide
Criterios de divisibilidad

los que al dividir por 3y 4
tenian por resto 1 y se
determiné la  cantidad

solicitada.

4.3.4.1 Andlisis de los aspectos mas sobresalientes que se observa en ambos
cuadros

Con respecto al tipo de problema 1 (situacién problematica 6), cuando leemos
la consiga y tratamos de determinar lo que solicita, nos encontramos que la situacion
problematica requiere determinar la cantidad de divisores de los numeros 1y -1. Pero
al tratar de resolver lo solicitado con las herramientas conceptuales que brinda el libro,
nos encontramos con el inconveniente de que, en ningun lugar del capitulo, que trata
el tema de divisibilidad, podemos hallar una definiciéon de lo que representa un divisor
en el conjunto de nimeros enteros, razén por la cual no es posible determinar los
divisores de un numero entero si no se cuenta con las herramientas conceptuales para
tal fin. No obstante, esto propicié que tuvieramos que brindar una definicion de las
condiciones que debe cumplir un nimero entero para ser divisor de otro ndmero
entero y de esta forma determinar los divisores solicitados. A la vez, como todos los
nameros son relativamente pequefios y se debia determinar todos los divisores, se
introdujo la propiedad que expresa que todo no nimero es multiplo de 1y la propiedad
que expresa que, si un numero entero a divide a otro b, entonces se cumple que “a
divide a—b”, que *“a divide a b” y que “a divide a —b”.

Si miramos el tipo de Problema 2 (situaciones problematicas 1, 2, 12, 19, 24,
27 y 28), podemos observar que en los problemas 1, 2, y 27 se utilizé la definicién de
multiplo que brinda la propuesta tedrica, siendo este enunciado suficiente para
resolver la situacion problematica. No obstante, en el problema 1 fue necesaria la
propiedad que expresa que todo nimero entero es multiplo de 1. Con respecto a los
problemas. Con respecto a los problemas 12, 19, 24 y 28, en los mismos fue necesaria
la definicidn de divisible, mdltiplo, divide y divisor que utilizaramos, con el fin de utilizar
una igualdad que permitiera resolver el problema. A su vez, se utilizé distintos criterios

de divisibilidad que brinda la propuesta teérica del libro.
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Con respecto al tipo de problema 3 (situacién problematica 4) fue suficiente
utilizar la definicion de multiplo que brinda el libro para dar con los multiplos de 25 que
son mayores y menores a otro numero.

En cuanto al tipo de problema 4 (situaciones problematicas 3, 5, 7, 10, 12y 17)
podemos observar que en todos ellos solicita determinar divisores de un nimero, es
asi que nos vimos en la necesidad de introducir una definicion de las condiciones que
cumplen donde nameros enteros para ser uno divisor del otro. Esta necesidad se
fundamenta en el hecho que en la propuesta tedérica del libro no se esgrime ninguna
definicion de divisor. Valiéndonos de esta definicion, que relaciona la definicion de
divisor con la de multiplo determinar los divisores solicitados.

Con respecto al tipo de problema 5 (situacion problematica 10), podemos
observar que si bien en la propuesta teérica del libro se brinda una definicion de
“divide”, no es pertinente para utilizar en el problema puesto que, con la definicién de
divisible, divide, mdultiplo o divisor que se introduce, ya es posible resolver todos los
items del problemay no solo uno.

En cuanto al tipo de problema 6 (situacion problematica 8) fue necesaria la
introduccién de una definicion de las condiciones que cumplen dos nimeros para ser
multiplos y asi utilizando la igualdad que define, poder determinar los signos de los
nameros que componen una igualdad. Si bien en la propuesta tedrica se brinda una
definicion de mudltiplo, no es posible apreciar un lenguaje simbdlico que determine la
forma de esos multiplos como para utilizar en la resolucion del problema.

Con respecto al tipo de problema 7 (situaciones problematicas 9, 11 y 20)
podemos observar que en la propuesta tedrica se brinda el Teorema Fundamental de
la Aritmética para determinar la factorizacion de los numeros. No obstante, fue
necesatria la introduccion de la definicion de divisor para determinar los divisores de los
nameros y asi poder factorizarlos. Como se debia determinar los divisores primos, se
introdujo una definicibn de nimero primo, puesto que en la que propone el libro no
determina que forma tiene un namero primo, sino solo menciona. A su vez se utilizé
los criterios de divisibilidad que brinda el libro.

En el tipo de problema 8 (situacion problematica 13) se debe determinar
cuéles nimeros son primos, si bien en la propuesta teérica se brinda una definicion de
namero primo el mismo resulta poco claro porque no determina que forma tienen. Es
asi que fue necesaria la introduccion de una definiciébn que permita determinar cuando
un namero es primo y las condiciones que cumple, a su vez se introdujo una definicién
de las condiciones que cumplen dos numeros para ser uno divisor del otro, de esta
forma se determiné los divisores, utilizando los criterios de divisibilidad que brinda el

libro.
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En relacion al tipo de problema 9 (situaciones problematicas 15, 16 y 21) nos
encontramos que en los casos 15 y 21 se debe brindar nimeros que cumplan que
sean divisibles por 4, 5 y 25 respectivamente, en el caso del problema 16 tenemos una
lista de niUmeros de los cuales se debe determinar cuales los dividen. Para todos los
casos fue necesaria la introduccion de una definicion de cuando un numero entero es
divisible por otros y en conjunto con los criterios de divisibilidad, por determinar lo
solicitado en cada problema. La introduccion de esta definicion se apoya en el hecho
que la propuesta tedrica ano brinda ninguna definicion de cuando un numero es
divisible por otro.

Con respecto al tipo de problema 10 (situaciones problematicas 22 y 23) el
enunciado de cada problema solicita completar con uno o dos digitos enteros
positivos, elegidos entre el cero y el nueve, cada uno de los espacios en blanco de
cada namero de una lista de enteros positivos, con la condicién de que al completar
con uno o dos digitos cada espacio en blanco segun corresponda, dicho nUmero sea
,para el caso del problema 22, divisible por 3 y ,para el problema 23, sea divisible por 3
y 4. Para esta situacion problemética el libro brinda criterios de divisibilidad que
permite dar con lo solicitado. No obstante, debemos recordar que el libro no brinda una
definicion de las condiciones que debe cumplir un nimero entero para ser divisible por
otro nimero entero, ademas con respecto a la resolucion del problema, podemos
observar que para el caso del numero que debe completarse con dos digitos, las
operaciones a realizar se tornan sumamente complicadas. Decimos esto, porque dado
los nimeros 2 1, 174 , 52y 1 8 se observa que cada numero solo debe
completarse un digito. Sin embargo, esta cuestiébn cambia con respecto al nimero
_1 18, porque en este caso se tiene dos espacios en blanco para completar con un
digito del cero al diez, generando que por cada digito que se pueda ocupar para el
primer espacio en blanco, se tiene diez posibles digitos para el segundo espacio en
blanco, situacién que genera que ahora se tenga 100 posibles nimeros que satisfagan
que al completarse por dos digitos, sea divisible por 3. Esto lleva a pensar que ahora
de todas esas posibilidades, se tenga muchos nimeros que cumplan que sea divisible
por 3, con lo cual ahora la cuestion radica en que no se puede determinar de forma
rapida cuantos numeros de esos 100 casos, van a ser divisibles por 3. Para ambos
problemas se introdujo una definicién de las condiciones que cumplen dos nimeros
enteros para ser divisibles por otro.

En la resolucién al tipo de problema 11 (situacion problemética 25) nos
encontramos que debimos incorporar una definicion de lo que representa un maximo
comun divisor, de las condiciones que debe cumplir, un procedimiento explicito para su

determinacion y la propiedad que determina el mcd de nimeros enteros de distintos
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signos. Esto fue asi porque al leer el problema nos encontramos que solicita hallar el
maximo comun divisor de grupos de nimeros enteros, donde cada grupo tiene dos o
mas nameros, entre ellos positivos y negativos, relativamente pequefos.
Encontrandonos que en la propuesta tedrica del libro solamente se brinda ejemplos de
como determinarlo, mas no un enunciado matemética formal. Ademas, que en los
ejemplos que brinda realiza el célculo del mcd a numeros de distintos signos sin
especificar del porqué de algunas cuentas.

Con respecto al tipo de problema 12 (situacion problematica 29), nos
encontramos que debimos incorporar una definicion de lo que representa un minimo
comun mudltiplo, de las condiciones que debe cumplir y un procedimiento explicito para
su determinacion. Esta incorporacién se debié a que en la propuesta teorica del libro
solamente se brinda ejemplos de cémo determinarlo, mas no un enunciado
matematica formal. Ademas, que en los ejemplos que brinda realiza el calculo del mcd
a numeros de distintos signos sin especificar del porqué de algunas cuentas.

En el tipo de problema 13 (situaciones problematicas 26 y 31), tenemos que en
caso del problema 26 se tienen dos personas que visitan a su abuela en diversos dias
a intervalos de tiempo regulares, sucediendo que en algunos dias coinciden. Para dar
con la respuesta de la pregunta, debimos calcular el mcm. Nuevamente nos vimos en
la necesidad de incorporar una definicion de lo que representa un minimo comudn
multiplo, de las condiciones que debe cumplir y un procedimiento explicito para su
determinacion. Nuevamente esta introduccién se debié a que en la propuesta
textualizada solamente se brinda un ejemplo del célculo del mcm y no un enunciado
matematico.

En cuanto al tipo de problema 14 (situacion problemética 14) no encontramos
que dado un contexto en particular, se deben determinar la cantidad de bombones de
una caja, con la particularidad que si se lo reparte en diversas cantidades, se tienen
distintos grupos. Como solicitaba que dicha sea divisible por otro nimero, nos vimos
en la necesidad de incorporar una definicion de las condiciones que cumplen los
nameros enteros para ser divisibles y asi con los criterios de divisibilidad que brinda el

libro poder dar con la respuesta solicita.

4.4 Preguntas descriptivas de la componente epistémica
En este apartado, realizamos un andlisis y evaluacion del desarrollo del
contenido divisibilidad de numeros enteros que se encuentra en los libros

seleccionados, teniendo presente las preguntas descriptivas que permiten describir las
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distintas partes del contenido divisibilidad de numeros enteros explicitados en el

capitulo 3.

4.4.1 Preguntas descriptivas de la componente epistémica de cada libro
A continuacién, respondemos las preguntas que permiten describir la faceta

epistémica de cada libro seleccionado.

4.4.1.1 Primer libro

Libro: Navegantes del Conocimiento
Logonautas Matematica 2.
Equivalente a 1°, E. S/2 ° E.S.B.

Editorial: Puerto de Palos.

Edicion: Primera

Reimpresion:  Primera

Afo: 2011

Autores del libro: Pablo Amster
Leonardo Moledo

Irene Zapico

Preguntas de la componente epistémica
v Situaciones-Problemas

,Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de
contextualizacion, ejercitacion o aplicacién respecto al contenido divisibilidad en
nameros enteros?

Consideramos que no se presenta una muestra representativa y articulada de
las diversas situaciones con respecto al contenido divisibilidad de niumero enteros. En
cuanto a situaciones de contextualizacion, podemos observar que no se evidencian
situaciones de tal tipo para ninguna de las definiciones, propiedades o enunciados
referente al contenido mencionado. Las situaciones que se presentan para la
resolucion por parte del lector son solamente situaciones de ejercitacion y aplicacion
de definiciones matematicas del contenido mencionado y sin nexo con un contexto en
particular, ya sea de un contexto ideal o uno préximo a la realidad del alumno.

¢, Se proponen situaciones de construccion de problemas (problematizacion)
relacionadas con el contenido divisibilidad de nimeros enteros?

El libro no propone ninguna situacion problematica en la cual se deba generar
un contexto que se pueda responder o vincular con el contenido divisibilidad de

numeros enteros.
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v' Lenguajes

¢ Se realiza el uso de diferentes modos de expresion matematica, como ser
grafica o simbdlica, traducciones y conversiones entre los mismas, con respecto al
contenido divisibilidad de numeros enteros?

Con respecto a esta pregunta, a lo largo del desarrollo del contenido podemos
observar lo siguiente:

Expresion verbal: nos encontramos con expresiones del tipo nimero entero,
divisible, division entera, valores absolutos, maltiplo, divisor comun mayor, dcm, divisor
positivo, multiplo comin menor, mcm, menor multiplo,

Expresion simbolica: nos encontramos con solamente los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5,

[

6, 7, 8, 9, los signos de las operaciones basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.
(Multiplicacion) y “/” (divisién), el signo “=”, los paréntesis (, )

-Expresion grafica: No es posible encontrar a lo largo del libro representaciones
graficas con respecto al contenido divisibilidad de nimeros enteros.

¢, Se proponen situaciones de interpretacién acerca del contenido divisibilidad
de nimeros enteros?

Si bien el libro en algunos casos brinda ejemplos de aquello que define o
enuncia respecto al contenido, nos encontramos que solamente brinda ejemplos para
cuando se cumple aquello definido y no cuando no lo hace. Como asi también, no es

posible encontrar situaciones para los cuales se deba cuestionar un enunciado.

v" Reglas (Definiciones, proposiciones, procedimientos)

¢Las definiciones o procedimientos son claros y correctos respecto al
contenido?

En las definiciones que brinda el libro, nos encontramos que son correctos,
pero no muy claros. En particular con respecto a las condiciones que debe cumplir un
namero entero para ser divisible de otro nimero entero. Resaltamos esto porque en la
definicion “Un numero entero a es divisible por otro b (distinto de cero), cuando la
division entera entre sus valores absolutos tiene resto 0. También se dice que a es un
multiplo de b”, hace referencia a valores absolutos, pero no especifica que se trate de
los valores absolutos de a y b. A su vez, aclara que el resto de la division debe ser
cero, pero no brinda mayores detalles con respecto al cociente.

¢ Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales para resolver
las situaciones problematicas qué propone?

De la lectura de lo desarrollado por el libro respecto al contenido, nos

encontramos que en ninguna parte se define las condiciones que debe cumplir un

281



namero entero para ser divisor de otro niumero entero. Lo cual nos resulta sumamente
extrafio considerando que, en las situaciones a resolver por parte del lector, es
necesario saber este concepto para poder dar con un procedimiento que sea
respuesta a sales situaciones problematicas.

También resaltamos, que, si bien se brinda una definicion de lo que es un
divisor comun mayor y el maltiplo comin menor de dos 0 mas numero enteros, no es
posible hallar en ninguna parte del capitulo, un procedimiento para determinar tales
nameros.

A la vez podemos resaltar que, en gran medida, no se presentan enunciados y
procedimientos fundamentales del contenido en cuestion. Siendo asi, que no se
enuncia ninguna propiedad con respecto a cuando un numero divide a otro, como asi
también las reglas de divisibilidad y todo aquello relacionado con ndmeros primos,
compuestos y factorizacién de nimeros enteros.

¢, Se proponen situaciones donde el lector tenga que generar definiciones,
proposiciones o procedimientos?

En el apartado de situaciones problematicas a resolver por parte del lector, se
encuentran situaciones donde el alumno tiene que generar un procedimiento para
poder dar con lo solicitado por el problema, en particular con respecto al item 79,
donde se deben determinar nimero enteros para cuales se brinda un divisor comun

mayor y un minimo comdn menor en particular.

v Argumentos

¢Las explicaciones, comprobaciones o demostraciones sobre el contenido
divisibilidad de numeros enteros, son comprensibles?

En el desarrollo del contenido, con respecto a la definicion y condiciones que
debe cumplir un nimero entero para ser divisible por otro nimero entero, no se brinda
mayores detalles de tal definiciébn, como asi tampoco una explicacion sobre lo definido,
sin dejar de lado que no se esboza ninglan ejemplo.

También podemos notar que, con respecto a la definicion de divisor comun
mayor, esta es “el divisor comun mayor (dcm) entre dos o mas numero es el mayor
divisor positivo que tienen en comun esos nimeros” hos encontramos que solamente
brinda un ejemplo del dcm de dos numeros enteros, no brindando ejemplos para el
caso de tener mas de dos numeros enteros. A su vez, en el ejemplo que brinda, se
presenta el caso donde ambos nimeros son de signos distintos y no realiza ninguna
aclaracion si el hecho de ser de signos distintos tiene alguna implicancia e el célculo

de dicho dcm.
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Por otra parte, podemos resaltar, que con respecto a las definiciones sobre el
divisor comun mayor y el multiplo comdn menor de dos 0 mas nimero enteros, no es
posible encontrar una explicacion de lo que define, a lo sumo un ejemplo del dcm vy
mcm de dos numeros, pero no como se los determina.

Asimismo, destacamos que no es posible encontrar demostraciones formales
en el desarrollo del contenido divisibilidad de nimeros enteros, a lo sumo se brinda un
ejemplo sobre un enunciado en particular.

¢, Se promueven situaciones donde el lector tenga que argumentar?

En la seccion de situaciones problematicas a resolver por parte del lector, no se
evidencian situaciones que promuevan en el lector la argumentacién de sus
resoluciones, como asi tampoco alguna discusion sobre alguna proposicion en

particular o solucién en particular.

v" Relaciones

Con respecto a este objeto primario, retomamos las relaciones que
establecimos entre los objetos primarios de la configuracién epistémica del desarrollo
del contenido. Estas relaciones que establecimos, permiten responder a la siguiente
pregunta:

¢Los objetos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones, etc.) con
respecto al contenido divisibilidad de numeros enteros, se relacionan y conectan entre
si?

Podemos observar que, con respecto a las situaciones problematicas, en
determinados items se debe utilizar una definicibn de cuando un nimero entero es
divisor de otro nimero entero, pero sin embargo nos encontramos que en la seccion
del capitulo donde se dan a conocer las definiciones del contenido, no se evidencia
ninguna definicion de cuando un nimero entero es divisor de otro nimero entero.

En diversas situaciones problematicas, se debe utilizar un procedimiento para
el calculo del divisor comin mayor (dcm) y minimo comudn mdaltiplo (mcm) de namero
enteros, pero sin embargo nos encontramos que el libro solamente brinda una
definicion de lo que representa el divisor comin mayor y minimo comun multiplo de
dos 0 mas numeros, pero no un procedimiento para poder determinarlo. A su vez, los
items solicitan el calculo del dcm y mcm de numeros enteros, tanto positivos como

negativos, sin dar un procedimiento para tales casos.
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4.4.1.2 Segundo libro

Libro: Matematica Il para resolver problemas
Editorial: Ediciones Santillana Practicas S. A.
Afo: 2011

Autores del libro: Maria Dolores Alvarez

Preguntas descriptivas de la componente epistémica
v' Situaciones-Problemas

,Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de
contextualizacién, ejercitacion o aplicacion respecto al contenido divisibilidad en
nameros enteros?

En lo que respecta a problemas de contextualizacién, se puede observar que
en cantidad es menor a los de ejercitacion y aplicacion, encontrandonos solamente
con menos de cinco problemas de contextualizacion distribuidas para cada tema
desarrollado del contenido divisibilidad en nimeros enteros, ademas nos encontramos
que las preguntas a responder de dichos problemas resultan en algunos casos poco
claras para el lector. Ademas, se suma que dichos problemas estan destinados a la
ejercitacion de un determinado contenido, mas que en la modelizacion de un
determinador fenédmeno utilizando las herramientas conceptuales que brinda el libro.

La mayor parte de situaciones problematicas por resolver son simplemente
ejercicios de aplicacion de teoria matematica con poca o0 ninguna relacién con
contextos reales proximos a los alumnos. Siendo en algunos casos ejercicios en los
cuales la resolucion conlleva cuentas demasiado extensas y complicadas, en particular
el ejercicio 30.

¢ Se proponen situaciones de construccion de problemas (problematizacion)
relacionadas con el contenido divisibilidad de nimeros enteros?

A lo largo del capitulo no es posible encontrar situaciones problematicas que

propongan situaciones de generacion de problemas.

v' Lenguajes
¢ Se realiza el uso de diferentes modos de expresion mateméatica, como ser
grafica o simbdlica, traducciones y conversiones entre los mismas, con respecto al
contenido divisibilidad de niumeros enteros?
Con respecto a esta pregunta, a lo largo del desarrollo del contenido podemos
observar lo siguiente:
Expresién verbal: nos encontramos con expresiones como numero positivo,

namero negativo, multiplo, nimero primo, divisible, valor absoluto, factores comunes,
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opuesto, producto, factores primos, mcm, mcd, maximo comun divisor, maltiplo coman
menor, mayor exponente, menor exponente, divisién entera, etc.

Expresion simbdlica: nos encontramos que se utilizan solamente los digitos 0,
1,2,3,4,5,6,7,8,9, los signos de las operaciones basicas, como ser la “+” (suma),
““(resta), “.” (Multiplicacion)y “/” (division), el signo “=".

-Expresion grafica: No es posible encontrar a lo largo del libro representaciones
graficas con respecto al contenido divisibilidad de niameros enteros.

¢Se proponen situaciones de interpretacién acerca del contenido divisibilidad
de numeros enteros?

Si bien el libro brinda ejemplos de lo que define matematicamente, nos
encontramos que solamente brinda ejemplos para cuando se cumple una determinada
definicion o propiedad, pero no brinda casos para los cuales no es posible aplicar lo
que define, como asi tampoco brinda las razones por las cuales no se cumple. A la
vez, no es posible encontrar casos para los cuales se realice un analisis minucioso de
las definiciones o propiedades que propone. Siendo asi, que nuestra valoracién es

baja con respecto a este indicador.

v" Reglas (Definiciones, proposiciones, procedimientos)

¢Las definiciones o procedimientos son claros y correctos respecto al
contenido?

Nos encontramos que con respecto a las definiciones en determinadas
ocasiones resultan poco claras. Este es el caso de la definicibn de multiplo que brinda
el libro, porque expresa que “un nimero es multiplo de otro si este Ultimo es uno de
sus factores” siendo que es poco claro al determinar a que llama ultimo, como asi
también a que denomina factor. Ademas, brinda un ejemplo de cuando dos ndmeros
son multiplos entre si, esto es: “20 es multiplo de 5 y de 4 porque 2005.4. También se
dice que 20 es divisible por 5 por 4, porque al hacer la divisién entera (20:5 o 20:4),
esta es exacta, o sea, el resto es 0”.

Siendo que a partir de alli menciona una idea de divisible, sin dar una definicion
clara y precisa, prestandose a la idea que solamente se cumple o se llama divisible
para ese caso en particular y nada mas.

En cuanto a la regla de divisibilidad por 11, manifiesta que “un ndmero es
divisible por 11 si la suma de las cifras ubicadas en los lugares pares menos la suma
de las ubicadas en los lugares impares da 0, 11 o -11”. En este caso no solo nos
encontramos que en ninguna parte del capitulo se menciona a que se llama cifra par o
impar, sino que ademas esta regla solamente esta definida para una determinada

cantidad de numero enteros, porque para el caso del numero 609191, nos
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encontramos que al aplicar el criterio de divisibilidad por 11, tenemos que (6+9+9)-
(1+1+0)=22 y como 22 es un numero mdltiplo de 11, tenemos que el nimero 609191
es divisible por 11, sin embargo, bajo la regla brindada por el libro, el nUmero anterior
no es un numero divisible por 11, siendo asi que consideramos que no es correcta la
regla brindada.

En el siguiente parrafo, que brinda el libro para factorizar numeros enteros, “La
hacemos de igual forma que al buscar factores primos de un namero natural, pero
tenemos en cuenta el signo del entero; si es negativo, su descomposicién en factores
primos aparecera multiplicada por -1”. Nos encontramos que no solo no determina
como realizar la factorizacion de un numero natural, sino que ademas al definir nUmero
primo en partes del libro anteriores a este parrafo, da la posibilidad que el mismo sea
negativo o positivo, siendo asi que se presenta la posibilidad de que los nimeros
primos de la factorizacion puedan ser positivos 0 negativos, siendo asi que no se
aclara en el péarrafo.

Con respecto a los procedimientos, nos encontramos que en el enunciado de
como se calcula un maximo comun divisor o un minimo comun multiplo, brinda un
ejemplo en la que intervienen nimero enteros negativos, pero a medida que se
realizan los calculos necesarios para dar con lo que se busca, aplica el valor absoluto
a los numeros negativos y solamente trabaja con ndmero positivos, no explicitando
porque lo hace, como asi tampoco brinda detalles del porque se realiza la igualdad
entre el maximo comun divisor 0 minimo comun mdltiplo de nimeros negativos con
respecto a los mismos nimeros pero positivos.

¢ Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales para resolver
las situaciones problematicas que propone?

Podemos observar que si bien los enunciados con respecto al contenido
divisibilidad de numeros enteros son del nivel acorde al cual va dirigido, nos
encontramos que al realizar la lectura del capitulo, en ninguna parte se define cuando
un nimero entero es divisor, factor o divide a otro nUmero entero, resultando
sumamente extrafio considerando que en las actividades a resolver por parte del lector
resulta necesario ocupar una definicion de cuando dos o mas numeros enteros
cumplen con esa caracteristicas.

También podemos destacar que de los diversos criterios de divisibilidad que se
definen para niumeros enteros, como ser el criterio de divisibilidad por 2, 3, 4,5, 6, 7, 9,
11 y otros, en el capitulo solamente se detalla el criterio de divisibilidad por 11. Como
asi también nos encontramos que no se detalla como se determina la factorizacion de
un namero natural, como asi tampoco la de un nidmero entero, dando simplemente

una idea que se encuentra sujeta a diversas interpretaciones.
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También resaltamos, que no se detalla la propiedad que permite determinar el
célculo del minimo comin mdaltiplo o maximo comun divisor de nameros enteros
negativos, si bien el libro da una idea de dicha propiedad, solamente la declara en
forma de una aclaratoria.

¢, Se proponen situaciones donde el lector tenga que generar definiciones
proposiciones o procedimientos?

En el apartado de situaciones problematicas a resolver por parte del lector, se
encuentran problemas donde el alumno tiene que generar un procedimiento para
poder dar con lo solicitado por el problema, en particular las situaciones probleméticas
30, a) donde se deben determinar digitos para que un nimero que se encuentra
incompleto, sea completado con uno o dos digitos y asi sea divisible por 11 y la

situacion problematica nimero 34) donde se debe determinar un nimero en particular.

v' Argumentos

¢Las explicaciones, comprobaciones o demostraciones sobre el contenido
divisibilidad de numeros enteros, son comprensibles?

Las explicaciones y comprobaciones que se pueden observar en diversas
partes del contenido, solamente se limitan a mencionar y no detallar sobre un
concepto. En particular la factorizacibn de numeros enteros o la propiedad que
determina el célculo del maximo comun divisor y minimo comudn mdaltiplo de niameros
enteros negativos.

A la vez, no es posible encontrar demostraciones formales en el desarrollo del
contenido divisibilidad de nUmeros enteros, a lo sumo se brinda un ejemplo sobre una
propiedad en particular.

¢, Se promueven situaciones donde el lector tenga que argumentar?

En la seccion de situaciones problematicas, no se encuentran situaciones que
promuevan en el alumno argumentar o realizar una discusion sobre alguna afirmacion

en particular o solucién de una situacion problemética.

v" Relaciones
Con respecto a este objeto primario, retomamos las relaciones que
establecimos entre los objetos primarios de la configuracién epistémica del desarrollo
del contenido. Estas relaciones que establecimos, permiten responder a la siguiente

pregunta:
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¢ Los objetos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones, etc.) con
respecto al contenido divisibilidad de niameros enteros, se relacionan y conectan entre
si?

Podemos notar que, en la seccidon de situaciones problematicas, se debe
utilizar una definicion de las condiciones que cumple un ndmero entero para dividir a
otro numero entero, pero sin embargo el desarrollo conceptual del libro no brinda una
definicion para tal fin. Solamente se brinda un enunciado de las condiciones que
cumple un namero entero para ser multiplo de otro nimero entero y solamente a
través de un ejemplo introduce la idea de divisible.

También podemos notar, que en las situaciones problematicas se solicita
aplicar reglas de divisibilidad que no se encuentran en el desarrollo tedrico del libro. En
particular en el problema 28, solicita aplicar las reglas de divisibilidad por 2,3,4,5,6,9 y
10 siendo que no solamente no es posible encontrar dichas reglas en el desarrollo
tedrico del libro, sino que, ademas, la Unica regla que brinda es la regla de divisibilidad
por 11. Destacando que la misma no es posible aplicar en dicho problema.

También debemos destacar que se define que los nimeros 0, 1 y -1 no son
primos ni compuestos, sin embargo, en ninguna situacion problematica es posible
aplicar tal informacion.

A su vez, es necesario destacar que, si bien el libro brinda un ejemplo sobre el
calculo del minimo comun mdultiplo de tres numeros, nos encontramos que los
nameros difieren de signo, cuestibn que no se presenta en las situaciones

problematicas que propone.

4.4.1.3 Tercer libro

Libro: Matematica Il
Editorial: Santillana.
Edicion: Primera
Reimpresion: Cuarta

Afo: 2011

Autores del libro: Andrea Berman

Daniel Dacunti
Martin M. Perez

Ana Veronica Veltri
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Preguntas descriptivas de la componente epistémica
v' Situaciones-Problemas

,Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de
contextualizacion, ejercitacion o aplicacién respecto al contenido divisibilidad en
ndmeros enteros?

Si bien las situaciones problematicas son representativas de los conceptos y
propiedades del contenido abordado por el libro, podemos observar que no se
evidencian situaciones problematicas que involucren un contexto de la vida cotidiana
en particular o contextos préximos al alumno, sino més bien ejercicios puramente de
resolucién y aplicacion de conceptos o propiedades matematicas. A su vez, nos
encontramos que solamente dos items realizan una pregunta a responder y solamente
de caracter puramente matematico, siendo los demas item problemas de ejercicios de
aplicacion de teoria matematica.

¢, Se proponen situaciones de construccion de problemas (problematizacion)
relacionadas con el contenido divisibilidad de nimeros enteros?

A lo largo de la lectura de todo el capitulo del contenido analizado, no fue
posible encontrar situaciones problematicas que involucren una generacién de

problemas.

v' Lenguajes

¢ Se realiza el uso de diferentes modos de expresién matematica, como ser
grafica o simbdlica, traducciones y conversiones entre los mismas, con respecto al
contenido divisibilidad de niumeros enteros?

Con respecto a esta pregunta, a lo largo del desarrollo del contenido podemos

observar lo siguiente:
-Expresion verbal: nos encontramos con expresiones del tipo multiplo, divisible,
namero natural, factores, resto, digitos, reglas, cifras, primos, compuesto, opuesto.
-Expresion simbdlica: nos encontramos que se utilizan los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 y los signos de las operaciones basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.” “X”
(Multiplicacion) y “/” (divisién), 24xm, a, -a, axb, =.
-Expresion gréfica: a lo largo del desarrollo del contenido solo es posible encontrar una
representacién grafica de la operacién division.

¢, Se proponen situaciones de interpretacion acerca del contenido divisibilidad
de numeros enteros?

A lo largo del desarrollo teérico del contenido por parte del libro, nos
encontramos que con respecto a las definiciones, reglas o propiedades que brinda,

solamente son analizadas desde un ejemplo en particular. Esto significa que las
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propiedades o reglas, que pueden ser analizadas desde la definicion que brinda,
solamente son consideradas desde un ejemplo en particular y nada mas, dejando de
lado el andlisis formal de caracter matematico. También nos encontramos que de
todas las definiciones, reglas o propiedades que brinda, solamente para una Unica
definicion, se expresa un ejemplo para el cual no cumple con dicho enunciado, en los

demas casos solamente se brinda ejemplos de cuando si cumple con lo que se afirma.

v" Reglas (Definiciones, proposiciones, procedimientos)

¢Las definiciones o procedimientos son claros y correctos respecto al
contenido?

Con respecto a la definicion de cuando un nimero es multiplo de otro, se
presenta el caso que resulta poco clara. Decimos esto, porque en la definicion que
brinda el libro, esto es “un numero es mdltiplo de otro si este ultimo es uno de sus
factores”, resulta poco claro al determinar a que llama ultimo, como asi también a que
denomina factor. Ademas, a partir del ejemplo que brinda: 12 es multiplo de 3 porque
12 se puede escribir como 3.4 También se dice que 12 es divisible por 3, da una idea
de cuando un numero divide a otro, pero sin dar una definiciébn clara, precisa y
correcta. Esto es, solo se apoya en un ejemplo particular para dar una idea de cuando
dos numeros enteros son divisibles.

Con respecto a la propiedad “si un numero a es divisor de un numero b,
entonces —a también /o es”. Nos encontramos con el hecho de que en ninguna parte
del libro se brinda detalles sobre lo que representa el divisor de un nimero, ademas, si
leemos con atencion a lo que denominamos es una propiedad, no especifica que
sucede en el caso que se tenga —b, siendo asi que resulta poco claro el enunciado.

También nos encontramos, que en la definicion que brinda el libro sobre
cuando un namero es primo, esto es: a es primo si tiene solo cuatro divisores, 1, -1 ay
-a, resulta poco claro para el caso de que se tenga el nUmero —a, esto es, si se tiene
que a es un namero primo, no brinda mayores detalles sobre si —a también es primo.
Lo cual resulta fundamental para poder realizar lo solicitado por el item 35, en
particular para determinar si el nimero -29 es primo o no. Con lo cual consideramos
gue no es totalmente correcta la definicion brindada.

¢ Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales para resolver
las situaciones problematicas qué propone?

Nos encontramos que al realizar una lectura de todo el material no es posible
hallar una definicion de cuando un namero entero es divisor de otro nimero entero,
siendo asi que en la situacidon problemética 36 solicita determinar la unién de un

numero con su divisor.
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También podemos afirmar que, en el desarrollo tedrico del libro, no se brinda
ninguna definicion o procedimiento alguno para la factorizacion de nimeros enteros,
como asi tampoco para el calculo del maximo comun divisor o0 minimo comuin multiplo
de nimeros enteros y las propiedades que se derivan de ello.

¢, Se proponen situaciones donde el lector tenga que generar definiciones
proposiciones o procedimientos?

En la seccién de situaciones problematicas a resolver por parte del lector, se
encuentra que se tiene que determinar varios procedimientos para dar con los
solicitado por el problema, en particular la situacion problemética 22, donde se dan
diversos calculos sin resolver y se deben determinar cuales dan resto cero al dividirlos

por 7.

v Argumentos

¢Las explicaciones, comprobaciones o demostraciones sobre el contenido
divisibilidad de numeros enteros, son comprensibles?

Las explicaciones y comprobaciones son poco comprensibles,
encontrandonos que en diversas partes del desarrollo del capitulo solamente se limita
a dar una definicion o propiedad y nada mas. Este es el caso de las reglas de
divisibilidad que brinda, donde solamente se las mencionada y no se da ninguna
explicacion sobre ellas como asi tampoco algin ejemplo de las mismas. En el caso de
la propiedad “si un numero a es divisor de un numero b, -a también lo es”, no es
posible encontrar la demostracién de tal propiedad, a lo sumo se brinda un ejemplo de
tal propiedad para justificarla y nada mas.

No es posible encontrar demostraciones matematicas de ninguna propiedad
en el desarrollo del contenido divisibilidad de nimeros enteros.

¢, Se promueven situaciones donde el lector tenga que argumentar?

En la seccién de situaciones problematicas no se encuentran situaciones que
promuevan en el lector la argumentacion de sus respuestas, como asi tampoco se
realizan preguntas que fomenten una discusion sobre alguna afirmacion en particular o

solucién de una situacion.

v' Relaciones
Con respecto a este objeto primario, retomamos las relaciones que
establecimos entre los objetos primarios de la configuracion epistémica del desarrollo
del contenido. Estas relaciones que establecimos, permiten responder la siguiente

pregunta:
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¢, Los objetos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones, etc.) con
respecto al contenido divisibilidad de nimeros enteros, se relacionan y conectan entre
si?

A lo largo de la lectura del contenido del capitulo, podemos notar que en la
seccion de situaciones problematicas se debe utilizar una definicion de cuando un
namero entero es divisible por otro niumero entero, pero sin embargo el libro no brinda
una definicién para tal fin, solamente se enuncia a través de un ejemplo una idea de
divisible, pero nada méas. También podemos observar que, en determinados items de
las situaciones probleméticas a resolver por parte del lector, se solicita determinar
divisores de un numero entero, pero sin embargo, el libro no brinda una definicién de
cuando un numero entero es divisor de otro. En concordancia con lo anterior, podemos
notar que en diversos items se trabaja con la idea de dividir expresiones y considerar
un resto cero, sin realizar una vinculacién entre la nocion de divisibilidad y resto cero.

A su vez, podemos observar que si bien el libro detalla las reglas de
divisibilidad por 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 100 y 1000, en las situaciones problematicas no se
utilizan las reglas de divisibilidad por 100 o por 1000.

Asimismo, el libro brinda una definicion de cuando un nimero es primo y
cuando no lo es, llamandose en este caso numero compuesto. Sin embargo, a lo largo
de las distintas situaciones probleméticas, podemos notar que no se utiliza en ningun

lugar la definicion de cuando un nimero es compuesto.

4.4.1.4 Cuarto libro

Libro: El Libro de la Matemética 7
Editorial: Estrada

Afio: 2011

Autores del libro: Laura Inés Cantero

Ana Maria Felissia

Dilma Fregona

Preguntas descriptivas de la componente epistémica
v Situaciones-Problemas
,Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de
contextualizacién, ejercitacion o aplicacion respecto al contenido divisibilidad en
nameros enteros?
Consideramos se presenta una muestra representativa y articulada de las

diversas situaciones con respecto al contenido divisibilidad de nimero enteros. En
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cuanto a problemas de contextualizacion presenta diversos problemas, tanto de
multiplos y divisibilidad como de célculo del mcd y mcm. También se presentan
problemas de de ejercitacion y aplicacion de enunciados matematicos.

¢Se proponen situaciones de construccion de problemas (problematizacion)
relacionadas con el contenido divisibilidad de numeros enteros?

El libro no propone ninguna situacion probleméatica en la cual se deba generar
un contexto que se pueda responder o vincular con el contenido divisibilidad de

numeros enteros.

v' Lenguajes
¢ Se realiza el uso de diferentes modos de expresion matematica, como ser

grafica o simbdlica, traducciones y conversiones entre los mismas, con respecto al
contenido divisibilidad de niumeros enteros?

Con respecto a esta pregunta, a lo largo del desarrollo del contenido podemos
observar lo siguiente:
-Expresion verbal: namero natural, nimero entero, divisible, divide, multiplo, divisor
comun mayor, dcm, divisor positivo, maltiplo comdn menor, mcm, menores a cero,
potencia, exponentes, distinto signo, cifra, factorizarce, primo, compuesto, teorema,
aritmética, factores, entero X.
-Expresion simbdlica: digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, los signos de las operaciones

basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.” (Multiplicacion) y *“/” “+” (division), el
signo “=", los paréntesis (,), <, >.
-Expresion tabular: tablas compuestas por nimeros.

¢, Se proponen situaciones de interpretacion acerca del contenido divisibilidad
de numeros enteros?

En la propuesta textualizada se proponen expresiones matematicas de
interpretacién de igualdades, como ser el caso de la definicion de “divide” en el que se
aclara que el nimero a debe ser distintos de cero. También se brinda variados

ejemplos de célculo de numeros.

v" Reglas (Definiciones, proposiciones, procedimientos)
¢Las definiciones o procedimientos son claros y correctos respecto al
contenido?
Con respecto a esta pregunta nos encontramos con cuestiones como ser que
define cuando un namero divide a otro, sin embargo, los ejemplos dados o problemas
por resolver no incluyen a dicho enunciado. A la vez, con respecto al calculo del mcd y

mcm, no se brinda ninguna definicibn mas que un ejemplo de ello. Con respecto a este
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altimo, se realizan operaciones de las cuales no se especifica el porqué, como por
ejemplo afirmar que el mcd de nimeros positivos son los mismos que de negativos.

¢, Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales para resolver
las situaciones problematicas qué propone?

De la lectura de lo desarrollado por el libro respecto al contenido, nos
encontramos que en ninguna parte se define las condiciones que debe cumplir un
namero entero para ser divisor de otro nimero entero. Lo cual nos resulta sumamente
extrafio considerando que, en las situaciones a resolver por parte del lector, es
necesario saber este concepto para poder dar con un procedimiento que sea
respuesta a sales situaciones problematicas.

También resaltamos, que, si bien se brinda ejemplos del calculo del mcd y
mcm de ndimeros enteros, no se observa ninguna definicion sobre lo que representa
un mcd y mcm, como asi tampoco un procedimiento formal.

Podemos resaltar que se presentan criterios de divisibilidad y el teorema
fundamental de la aritmética que permiten resolver la mayoria de los problemas.

¢, Se proponen situaciones donde el lector tenga que generar definiciones
proposiciones o procedimientos?

En el apartado de situaciones problematicas a resolver por parte del lector, se
encuentran situaciones donde el lector tiene que generar un procedimiento para poder
dar con lo solicitado por el problema, en particular con respecto al item 22 y 23, en los
cuales se debe determinar distintos digitos para que un nimero sea divisible por otro,
también podemos mencionar el problema 33, que tiene un contexto en el que se debe

determinar un nimero en particular que esta sujeto a varias condiciones.

v Argumentos

¢Las explicaciones, comprobaciones o demostraciones sobre el contenido
divisibilidad de nimeros enteros, son comprensibles?

En la propuesta del contenido, con respecto a la definiciéon y condiciones de
cuando un numero a divide b, encontramos que no se brinda mayores detalles de tal
definicion.

También podemos notar con respecto a la definicién de divisor comin mayor,
que el ejemplo que brinda, se realizan operaciones de calculo que no se fundamentan
en algun enunciado matematico. Lo mismo sucede para el caso del mcm. A su vez, en
el ejemplo que brinda, se presenta el caso donde ambos nimeros son de signos
distintos y no realiza ninguna aclaracion si el hecho de ser de signos distintos tiene

alguna implicancia e el calculo de dicho dcm.
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Asimismo, destacamos que no es posible encontrar demostraciones formales
en el desarrollo del contenido divisibilidad de nimeros enteros, a lo sumo se brinda
una explicacién de la definicién de a divide a b.

¢, Se promueven situaciones donde el lector tenga que argumentar?

En la seccion de situaciones problematicas a resolver por parte del lector, se
evidencian algunas situaciones que promoveran al lector a la argumentacion de sus

resoluciones, pero no se especifica que deba justificar todo lo realizado.

v" Relaciones

Con respecto a este objeto primario, retomamos las relaciones que
establecimos entre los objetos primarios de la configuracion epistémica del desarrollo
del contenido. Estas relaciones que establecimos, permiten responder a la siguiente
pregunta:

¢ Los objetos matematicos (problemas, definiciones, proposiciones, etc.) con
respecto al contenido divisibilidad de numeros enteros, se relacionan y conectan entre
si?

Podemos observar que con respecto a las situaciones problematicas, en
determinados items se debe utilizar una definicion de cuando un namero entero es
divisor de otro nimero entero, pero sin embargo nos encontramos que en la seccion
del capitulo donde se dan a conocer las definiciones del contenido, no se evidencia
ninguna definicion de cuando un nimero entero es divisor de otro nUmero entero.

También podemos observar que, en diversas situaciones problematicas, se
debe utilizar una definicién y procedimiento para el calculo del divisor comin mayor
(dem) y minimo comun mdltiplo (mcm) de nimero enteros, como ser los problemas 25,
26, 29 y 31, pero sin embargo nos encontramos que el libro solamente brinda un
ejemplo sobre el calculo del divisor comdn mayor y minimo comun mdaltiplo de dos o
nameros, pero no un enunciado matematico formal para determinarlo. A su vez, los
items solicitan el calculo del dcm y mcm de ndimeros enteros, tanto positivos como
negativos, pero en la propuesta solo se determina una igualdad para el caso del mcm

pero no para el mcd.

4.4.2 Observaciones dgenerales a las respuestas de las preguntas
descriptivas de la componente epistémica
Las preguntas propuestas por Godino (2009), para determinar la idoneidad

didactica de un proceso de ensefianza-aprendizaje, permitieron realizar un analisis
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mas detallado y profundo del contenido escrito en cada libro. Propiciando una reflexion
sobre el aporte de cada uno de ellos.

A continuacién, resaltamos aquellas cuestiones que nos resultaron mas
relevantes.

Con respecto a las situaciones-problemas, podemos resaltar que en su
mayoria, plantean situaciones de ejercitacion y aplicacion de teoria matematica con
poca o casi ninguna relacién con un contexto real préximo al alumno, siendo este el
caso de Matematica Il-Logo Nautas y Matematica II-Santillana para resolver
problemas. Si bien en el caso del libro Matematica Il y Matematica 7 se presentan
problemas con un contexto real, también se aprecian en su mayoria situaciones de
ejercitacion y aplicacion. Cabe destacar, que, en ninguno de los libros, se evidencian
situaciones de generacion de problemas. Razoén por la cual concluimos que ningun
libro presenta una muestra representativa y articulada en su totalidad con respecto al
contenido desarrollado.

En cuanto al plano lenguajes, nuestra observacion del contenido en cada uno
de los libros nos permite afirmar que todos utilizan expresiones verbales y simbdlicas,
siendo estas basicamente los simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, los signos de las

[T “

operaciones basicas, como ser la “+” (suma), “-“(resta), “.” (Multiplicacion) y *“/*
(division), el signo “=”, los paréntesis (,), a=2.k, a=2.k+1, a=2.q, qeZ, a=b.qg+r, O< r< b,
Sin embargo, con respecto al libro Matemética Il-Santillana para resolver problemas,
resaltamos que es el Unico que brinda un caso de representacion grafica de la
operacion division.

En lo que respecta al vocabulario que utilizan los libros, es necesario destacar
que en determinadas secciones del desarrollo del contenido, se utilizan palabras que
no son definidas, como ser en el caso del libro Matematica Il1-Logo Nautas, donde se
utiliza la palabra “divisor”, pero no esgrime ninguna definicién de lo que representa. A
su vez, en el libro Matematica Il-para resolver problemas, en determinas definiciones
podemos observar que es poco claro el sentido que se le da a lo definido,
especificamente en la oracion “un nimero es mdultiplo de otro si este ultimo es uno de
sus factores”.

En cuanto a la propuesta de situaciones de expresiones matematicas e
interpretacién acerca del contenido divisibilidad, nos encontramos que en general los
libros brindan ejemplos sobre lo que definen, pero no brindan ningin ejemplo para el
cual lo que definen no es posible aplicarlo, solo en el libro Matemética 7 se menciona
porque un namero no puede ser 0 para que pueda ser divisor. Como asi tampoco, se
realiza un andlisis formal de lo que definen, dando la idea de ser mas que nada

recetas para aplicar.
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Considerando las preguntas respecto a las reglas, la mayoria de los libros
introducen definiciones que resultan poco claras al momento de leerlas o se utilizan
palabras que no se definieron, como ser el caso del libro Matematica ll-Logo Nautas,
donde se introduce una definicion de divisible, pero en la misma se hace alusion a
valores absolutos de niumeros. En el caso de Matematica Il-para resolver problemas,
nos encontramos que brinda un ejemplo de cuando un nimero es multiplo y divisible
por otro, siendo que en ningun lugar del desarrollo conceptual se define a que se
denomina divisible. A su vez, en dicho libro se brinda una definicibn de cuando un
namero es divisible por 11, pero sin embargo, solo es aplicable a determinados
nameros y no a todos los nimeros que son en realidad divisibles por 11. También
otorga una definiciébn de factorizacion de un numero entero, pero que resulta poco
clara. En el caso del libro Matematica 7 se brinda una definiciébn de nimero primo,
pero la misma resulta poco clara debido a que menciona cuatro divisores, pero no
especifica cudles pueden ser.

En cuanto a enunciados y procedimientos fundamentales en los libros se
evidencian determinados enunciados propios de la divisibilidad en el conjunto de
nameros enteros, en general no brindan todos los enunciados y procedimientos para
resolver las situaciones problematicas que proponen.

Con respecto a la pregunta de si se generan situaciones en las cuales se daba
generar definiciones, en el libro Matematica Il para resolver problemas se pueden
identificar situaciones para tales casos. No obstante, si bien cada libro propone
situaciones, es sumamente escasa, siendo en algunos casos de una sola situacion
problematica.

Si observamos ahora las preguntas respecto a los argumentos, la que se
refiere a si las explicaciones, comprobaciones y demostraciones sobre el contenido
son comprensibles, pudimos observar que en los libros analizados no se evidencian
explicaciones formales o de indoles matematicas de las definiciones que brindan, a lo
sumo en algunos casos a través de un ejemplo, como ser en el caso del libro
Matematica II-Logo Nautas cuando brinda una definicion de divisor comin mayor. Con
respecto a las comprobaciones de lo que se definen, en la mayoria de los casos los
libros brindan un ejemplo de lo definido, siendo en este caso en general de una
valoracion media. Pero en cuanto a las demostraciones, en ninguno de los libros se
evidencian demostraciones de aquellas propiedades que define, siendo en este caso
de una valoracién baja.

Con respecto a la pregunta de si se promueven situaciones en las cuales el

lector debe argumentar sus respuestas, en los casos de los libros Matematica Il-Logo
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Nautas, Matematica II- para resolver problemas y Matemética II-Santillana, no es
posible dar con alguna situacion problematica que promueva argumentar.

Finalmente, en cuanto a las preguntas que refiere a las relaciones, nos
encontramos que en la mayoria de los las situaciones problematicas que proponen los
libros Matemética II-Logo Nautas, Matemética Il- para resolver problemas, Matematica
[I-Santillana y Matematica 7, se deben utilizar definiciones matematicas que el
desarrollo conceptual de los mismos no brinda o son poco claras. Como ser que en los
problemas se solicita divisores y en la propuesta te6rica no se brinda tal definicién. Es
decir, no es posible vincular directamente las situaciones probleméticas y las

definiciones y/o propiedades propuestas por dichos libros.
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4.5 Conclusiones

En este capitulo fue posible observar con respecto a la red de relaciones
conceptuales establecidas entre los objetos primarios de la propuesta teorica
textualizada del contenido divisibilidad de nimeros enteros en los libros seleccionados,
que las mismas fueron pocas y en algunos casos lo que llamamos forzadas. Siendo
esta Ultima aquella que, si bien en el desarrollo tedrico del libro se esgrime un
enunciado relacionado con la resolucion de una situaciéon problematica, no obstante,
dicho enunciado es poco claro o0 no pertinente, por si mismo, para elaborar un sistema
de practicas de resolucion del problema. Esto pudo observarse en la resolucién de la
situacion problemética 23 del libro Matemética Il de Andrea Berman y la situacion
problematica 13 del libro Matematica 7 de Laura Inés Canteros. Percibiéndose que en
el desarrollo tedrico se esgrimen reglas de divisibilidad, pero que aun asi no se brinda
una definiciéon de divisibilidad clara, siendo necesaria la introduccién de un enunciado
mas claro y preciso, con respecto al problema 13 se debe utilizar una definicién de
namero rimo, sin embargo, la propuesta del libro no determina que forma tienen los
nameros primos, solo hace alusién a que debe tener cuatro divisores, pero no quienes.
Estas dificultades también se observaron en las situaciones problematicas 32, 33, 36,
37 y 38 del libro Matematica Il de Maria Dolores Alvarez y 32, 33 y 37 del libro
Matematica Il de Andrea Berman.

Con respecto a las relaciones establecidas con los objetos primarios del
desarrollo tedrico y las relaciones involucradas y emergentes de los objetos primarios
de las resoluciones de las situaciones problematicas, se pudo evidenciar en algunos
casos la existencia de una vinculacién entre las mismas. Estas se vieron reflejadas en
las situaciones problematicas 24, 30, 32, 33 del libro Matematica Il de Maria Dolores
Alvarez, 22, 23, 32, 33, 34, 35, 36 y 37 del libro Matematica |l de Andrea Bermany 1,
2,4,9, 10, 11, 12, 13, 15, 16, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 31 y 33 del
libro Matematica 7 de Laura Inés Canteros

Como puede observarse en las graficas de la figura 1, se resalta con
rectangulos los objetos primarios y con flechas de doble sentido las relaciones mas
pertinentes que se establecen para la construccion del sistema de practicas de las
resoluciones de los problemas. Siendo que, en aquellas fechas con doble etiquetado,

representan una vinculacion en las relaciones establecidas.
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En lo que respecta al liboro Matematica Il de Maria Dolores Alvarez, la
vinculacion que se pudo establecer fue a través de la definicion de nimero primo y las
reglas de divisibilidad por 11. Resaltando que en el caso del libro Matemética Il de
Andrea Berman la vinculacion que con mayor frecuencia se presento fue la establecida
entre la situacion problematica y las reglas de divisibilidad, siendo en menor medida
aquellas en las que solamente intervenia la definicion de nuamero primo y las que
relacionaban ambos enunciados. En cuanto a la regla de divisibilidad por 11 brindada
en el desarrollo tedrico del libro Matematica Il de Maria Dolores Alvarez, es necesario

resaltar que, si bien dicha regla es suficiente para resolver la situacién problematica
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30, se puede evidenciar que dicho enunciado sélo es verdadero para un conjunto finito
de nimeros enteros. En el mismo se afirma que un namero es divisible por 11 siempre
y cuando la suma de las cifras ubicadas en los lugares pares menos la suma de las
ubicadas en los lugares impares es 0, 11 o -11. Sin embargo, al aplicarse dicha regla
al nimero 81.818, esto es 8+8+8-1-1=22, da la impresion de no ser divisible por 11 por
no obtener como resultado 0, 11 o -11. No obstante, el nUmero 22 puede escribirse de
la forma 22=11.2, resultando el numero 8.818 divisible por 11. Como lo demuestra la
igualdad 81818=11.7438.

Cabe resaltar que en el libro Navegantes del Conocimiento de Pablo Amster no
fue posible determinar una vinculacion entre las relaciones que se establecen entre los
objetos primarios del desarrollo teérico del libro y aquellas involucradas y emergentes
del sistema de practicas de la resolucion de los problemas propuestos. Siendo notable
que en algunas situaciones problematicas se solicitara determinar divisores, sin
embargo, el desarrollo tedrico del libro no brindaba ningun enunciado sobre ellos.

En cuanto a las semejanzas y diferencias entre los procedimientos y
argumentos brindados en el desarrollo tedrico del libro y aquellos necesarios para la
resolucién de las situaciones problematicas propuestas, es posible observar que al
momento de la elaboracion del sistema de practicas propias de una situacion
problematica se manifiestan diferencias entre lo que se necesita al momento de
construir dicho sistema y lo brindado por el libro para su construccion. Algunos de los
ejemplos que se destacan son la situacion problematica 75 del libro Navegantes del
Conocimiento de Pablo Amster, la situacion problematica 24, del libro y Matematica Il
de Maria Dolores Alvarez, situacion problematica 36 del libro Matemaética Il de Andrea
Berman, situacion problemética 6,7, 12,del Libro Matemética 7 de Laura Inés Cantero
en los que se solicita determinar divisores de nlmeros, pero no obstante en el
desarrollo conceptual de los libros no se esgrime una definicibn como asi tampoco un
procedimiento para tal resolucién. A su vez, en las situaciones problematicas 15, 16,
21, 23 y 24 del libro Matematica 7, se solicita determinar nimeros que sean divisibles
por otros, sin embargo, en la propuesta tedrica no se brindaba ninguna definicion de
divisible para nimeros enteros En cuanto a las situaciones problematicas 78 y 79 del
libro Navegantes del Conocimiento, en los cuales se debia utilizar un argumento y
procedimiento para el calculo del maximo comuan divisor (mcd) y minimo comun
multiplo (mcm) de numeros enteros cualesquiera y dado el mcd y mcm de dos
nameros cualesquiera determinar tales niumeros, es notable la diferencia sustancial
que se observa entre lo brindado por el desarrollo tedrico del libro y lo realizado para

determinar la practica matematica que permita resolverlos.
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Con respecto a la situacion problemética 32 del libro Matematica Il de Maria
Dolores Alvarez, es notable el procedimiento utilizado para elaborar lo solicitado en
dicho problema y aquello brindado en el desarrollo te6rico del libro. Siendo que
solicitaba de una lista de numeros determinar uno o dos digitos faltantes, segun
correspondiera, para que sean divisibles por 11 y que, en el caso de dos digitos, lo
realizado y considerado excede a lo brindado en el desarrollo del contenido tedrico del
libro.

En cuanto a las situaciones problematicas 35 y 37 del libro Matemética Il de
Andrea Berman, se evidencia que los argumentos y procedimientos utilizados difieren
de los brindados por el desarrollo teérico del libro. Siendo que en el caso del problema
35, se deben determinar los divisores de una lista de nimeros sin embargo no se
brinda una definicion para tal fin. En relacion al problema 37, los argumentos vy
procedimientos utilizados para determinar la verdad o falsedad de las afirmaciones
defieren en gran medida a los brindados por el desarrollo te6rico del libro.

Con respecto al libro Matematica 7 de Laura Inés Cantero, es notable resaltar
gue en las situaciones problematicas 25, 26, 29 y 31 se solicitaba el calculo del mcd y
mcm de ndmeros enteros, sin embargo, en la propuesta teérica solo se brinda un
ejemplo sobre los mismo, mas no una definicidn matematica formal para su calculo.

En lo que se refiere a la faceta epistémica analizada se destaca que
dependiendo del indicador las valoraciones coinciden. Este es el caso del lenguaje
utilizado en el desarrollo del contenido, siendo en todos los libros acorde al nivel del
destinatario. Las diferencias sustanciales se presentan en cuanto a las situaciones
problematicas, observandose que en los 3 primeros libros la mayoria de los problemas
son de aplicacion y ejercitacion de la teoria. Diferenciandose el libro Matematica Il de
Maria Dolores Alvarez que brinda situaciones problematicas en un contexto real, como
ser el caso de los problemas 34, 35y 38 y el Libro Matematica 7, donde se brindan
problemas con un contexto, tanto de divisibilidad como de mcm y mcd. También con
respecto a las reglas, las definiciones, proposiciones y procedimientos, las
valoraciones son diferentes, radicando en el hecho que en el libro la teoria
desarrollada es muy poco en comparacién con lo desarrollado en los demas libros.

A cerca de las relaciones conceptuales que se pueden establecer, las
diferencias y semejanzas establecidas entre los argumentos y procedimientos
utilizados para elaborar el sistema de practicas que permita resolver las situaciones
problematicas y la valoracion de la faceta epistémica realizada, concluimos que las
discrepancias entre las relaciones necesarias y las brindadas por la propuesta teorica,
pueden ser variadas y de diversas razones, siendo estas de indoles externas, como

las limitaciones propuestas por una editorial para la cantidad de paginas a utilizar por
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cada contenido desarrollado en conjunto con el valor monetario, ocasionando un
recorte en el contenido tedrico y situaciones probleméaticas propuestas, como asi
también, razones internas que tienen que ver con el autor del libro, considerando éste
que la propuesta teérica textualizada y situaciones problematicas propuestas son las

mas pertinentes para lo abordado.
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Capitulo 5

Sintesis y Conclusiones

Este trabajo tuvo como objetivo fundamental determinar la vinculacion existente
entre la red de relaciones desplegadas en el planteamiento teérico del contenido
divisibilidad en nUmeros enteros, en libros de matematica destinados al nivel medio de
los Colegios de la Ciudad de Corrientes, y la red de relaciones involucradas o
emergentes de la resolucion de las situaciones probleméaticas que se proponen en los
mismos, como asi también analizar si las relaciones conceptuales establecidas en el
planteamiento tedrico son suficientes para resolver las situaciones problematicas que
proponen o si, por el contrario, aparecen como necesarias otras nuevas relaciones
emergentes; se centrd especialmente en la realizacion de un minucioso estudio
epistémico sobre dichas relaciones. Al momento de las resoluciones de las situaciones
problematicas, capitulo 4, se evidencid que, si bien en diversos casos algunas
relaciones conceptuales pudieron establecerse sin mayores dificultades, en otros fue
necesaria la formulacion de diversas relaciones conceptuales que permitieran tales
practicas matematicas

En la construccion del sistema de practicas para la resolucion de los
problemas, se manifestaron diversas dificultades al presentarse la exigencia de
establecer una relacion conceptual especifica que permitiera dar respuesta a lo
solicitado en el problema. Dificultad expuesta tanto por la no pertinencia de la
definicién, proposicién, procedimientos o argumentos que se encontraban en los libros
analizados, como por la carencia de los mismos en dichos libros.

Para concretar la investigacion y lograr el objetivo fundamental, se intent6 dar
respuesta a las preguntas de investigacion planteadas en el capitulo 1 y asi lograr los
objetivos especificos propuestos. Dichas preguntas fueron: a) ¢Qué vinculacion se
establece entre la red de relaciones establecidas de la propuesta teorica, respecto a la
red de relaciones involucradas o emergentes de la resolucion de las situaciones
problematicas? b) ¢ Qué red de relaciones se establecen entre los objetos primarios de
la propuesta tedrica del contenido Divisibilidad de numeros enteros y en las
resoluciones de las situaciones probleméticas que se proponen en los libros? c) ¢Qué
semejanzas y diferencias se establecen entre los procedimientos y argumentaciones
propuestas en los libros y aquellos necesarios para resolver las situaciones

problematicas que proponen? Y d) ¢ El desarrollo teérico textualizado del contenido
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Divisibilidad de numeros enteros en libros de nivel secundario de la ciudad de
Corrientes, permite resolver todas las situaciones problematicas qué propone?

Enmarcados en la linea tedrica y metodoldgica que se explicitd en el tercer
capitulo, se elabord un sistema de practicas en calidad de “expertos” (cuarto capitulo)
gue representaron las resoluciones de las situaciones problematicas que cada libro
propone para su resolucion por parte del lector.

A través del marco tedrico del Enfoque Ontosemibtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematica y de la utilizacion de sus herramientas conceptuales y
metodolégicas, se evidencidé que del analisis de las relaciones conceptuales
establecidas entre los objetos primarios del desarrollo conceptual del contenido
divisibilidad de numeros enteros de los libros, y de las relaciones conceptuales
involucradas y emergentes de las resoluciones de las situaciones problematicas, se
pueden realizar las siguientes afirmaciones:

a) Dependiendo de la situacién problematica por resolver se evidencia que en
algunas de ellas es posible establecer una vinculacion, en otros casos no, entre la red
de relaciones conceptuales del desarrollo teérico del libro y la red de relaciones
conceptuales involucradas y emergentes de las resoluciones de tales situaciones.
Observando que en el caso de existir una vinculacién la misma puede ser de caracter
directa, fuerte o débil.

Para el caso de una vinculacién directa (capitulo 3) entre ambas redes de
relaciones, ésta se manifesté en aquellas situaciones problematicas en las cuales la
propuesta teérica del libro brindaba un enunciado que permitia resolver la situacién
problematica de forma directa. Un ejemplo de esto es la resolucion de la situaciéon
problematica 2 del Libro Matematica 7, desarrollado en el capitulo 4. En el que se
formaron las relaciones Ry, 2: Entre la situacion problematica y la definicion de mdltiplo
y R1: Entre la situacién problematica P », y la definicion de maltiplo de un nimero.

En la figura 1, puede observarse en los rectangulos los objetos primarios que
intervienen en la resolucién de la situacion problematica y con las flechas de doble
sentido se representan las relaciones mas pertinentes entre dichos objetos,
etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a la flecha no
etiquetada, ésta expresa el origen del enunciado utilizado. Cabe destacar que, en
dicho grafico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos objetos primarios
indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de practicas de
resolucién del problema. Observando una vinculacion directa que se pone de
manifiesto en la flecha que tiene una doble etiqueta, expresando que la relacion Ry, 2,

corresponde a la construida en el sistema de practicas de la resolucién del problema y
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la R1 a la construida con el desarrollo tedrico del libro. Vinculacién manifiesta en

cuanto a que ambas relaciones incluyen los mismos objetos primarios

Situacion Problematica 2
3

R,z Ry

¥
Definicién de mdltiplo

Concepto del desarrollo
conceptual del libro

Figura 1

Para el caso de una vinculacion fuerte entre ambas redes de relaciones, ésta
se manifestd en aquellas situaciones problematicas en las cuales el desarrollo
conceptual del libro brindaba un enunciado que en relacién con otro introducido
permitié la resolucion del problema. Un ejemplo de esto es la resolucion de la situacion
problematica 35 del libro Matematica Il, desarrollado en el capitulo 4. En el que se
formaron las relaciones R7: Entre la situacién problematica P12 y la definicion de
namero primo del desarrollo conceptual del libro y las relaciones emergentes Ry, 3s:
Entre la situacion problematica y la definicion de divide, divisor, factor, multiplo o
divisible, Rz, 35: Entre la situacion problematica y la definicion numero primo, Ra, 3s:
Entre la situacion problematica y los criterios de divisibilidad y Rz, 3s: Entre la definicion
de numero primo y la propiedad que indica que si un numero entero a divide a otro b,
entonces se cumple que “a divide a —b”, que “-a divide a b” y que “-a divide a -b”.

En la figura 2, puede observarse que los rectangulos representan los objetos
primarios que intervienen en la resolucion de la situacion problemética y con las
flechas de doble sentido se representan las relaciones méas pertinentes entre dichos
objetos, etiquetando a las mismas con la relacién correspondiente. Con respecto a las
flechas no etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado. Cabe
destacar que, en dicho grafico, puede observarse de forma clara y precisa aquellos
objetos primarios indispensable que indefectiblemente permiten construir el sistema de
practicas de resolucion del problema. Observando una vinculacion fuerte que se pone
de manifiesto en la flecha que tiene una doble etiqueta, expresando que la relacion

R235 corresponde a la construida en el sistema de practicas de la resolucion del
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problema y la R7 a la construida con el desarrollo tedrico del libro. Vinculacion

manifiesta en cuanto a que ambas relaciones incluyen los mismos objetos primarios.

Situacién Problematica P12 |

F Y
Ri s \ Rz 3 Rz
~\

Definician de divide, divisor, factor, L Ry s Definicion de nimero primo
multiplo o divisible y compuesto

.
/ 1
Y

| Reglas de Divisibilidad | Concepto del desarrollo
r conceptual del libro

— Ry, 55
Proposicion del desarrollo

conceptual del libro

L J

Siun nimero entero a divide a otro
b, entonces se cumple que “a
divide a —b", que “a divide a b™ y
que “-a divide a -b

Concepto del libro
Antmetica de M. Becker

F

Figura 2

Otro ejemplo es lo que acontece en las relaciones de las situaciones
problematicas 32 y 33. En estas las relaciones que se presentaron fueron Rs: Entre la
situacion problematica P7 y los criterios de divisibilidad, R2, 32, 33: Entre la situacion
problematica y el Teorema Fundamental de la Aritmética, Rs, 32, 33; Entre Teorema
fundamental de la Aritmética y la definicion de numero primo, R4 32, 33: Entre la
situacion problemética y los criterios de divisibilidad y Rs, 32, 33: Entre las reglas de
divisibilidad y el Teorema Fundamental de la Aritmética. En la figura 3 puede
observarse nuevamente en los rectangulos los objetos primarios que intervienen en la
resolucién de la situacién problematica y con las flechas de doble sentido las
relaciones entre dichos objetos, etiquetando a las mismas con la relaciéon
correspondiente. Con respecto a las flechas no etiquetadas, estas expresan el origen
del enunciado utilizado. Cabe destacar que, en dicho grafico, puede observarse de
forma clara y precisa aquellos objetos primarios indispensable que indefectiblemente
permiten construir el sistema de practicas de resolucién del problema. Observando
una vinculacion fuerte que se pone de manifiesto en la flecha que tiene una doble

etiqueta, expresando que la relacién Ra, 32, 33 corresponde a la construida en el sistema
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de précticas de la resolucion del problema y la Rs a la construida con el desarrollo
tedrico del libro. Vinculacién manifiesta en cuanto a que ambas relaciones incluyen los

mismos objetos primarios.

Situacion Problematica PT7

Rz s23s Ry 23 Rs

Rs s =
Teorema Fundamental 4_.| Reglas de Divisibilidad
de la Aritmética ,L |\
Proposicion del desarrollo
conceptual del libro

v

Definicion de nimero primo
Yy compuesto
~

Concepto del libro
Aritmética de M. Becker

h

Concepto del desarrollo
conceptual del libro

Figura 3

Con respecto a una vinculacién débil, la misma se manifestd para los casos en
los cuales al momento de resolver una situacidon problematica fue necesaria la
insercion de un enunciado que permitiera tal resolucién. Esta introduccién estaba
apoyada en el hecho de no ser posible encontrar en el desarrollo teérico del libro un
enunciado claro o pertinente para tal fin, no obstante, se brindaba un enunciado que
guardaba relacion con el introducido mas no directamente con la situaciéon
problematica. Un ejemplo de esto es la situacion problematica 32 del libro Matemética
I, en el cual se solicitaba determinar la factorizacién de un grupo de nimeros. Para su
resolucion se incluy6 el enunciado del Teorema Fundamental de la Aritmética y siendo
que en su desarrollo utiliza una definicion de nameros primos equivalente a la que
brinda el desarrollo tedérico del libro, se establecié una vinculacion entre ambos
enunciados, como se observa en la figura 4. Observandose que existe una flecha de
doble sentido entre el objeto primario introducido y el brindado por el libro mas no con
el problema, como podia observarse en el gréafico de las figuras 1 y 2. Las relaciones
Rs, 32 Y Rs, 33 corresponden a las relaciones entre los objetos primarios del sistema de
practica correspondiente a la resolucion del problema. Con respecto a las flechas no

etiquetadas, estas expresan el origen del enunciado utilizado.
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Situacion Problematica PB
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Figura 4

En cuanto a la no vinculacion, es notable destacar el caso de las resoluciones
de las situaciones problematicas del libro Logonautas del Conocimiento, siendo que en
el mismo no fue posible establecer una vinculacién entre las relaciones del desarrollo
tedrico del libro y las involucradas y emergentes de las resoluciones. En gran medida
se debi6 a que el desarrollo tedrico no resultaba claro o pertinente para la resolucién
los problemas, siendo necesaria la inclusion de otros conceptos que lo permitieran. Un
ejemplo de esto fue el caso de solicitar el calculo de divisores de nimeros enteros y no
dar una definicion sobre el mismo.

En algunos casos se pudo evidenciar que, si bien quizas era posible establecer
una relacion entre los objetos primarios del desarrollo del contenido las mismas eran
de caracter forzadas. Un ejemplo de esto es la situacion problematica 37 del libro
Matematica Il de Maria Dolores Alvarez, en el cual se solicitaba el calculo del med y
mcm de ndmeros enteros que, si bien en el desarrollo teérico se brinda un enunciado
sobre el mcd y mcm de ndmeros enteros, no obstante, solo se observan cuentas y
procedimientos de los cuales no se especifica de una forma clara y argumentativa las
razones de las mismas.

A si mismo, en los libros de Matematica Il se brinda un enunciado sobre las
condiciones que cumplen dos numeros para ser multiplos entre si. Sin embargo, en
dicho enunciado se utiliza la palabra “factores” sin expresar mayores detalles sobre su
significado.

También se pudo observar que en la definicibn de namero primo del libro
Matematica 7, hace mencién a cuatro divisores, pero no brinda mayores detalles de

las caracteristicas de los mismos.
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En cuanto a la regla de divisibilidad por 11 brindada en el desarrollo tedrico del
libro Matematica Il de Maria Dolores Alvarez, es necesario resaltar que, si bien dicha
regla es suficiente para resolver la situacién problematica 30, se puede evidenciar que
dicho enunciado s6lo es verdadero para un conjunto finito de nimeros enteros. En el
mismo se afirma que un nimero es divisible por 11 siempre y cuando la suma de las
cifras ubicadas en los lugares pares menos la suma de las ubicadas en los lugares
impares es 0, 11 0 -11. Sin embargo, al aplicarse dicha regla al nUmero 81818, esto es
8+8+8-1-1=22, da la impresiébn de no ser divisible por 11 por no obtener como
resultado 0, 11 o -11. No obstante, el nimero 22 puede escribirse de la forma 22=11.2,
resultando el numero 8.818 divisible por 11. Como lo demuestra la igualdad
81818=11.7438.

b) Es notable la falta de relaciones conceptuales entre los objetos primarios del
desarrollo tedrico del libro al momento de resolver las situaciones problematicas
propuestas al lector. Tanto por la no pertinencia o claridad de las definiciones,
proposiciones, procedimientos o argumentaciones que se esgrimen como asi también
por la carencia de los mismos.

Con respecto a la no pertinencia, esta se pudo observar en aquellas
situaciones problematicas en la que se solicitaba determinar el mcm y mcd de
nameros enteros. En las situaciones problematicas 76 y 78 del libro Navegantes del
Conocimiento, fue necesario un enunciado que permitiera determinar el maximo
comun divisor (mcd) y minimo comun mdltiplo (mcm) de nimeros enteros. Enunciado
que no fue posible encontrar en el desarrollo teérico del dicho libro. Encontrdndose
solo un enunciado de lo que representa un mcd y mcm, pero no como determinarlo de
una forma clara tanto para el caso de numeros positivos como negativos. Situacién
que se volvid a repetir al momento de resolver las situaciones probleméticas 32 y 36
del libro Matematica Il. Si bien en el desarrollo teérico de este ultimo se brindaba un
enunciado sobre el célculo del mcd y mcm de numeros enteros, no obstante, se
presentaban calculos de los cuales no se justificaban del porqué de los mismos. Con
respecto a la claridad, puede observarse que en el enunciado “un numero es multiplo
si este ultimo es uno de sus factores” no se aclara en ningun lugar del desarrollo
tedrico a que se llama factor, como asi tampoco se esgrime un lenguaje simbdlico que
clarifique lo enunciado. También se resalta que en el libro matematica 7 se brinda el
enunciado “se llama numero primo a todo numero entero que tenga exactamente
cuatro divisores”, sin embargo, no brinda mayores detalles sobre las caracteristicas de
dichos divisores, como asi tampoco la forma de los mismos. Destacando que utiliza la

palabra divisor pero sin brindar una definicién del mismo.
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En cuanto a la carencia, se manifestdé en el caso de la situacion problematica
75 del libro Navegantes del Conocimiento, la situacion problematica 24, del libro
Matematica |l; situacién problematica 36 del libro Matematica Il de Santillana y
situaciones problematicas 3, 5, 6, 7 10 y 12 del libro Matematica 7 del Estrada en los
cuales dada una lista de numeros enteros se solicitaba determinar sus divisores.
Observandose que, en el desarrollo tedrico del contenido en dichos libros, no se
esgrimia ninguna definicion sobre lo que representa un divisor en el conjunto de
nameros enteros, sino a lo sumo cuando un numero es divisible o multiplo de otro.
Encontrandose solamente, en el libro Matemética 7, el caso de cuando un numero
divide a otro. También destacamos la carencia de una definicién o concepto formal de
maximo comun divisor y minimo multiplo en el libro Matematica 7, siendo que
solamente brinda un ejemplo de calculo, para posteriormente proponer diversos
problemas.

Con respecto al problema 75 del Libro Navegantes del Conocimiento, en el
mismo también se debia brindar un par de nimeros coprimos, sin embargo, en el
desarrollo tedrico del libro no se observd ningun enunciado sobre lo que son los
nameros coprimos y como determinarlos. Siendo necesaria la introduccion de tales
definiciones para poder dar con lo solicitado en dicho problema. Cabe resaltar que
algunos numeros de la lista resultaban ser relativamente grandes, propiciando la
posibilidad de tener muchos divisores (mas de uno), generando la necesidad de incluir
la propiedad que determina la cantidad de divisores que tiene un nimero.

Se debe remarcar que en determinadas situaciones probleméaticas fue
necesaria la introduccion de criterios de divisibilidad que permitieran resolver tales
problemas, esto debido en gran medida a que en el desarrollo tedrico del libro no se
esgrimia tales criterios, como ser en el caso particular de la situacidon problemética 75
del libro Navegantes del Conocimiento y en las del libro Matemética Il de Maria
Dolores Alvarez.

c) Se resalta que existen demasiadas diferencias y pocas semejanzas entre los
procedimientos y argumentos que se encuentran en el desarrollo tedrico del libro y
aquellos necesarios para resolver las situaciones problematicas propuestas. Con
respecto a las diferencias, estas pudieron observarse en la bisqueda de los divisores
de un numero, en la determinacién de si un nimero era primo 0 no, en aplicacion de
criterios de divisibilidad y en el calculo del maximo comun divisor y minimo comun
multiplo de numeros enteros. Como ejemplo puede destacarse la situacion
problematica 76 del libro Logonauta, en el mismo se solicitaba determinar si un
namero era divisor de otro, sin embargo, en la propuesta tedrica no se esgrimia ningn

procedimiento para su calculo como asi tampoco ningun enunciado conceptual sobre
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lo que representa un divisor. Esto también pudo observarse en las situaciones
problematicas 3 y 7 del libro Matematica 7, en los cuales se solicitaba el calculo de
divisores, siendo que en la propuesta teérica no se esgrime ninguna definicion sobre
ello en el conjunto de nimeros enteros. A la vez, en los problemas 15, 16 y 21, se
solicitaba determinar nimeros que sean divisibles por otros, sin embargo, en la
propuesta teodrica no se brindaba ninguna definicion sobre lo que significa que un
namero sea divisible por otro.

También puede destacarse la situacién problemética 28 del libro Matematica |l,
en el que se solicitaba aplicar reglas o criterios de divisibilidad, sin embargo, en la
propuesta tedrica no se esgrimia dichos criterios. A su vez, puede destacarse la
situacion probleméatica 37 del libro Matematica Il de Maria Alvarez, en el que se
solicitaba determinar el maximo comun divisor (mcd) o divisor comin mayor de
nameros enteros, observandose que en la propuesta tedrica textualizada no se
brindaba ningiin enunciado matematico sobre lo que representaba el mcd de nimeros
enteros, como asi tampoco su determinacion.

Con respecto a las semejanzas en las argumentaciones, estas pueden
observarse en los conceptos de numero primo y criterios de divisibilidad. Como
ejemplo destacable, en la resolucién de la situacion problematica 31 se utiliza el
concepto de namero primo de la propuesta tedrica textualizada del libro Matemética Il
de Maria Alvarez. También se destaca la situacién problematica 23 del libro
Matematica Il de Andrea Berman, en el que se utilizé los criterios de divisibilidad de la
propuesta tedrica textualizada. En estos ejemplos puede observarse, que no es tarea
sencilla elaborar las relaciones conceptuales necesarias para resolver los problemas
solamente desde el conocimiento teérico desarrollado en tales libros. A su vez, se
destaca la utilizacion reiterada del Teorema Fundamental de la Aritmética y los
criterios de divisibilidad del libro Matematica 7

d) De acuerdo a las afirmaciones realizadas anteriormente y a todo lo
desarrollado en el cuarto capitulo, se evidencia que en general la propuesta teérica
textualizada que se brinda en los libros seleccionados no es lo suficientemente
exhaustivo para resolver todas las situaciones problematicas propuestas. Se considera
necesaria en la mayoria de los problemas la introduccién de enunciados matematicos
que permitan establecer las relaciones conceptuales necesarias para el sistema de
practicas de las resoluciones probleméticas. Pudiéndose observar que, con respecto a
las vinculaciones, las de caracter directa solo se presentaron en tres situaciones
problematicas y correspondientes solo al 4to libro. Las de vinculacion fuerte se
presentaron en la gran mayoria de los problemas por resolver y en cuanto a la

vinculacion débil solamente en tres problemas.
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En todos los libros, el enunciado matemético mas necesario fue la definicion de
divisor de nimeros enteros. En los libros de Logonautas y Matematica Il de Maria
Alvarez los méas necesarios fueron los criterios de divisibilidad y la definicion de
minimo comin multiplo y maximo comun divisor. En el libro Matematica 7 también fue
necesario un enunciado con respecto a las condiciones que cumplen dos numeros
enteros para ser divisibles, como asi también una definicién formal sobre minimo
comun multiplo y maximo comun divisor.

Como se puede observar en el capitulo 4, al momento de construir el sistema
de practicas de las resoluciones de las situaciones problematicas, existieron relaciones
incompletas en la propuesta teorica textualizada de cada libro. Si bien se considera
que el desarrollo conceptual del libro no necesariamente tiene que brindar todas las
herramientas conceptuales para resolver todos los problemas, si se considera
conveniente que brinde aquellas que permitan establecer una vinculacién directa o
fuerte entre lo necesario y lo utilizado para resolver los problemas.

La falta de exhaustividad en el desarrollo de los enunciados en la propuesta
textualizada podria deberse a razones muy variadas y diversas. Una de ellas puede
ser a las condiciones de publicacion que impone la editorial, ocasionando una
limitacion el namero de hojas destinada para cada contenido. Esto Ultimo puede
derivarse de las respuestas a las preguntas descriptivas de la componente epistémica,
desarrollado en el capitulo 4. En dicho analisis con respecto a las definiciones,
proposiciones y procedimientos que se desarrollaba en el libro, se observdé una
cantidad minima de teoria que guardaba relacibn con algunas situaciones
problematicas propuestas.

En el caso de los libros Navegantes del Conocimiento de Pablo Amster y
Matematica Il de Maria Dolores Alvarez se planteaban basicamente situaciones de
ejercitacion y aplicacion de teoria matematica, con poca o casi hinguna relacién con un
contexto real proximo al alumno. Con respecto al libro Matematica 7, también pudo
observarse mayormente problemas de calculo y pocos con un contexto real.

Otra cuestidon importante de sefialar como posible razén es aquella relacionada
con el autor del libro. Este pudo reflexionar como pertinente lo expresado en el
desarrollo tedrico, considerando tal vez que aquello que fuera necesario para resolver
las situaciones problematicas puedan o deban abordarse por parte del lector o
profesor, no obstante, no se pudo evidenciar en ninguno de los libros algin comentario
respecto a esto ultimo.

Como aportes a la enseflanza y/o investigacion se resalta que el
establecimiento de una red de relaciones entre los distintos objetos primarios de un

contenido en pos de la resolucién de las situaciones problematicas que se proponen
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para resolver, permitira no sélo determinar si es necesario 0 no la introduccion de un
enunciado en particular sino, ademas, plantear nuevas actividades que tengan como
objetivo un trabajo pertinente con la tematica involucrada en el mismo.

En relaciéon con la importancia de este estudio para la formacion inicial y
permanente de un profesor en matemética, se considera que es indispensable que en
este ambito se estudie en profundidad los contenidos del Nivel Medio a partir de la
elaboracion de minuciosos analisis didacticos y semiéticos, pues la comprensién de la
complejidad conceptual involucrada en una tarea de aprendizaje de los alumnos y de
las dificultades que conlleva coloca al docente (o futuro docente) en una mejor

posicion para poder plantear y gestionar procesos de construccién de conocimientos.
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ANEXO
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Iluﬁs ® en el tiempo?

PaBLO AMSTER

Leonaroo Motebo
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705 negativos y positivos / 2. Orden y representacion

Potendiacién / 8. Propiedades de la potenciacion

3. Operaciones combinadas

12. Orden y representacion

n de fracclones / 1. Multiplicacion y division de fracdones
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2 Nuameros enteros |l

Potencias y raices

Célculos combinados
Divisibilidad

Muiltiplos y divisores comunes
Para recordar

Mas actividades
Autoevaluacion

60 Los miembros de una banda de musica siempre
desfilaron formados en filas de 4. Sin embargo, este afio
no lo podran hacer porque con los nuevos ingresantes la
dltima fila no se completa.

Tampoco pueden desfilar formados de a 3 ni de a 2,
por la misma razén. No obstante, si todas las filas
fueran de 2 menos la ditima, donde iria uno solo,
habrfa el doble de filas que si se formaran de a 4y
tuvieran la ltima fila incompleta.

¢Cuantos miembros componen la banda, sin son mas
de 25 y menos de 352 Justifica tu respuesta.

Usando las reglas de divisibilidad, determind si estos nimeros son divisibles por
2,3,4,5,6,9y10.

a 145 L8 == >
b. -2.120 SEsas SESS L PRSI Sl = ==
c. 12.624 - = e -

| Mird lo que ocurre con las cifras de estos miltiplos de 11:
143 +3+1-4=0
5236 +6+2~-(3+5)=0
60.159 -9+1+6-5=11
536492 -2+4+3-(9+6+5)=-11

¢Podrias inventar, siguiendo la regla de los numeros anteriores, otros
cinco nimeros que sean miiltiplos de 11?7 Comprobd que lo son con una
calculadora.

)a. Completd los espacios con cifras apropiadas para que cada ntimero sea divi-
sible por 11.

3_6 43._8 8_1_5

b. ;Cuéntas respuestas posibles hay para cada nimero?

DIVISIBILIDAD

Z3a. Esoribi los mitiplos de 7 comprendidos entre -40 y 40.

e =ie
b. £Qu6 i oy y

24 Mariana dice que para averiguar todos los divisores de un nimero trabaja comg

puede ser positive

0 negativo. Asf, resulta que:
A=1-20=(1)-(-29)
=2:12=(2)-(12)
=3:8=(3):(§
=4:6=(-4):(-6) yyaestdl
No hay otros pares de factores.

Escribi todos los divisores de 42, 63y 90:

Ded2 042 . 314; ydd2

De 83:

De 90: b4
5. Escribf 5, del -30 al 15,

b. ¢Cudles son miltiplos también de 37

26 En la actividad anterior fjate que los miitiplos de 3 y de 5 también lo son de 15,

de 2y de 37 ;Y de uno que
loes de 2yde 57

iemplos i se cumple fo que pensds.
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Multiplicacién y divisién de enteros.
DiViSibilid ad M. Busch un nimero que muktiplicado por 4 dé por resultado ~12. Podés usar la calculadora

1. Complecs as siguientes tablas de multiplicar:

20. Con 6 cuadraditos se pueden armar dos rec- - Muiltiplos y divisoxes

ingulos diferentes. © Un nimero es maltiplo de otro si este Gltimo es uno |
de sus factores. Por ejemplo, 12 s milltiplo de 3 porque

iCuincos se pueden armar con 8 cuadraditos? 12 se puede escribir como 3 - 4,
iY con 97,Y con 117 También se dice que 12 es divisible por 3. )]
21.,Quénd | puede ir d: lia? Es s

pu
indica si hay més de una posibilidad.

O Ol Ol i
6 7 Ds ZD

22. Sin hacer ninguna cuenta, roded los célculos cuyos resulta-
dos tienen resto cero al dividirlos por 7.

289 123:747 439-74+2  19:3-7

23. Con los digitos 4,0, 5 y 9 formd, si es posible, un nimero
de cuatro cifras que cumpla la condicion.

a) Es maltiplo de 5, pero no de 2. | Reglas de divioibitidad
b) Es mdltiplo de 10 y es divisible por 4. Un nimero es divisible por... ‘
€) No es dvisible por 5 ni por 2. -2siterminaen0,2,4,6 u8
d) Es miltiplo de 6, pera no de 10. | 3si1a suma de sus cifras es maltiplo de 3. ‘
) No es millciplo de 9. || 4 si sus dos tltimas cifras forman un mdlcipio de 4. | 29, Rodes il e o 00 e
_SsiterminaenOoens. |
-6siesalavezmiltiplode 2y de3. (~3)-(+8) (+4)-(-6) (+2)-(+12) (=1 (+29)
~95ila suma de sus cifras es mlkiplo de 9.
24, Mird los ejemplos:2 + 3=5 2+5=7 2+ 11=13 (+48):(-2) (=48):(=2) (-24):(=1) (-48):(+2)
iSucederd siempre que al sumar dos nimeros primos se
abtiene 010 nimero primo? Mosrd ejemplos. 98, Compleck.
Nimexco primas y compueotes D7) = )i —=-B OB =+1
22, Enla setience dhsiin [+ Unna i dosdiviores | ) (_g)i(-g) = d)—i(~9 =+ 0[(+20):(~5)]: (~2) = —

tiene G
naturales: &l mismo y 1. Por ejemplo, 13 s primo, ya
| quesolo es divisible por 13 y por 1.
| ® Un nimero es compuesto si tiene mis de dos diviso- | 31, Decci si cada afirmacién es correcta o no.

24xm

a) Encontrd, i es posible, un valor para el nimero nacural
m e manera tal que el resto de la divisién sea 0. ; ; ! : 5 sgno.
B) Enconrd, s es posibl, lgin valor de el nimero raural | | dvsble por9y por L pero il por 3 |
m para el cual el resto no sea 0 L Y L J

res naturales. Por ejemplo, 9 es compuesto, ya que es

32. Encontrd, si es posible, nimeros enteros ay b tales que a x b = 24, ;Cusintos pares de niimeros
cumplen la condicién pedida?

33. Encontr,sies posible, n b xb=—24,G &
cumplen la condicién pedida?

Ya viste que los divisores nacurales de 65001 1,2, 3y 6.

También viste que (~2) - (~3) =6y que (~1) - (—6) = 6 entonces, en Z, los divisores
de6son ~6 —3,~2,~1,1,2,3y6. O sea, s divi de un né

‘sus divisores naturales y sus opuestos.

Siun nimero a es dn
de un ndmero b, en
ces —atambién lo e

n el con ’ i dene solo dosdivsores (1 ¢

Al trabajar en Z, se extiende el prima i tiene solo
tro divisores (1, —1,ay —a). g

Por ejemplo: —7 es prima, ya que tiene solo estos cuatro divisores: 1, —1, 7y —7, En cam-
bio, ~9 noes prima, ya que tiene sei divisores: 1, 1,3, ~3,9y —9.

—1,0y1noson pri
ni compuestos,

: |
. &n equipe 35. Roded los nimeros primos,

Completen con verdadero (V) o falso (F). % - 2

a) Los divisores de ~20 son los mismos que los de su
opuesto, <51 33 -39

b) €1 1 es el tnico nimero entero que es divisor de cual- X :
36. Uni cada ndmero verde con aquellos nimeros ana

quier entero, dos que sean divisores de él.
€)Siun niimero es primo, su opuesto también lo es. gy i 25 ~io
d) Un nimero entero puede tener una cantidad impar de }

divisores. ___ 4 +2 =5 3

37.Decidi s fas siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas
2) Si se multiplican dos multiplos de 3 el resulcado es un miltiplo de 6
b) Todos los nimeros primos son impares
€) Siun nimero es divisible por 4 entonces también es divisible por 8.
d) Siaun mitiplo de 3 se lo divide por 2 y se obtiene cero de resto, entances ese nimero es

milltiplo de 6

2.3. Divisibilidad de enteros 60
® Multiplos y divisores
® Nimeros primos
® ;Para qué sirven los nimeros primos? Teorema fundamental de la aritmética
® ;Cémo encontrar los divisores de un nimero?
® ;Cémo reconocer si un nimero a divide a un namero b?
 El mayor divisor comin
* El menor multiplo comin
 Division en Z
 Congruencia
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Multiplos y divisores

Los numeros que aparecen como solucion del problema 2 son: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Estos numeros divi-
den a 12, es decir, son divisores de 12. También se dice que 12 es multiplo de cada uno de esos numeros.

Asl, 3 divide a 12 porque existe un entero ¢ que multiplicado por 3 da 12. En este caso, ¢ vale 4. Pa-

ra expresar que 3 divide a 12 escribimos: 3 |12. Del mismo modo, 2 112 significa que 2 divide a 12.

ALES EL 12
EN PARTICULAR, CUANTO VALE € PARA EL DVISOR 127

" Dados dos nimeros entros  y b donde a %0, decimos
para abreviar alb), si exist ero e quea- ¢

En nuestro ejemplo,
1 es divisor de 12, porqué existe un nimero entero, ef 12, tal que 1 - 12 =12
2 es divisor de 12, porque existe un nimero entero, el 6, tal que 2 - 6 = 12
3 es divisor de 12, porque existe un nimero entero, el 4, tal que 3 - 4 = 12
4 es divisor de 12, porque existe un numero entero, el 3, tal que 4 - 3 = 12
6 es divisor de 12, porque existe un nimero entero, el 2, tal que 6 - 2 = 12
12 es divisor de 12, porque existe un numero entero, ¢l 1, tal que 12+ 1 =12

Son estos todos los divisores de 122 No, porque, por ejemplo, para -2, también es verdadera la si-

qguiente expresion:
=2 es divisor de 12, porque existe un nimero entero, el -6, tal que -2 - (-6) = 12

'CUESTION: (CUALES SON TODOS LOS DVISORES DE
12, CONSIDERANDO TAMBIEN LOS ENTEROS NEGATIVOS?.

Los divisores positivos de 28, diferentes al mismo
28,50n: 1,2, 4,7 y 14, Si suman esos nimeros, ob-
tienen 28.. Hay muy pocos nimeros que tienen

ZPOR QUE EN LA SOLUCION DEL PROBLEMA 2
'S0LO APARECIERON LOS DIVISORES POSITIVOS?

“nimeros e

IEXIIXEEE ;Por qué, segun la definicion, a debe ser distinto de cero?
Porque si b # 0, no existe un entero c tal que 0 - cdé b.

55

3 35108
105 divisores de -3 501 3,3 .1, =17 ¥ que los divisores de § 50n 5, -5, 1, =17 £Y que los de 10 son
10, =10, 5§, =5,2.~2, 1, =17 Y, insimente, que los dhvsares de 8 50n =8, 8, ~4,4,-2.2. 1, ~17

el opuesto, 1y -1}, Ese esel semplos, de los nd . es¢ o
105 52105 ama ndmeros primos.

ESEIEIEN 1 o es primo porgue posee soko dos divisores: 1y 1.
=1 no es primo porque posee 50i0 605 dviscres: 1y -1,
010 es primo.

2

=22, <1, 1L 2 s primo. parl

Los primeros ndmercs primos son: 2,3,5,7, 11, 13,17, .
¥ e s i “theos’

“chicos’

Cusiqui 3 Tyque un predto
de factore prims; ot €505 laman ndmeras COmpueStos

Por cjemplo, e ndmero 80 &5 compuesto. 2or que? Es pat, entorees es ¢ resutado de ura mult-
Pplicac) por ci

Al gvidie 30 por 2, hallamos 45, Entonces: 90 =
‘Podemos seguir descomponiendo 45, y obtenemas:

A, 9022533

Observen que 0= 2:5-3+3 =352 3= _ sPor qui?
Podemos empezar la con cusiquie factor, Sin embargo, btengremos Jo mismos
L g una de-
Sy . sabe que € 257 65
primo, oqueel 122821 se putieron determi-
o rmeras primes ain mds grandes.
erreror DETIETTNTETIOTY L

esa propiedad, por €so los griegos los llamaron

8 QJL; Ysib = 0, entonces cualquier valor que pongamos para ¢ hace verdadera la expresion 0 - ¢ = 0
\ o

B Dotos o sguienes mimero enteon:

23,5 =10, ~20,~1, effan uno de
elos y dstingan tes mtplos que eeén en
esa st Hogan 1o misma con ot de esas
mimeras.

: ' [T

[ Esrhan todos os eniesos posithes de-
dos ciffas que sean msiplos de 14.

[E Ecrhan dos nimeros enteros it
s que cad wno de ellos sea divsor
e ab.

I Eshen os s eneros x, il
| iplos de 25, tales que x < 10
Nalaver, x> =130,

B e mimess 1y -1 son v de
cualquier dmers enter.” ¢Céme jus-
ifican esta afimacion?

| P I uboros s thnen el 1y 6 <17

T g rrem
For fempo:

2. divior de 20

~4s dvisoe e 10

3 e dvor de 16

<. équt pusden deci del signo de ¢ en cada caro?

V. porque existe un mimer entero, o 10, tal qoe 2 - 10 = 20
F, porqe o existe un entero ¢ fal que ¢ - (~¢] dé 10

‘Sugerencia; piensen en 1 regla de Jos signos de ia multiplicacion de nimeros enteros.
enteros.

¢Para qué sirven los niimeros primos?
Teorema fundamental de la aritmética

Este tulo da mportante ytal vz i Veamos e q

trata. Dos péginas atrés defi-

i Y
Empezamos por hacer la division por 2, luego por 5,y finalmente por 3. As! expresamos 90 como:
90=2-5:3-3
¢Es Gnica esta descomposicion de 907 No, podemos intentar hacer una descomposicion diferente,
por ejemplo:
Uno de los divisores primos de 90 es 2, entonces podemos escribir: 90 = 2 - 45
E1 45 no es primo, pero tiene un divisor primo, el 3. Entonces: 90=2-3- 15
£l 15 o es nimero primo, pero podemos dividirlo por 5. Obtenemos:
90=2-3-5-3

La descomposicion se acaba aquf porque todos los factores son primos.

‘DBTENER LA DESCOMPOSICION DEL 90 EN FACTORES PRINOS?

forma d CEE

Dividimos por -5, entonces: 90 = (~5) - (~18)

Luego descomponemos ~18, y nos queda: 90 = (-5} - (-2) - 9

Finalmente, el tinico factor compuesto es 9,
entonces:

también los divisores negativos, es:

(CUESTION: BUSQUEN AL MENOS OTROS TRES
PROCEDIMIENTOS QUE PERMITAN EXPRESAR 50 COMO
PRODLCTO DE FACTORES PRIMOS. ¢HAY SOLO TRES MAS?

90=(-5) (-2)-3-3

Ya habrdn observado que atin cuando el procedimiento que seguimos en cada caso no es exacta-
mente el mismo, obtuvimos la misma descomposicién de 80 como producto de factores primos. ¢En
qué sentido es |a misma? Es la misma en el sentido que aparecen los mismos nimeros primos, 0 sus
opuestos. (Como el producto es conmutativo, no s necesario esperar el mismo orden.)

Esta propiedad que nosotros verificamos para un nimero particular, el 80, se verifica par Iqui
nimero entero compuesto, Y es sobre eso que trata e/ teorema fundomental de fa aritmética.
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El mayor divisor comin

\olvamos 3! Problema 5 que resolvieron a inicar ¢l capitulo, En ese problema habia que fraccionar
54 Fros de vino tinto y 42 fitros de vino blanco, por supuesto sin mezdarios, en barrilles que conten-
gan ¢ misma némero de fitros. La primera cuestion preguntaba qué capacidad tendrd el barril mis
‘qrande, comin 2 los dos tipos de vina.

L3 condicidn e que los barres tengan el mismo numero de ftros exige & ciiculo de los divisores
positivos de 54 y de 42. Habiamos dado entonces dos listas de nimeros:

123691825 y 1236714242

Ll Ll e B

Observemos que 54 y 42 tienen aigunos divisores comunes: 1,2, 3y 6. [
Ei mayor de los divisores comunes es 6 Afirmamos entonces que ¢f
divisor comin mayor de 42y 54 €56, y se anota dom [42,54] = 6

IR 0 es € mayor divisor comdn de 42y ~542 Ya que los Givisres enteros de ~42y
~54 son, respactivamente, iguales a los divisores enteros de 42 y 54, s evidente que ¢f mayor divisor
comiin & un nimero positive, y de ellos &l mayor es 6. Entonces f dom (42, 54), &5 ¢l mismo que ¢f
dom (~42, 54, ¢f mismo que ¢ dm (42, ~54)  también ¢f dom (42, -54)

-Cak\'kn

dm(2h 68 Gom(204,216,80  dom(-18,8) dom(17,-7)

l La abuela Juana tiene dos nietos, Paula y Gustavo. Pauta visita a su abuela cada 3 dizs y
Gustavo la visita cada 4 dias. Los dos se encontraron en lo de Juana ¢l dia 31 de mayo.
{En cudntos dias més volverén a encontrase?

El menor miltiplo comin

Sivolvernos al problema anterior, Paula visita a su abuela cada tres dias; a partir del 1 de junio vol-
veré a visitarfa cada tres dias, y por £s0 obtenemos ios miitiplos de tres:
3,69121518,21,24,27,30,33,36 39,42, .

Y Bustavo la verd cada cuatro dias, y 28! obtenemas los miltiplos de 4:
4,8,12,1620.24,28,32,36.40, 44, .

Voiverén a encontrarse, entonces, a los 12 dias, 2 los 24 dias, 2 los 36
dias, . Esos nimeros son los miltipios comunes 2 3 y 4; e menor de
ellos &5 12 se lo lama ¢f milltiplo comdin menor de 2 & Se escri-
bemon (3,4)= 12

Si consideramos los miitiplos enteros pasitivas de los njmeros
dados, resulta que mem (3, b} = mom (-3, ~b) = mem (-3, b) = mem , -b).

_ Solo consideramos Jos enteros positivos porque es imposible determinar ¢ menor mil-
tiplo comin de dos nimeros. enteros negatives.

T

Volvamos a los conjuntos de ndmeros del Problema 4 de 'a pagina 62
£ conjunto A es el conjunto de los milltiplos de 5
A= {.,~25,-20,~15,-10,-5,0,5,10, 15, .}

© conjunto B estd formada por los multiplos de 8
B« {., 56, ~48, -40, -32, -24,-16,-8,0,8,16, .}

H conjunto C esta formado por los millipios de 12.
€= {-, ~120, 108, ~96, -84, 72, ~60, ~48,~24,~12,0,12.24, .}

Y, como ya lo vimos en las soluciones, los nimeros de A se obtienen al multiplicar numeros enteros
por 5 En B, cada entero se multiplica por 8 y, finalmente, en C, cada entero se multiplica por 12. Po-
demos generalizar y afirmar

Teniendo en cuenta que existen infinitos nimeros enteros, results que todo numero entero tiene
infinitos moltiplos.

[} Fcrban dcz miltplos de 5y diez - [ERY Con la cifas 2,3y 7, escriban un -
tiplos de 13. mero que sea miltiplo de 3, otro multi-
plo de 4 y otro moltiplo de 9.
. Analicen los siguientes conjuntos de .
ndmeros e Indiquen, en cada caso, de [ Pora su cumpieafos, Carlos recibib una

qué mimero entero son miltiplos. caja de bombones.
~¢Cudntos bombones habia en la caja? —pre-
ey =16, =12, =8, -4, 0, 4,8, 12, 16, 20... gunté Bruno.

Yo solamente recverdo —dice Carlos— que
habla menos de 100 y que cuando yo los re-
partia en montones de 2  en montones de 3

< 100, ~10, 90, ~40, ~20, 0, 220, 1000, .
e 28, =56, 0, 168, ~112, 84, <84, ..

. Calculen: mem (12,16); mem (15, 20); 0 en montones de 4 siempre me sobraba uno,

mem (4.7,14); mem (-5,1). pero cuando los ponia en montones de 5 no
sobraba ninguno.

[ !ndiquen si 1a siguiente poposidin e Cuintos bombones recibi¢ Carlos?

verdadera o faka. Justifiquen la respuesta.
“Todos los moltiplos de 4 son mltiplos de 2.7

[ L2 9 dc wn fo destel cada 8 sgun-
dos; 1 huz de otro cercano, cada 10 se-
gundos, y la de un tercer faro, cada 15 segun-
os. 51 a las 8 h destellan juntos, za qué hora
volverin a hacerlo simultineamente?
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