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Resumen

Autor : Sergio Santiago Gomez

Director : Gustavo A. Aucar

El objetivo de la presente tesis fué el de profundizar en el conocimiento de los difer-

entes efectos que determinan los patrones experimentales de propiedades moleculares de

respuesta lineal a campos electromagnéticos en moléculas que contienen átomos pesa-

dos. En la década del 70, cálculos muy aproximados mostraron por primera vez que en

moléculas con átomos pesados los efectos relativistas deben ser considerados para obtener

valores confiables de propiedades magnéticas. Entre las décadas del 80 y 90 aparecieron los

primeros programas para cálculos relativistas en moléculas utilizando la aproximación de

campo medio. Esto motivó la generalización de los esquemas de cálculos de propiedades

magnéticas al régimen relativista. Esta generalización presentó el problema de la definición

de la parte diamagnética en el régimen relativista.

Al mismo tiempo, los formalismos perturbativos, que consideran los mecanismos obtenidos

en un desarrollo en términos de 1/c, se presentan como una alternativa computacional-

mente más económica de incluir la relatividad en propiedades magnéticas.

Los logros más importantes de la presente tesis están relacionados con dos aspectos

principales : a) los que consideran la relatividad partiendo de la ecuación de Dirac, y b)

los que consideran métodos perturbativos aproximados.

Los cálculos full relativistas del parámetro σ de la resonancia magnética nuclear en

hidruros con un sólo átomo pesado, muestran que las correcciones relativistas a σ(M)(siendo

M el átomo pesado) tienen su origen en contribuciones de los orbitales más internos. Las

tendencias con la carga Z de la componente paramagética son las mismas en todos los

grupos estudiados. Para el caso particular de los gases nobles es posible identificar el

orbital tipo 1s1/2 como el que contribuye mayormente a las correcciones relativistas de la

componente paramagnética σp(M). Los cálculos de la parte diamagnética σd(M) como

valor medio relativista difieren cualitativamente de los obtenidos mediante cálculos de re-



spuesta lineal, lo que implica que es aconsejable utilizar dicha metodoloǵıa para el cálculo

de σd(M). Finalmente las correcciones relativistas calculadas a partir de estos resulta-

dos indican que es posible identificar el orbital tipo 1s1/2 como la principal contribución

a σd(M). Para el acoplamiento entre espines se confirma el efecto par libre, según el

cual la contribución de los pares libres en hidruros disminuye el valor de la constante de

acoplamiento entre espines nucleares J(MH).

Utilizando métodos aproximados, se encuentra que el mecanismo Mass Correction rige

el comportamiento de las correcciones relativistas a la parte paramagnética de σ(M) en

hidruros de los grupos 15, 16, 17 y los gases nobles. Dicho mecanismo presenta con-

tribuciones principalmente de los orbitales más internos (cuasi atómicos ns). En la parte

diamagnética no existe un único mecanismo que defina las correcciones relativistas a

σd(M), aunque un mecanismo de contacto es el más relevante. Los resultados obtenidos

mediante métodos semirelativistas no son cuantitativamente aceptables para átomos del

quinto periodo o más pesados.

A partir de los resultados de la presente tesis se pueden plantear otros problemas. El

primero tiene que ver con el mecanismo esṕın orbita, que considera el efecto relativista

en apantallamiento magnético nuclear en un átomo liviano, debido a la presencia, en

la molécula, de un átomo pesado vecino. Este mecanismo proviene de una respuesta

cuadrática, y plantea el problema de su análisis a partir de orbitales localizados. Por otro

lado, los resultados del apantallamiento magnético nuclear que indican que los efectos

relativistas a σ provienen principalmente del orbital 1s1/2 del átomo pesado, sirven como

base para la propuesta de un modelo simple que describa las correcciones relativistas a σ

en átomos pesados.

Finalmente, las correcciones relativistas obtenidas mediante métodos aproximados del

parámetro J es un problema abierto actualmente, debido a las dificultades númericas que

presentan los diferentes mecanismos perturbativos obtenidos en los diversos formalismos[14].
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El espectro de Resonancia Magnética Nuclear se obtiene de perturbar un sis-

tema molecular con un campo magnético estático y otro de radiofrecuencias, y luego

observar la reacción del sistema. El resultado del experimento consiste en un con-

junto de ĺıneas de cuyo patrón se puede extraer información de la estructura interna

de la molécula (es decir, estructura geométrica y distribución de los electrones), y

de los mecanismos de interacción magnética a nivel intra e inter-molecular [1].

Las ĺıneas espectrales de RMN provienen de las transiciones entre niveles electrónicos

permitidos de la molécula en el campo magnético externo. Estos niveles surjen de

la interacción entre el campo externo aplicado y los momentos magnéticos no nulos

de los núcleos que componen la molécula. El tensor de apantallamiento magnético

nuclear da cuenta de la atenuación de la interacción entre el momento magnético

nuclear de un átomo y el campo magnético externo debido a la presencia de una

densidad electrónica en la zona de los núcleos.

Por otro lado, el análisis e interpretación correcta de los espectros es posible

solo si se considera la interacción entre los momentos magnéticos nucleares debidos

a los espines nucleares de la siguiente forma [1]:

E =
∑

N,M

hIN · (DNM + JNM) · IM (1.1)

siendo D el tensor de acoplamiento directo y J el de acoplamiento indirecto entre

los espines nucleares. Este último contiene información de la estructura electrónica

de la molécula, y también, de ese modo, de su estructura geométrica. El primero

solo depende de la geometŕıa molecular.

Mientras el tensor D solo contiene información de la geometŕıa de la molécula,
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J contiene información del entorno a través de la distribución electrónica.

Desde un punto de vista teórico, para entender las propiedades moleculares es

necesario utilizar el formalismo de la mecánica cuántica. La función de onda molec-

ular depende en principio de las coordenadas de los electrones y de los núcleos. Sin

embargo, a través de la aproximación de Born-Oppenheimer[3] es posible desacoplar

dicha ecuación y resolver por separado la dinámica de los electrones y los núcleos.

Aún con la aproximación de Born-Oppenheimer, no es posible resolver de man-

era exacta la ecuación de Schrödinger para los electrones en el campo de los núcleos

cuando el sistema tiene más de dos electrones debido a la presencia de la interacción

repulsiva entre los mismos.

Una de las aproximaciones más utilizadas para resolver sistemas de electrones

inter actuantes es la aproximación de Hartree-Fock. Esta se basa en la aplicación

del principio variacional a una función totalmente antisimétrica de funciones de

un electrón(orbitales de Fock). Como resultado se obtiene una ecuación para los

orbitales de Fock. Las soluciones de Hartree-Fock consideran la interacción de

Coulomb en promedio, aunque con frecuencia se la utiliza como aproximación de

orden cero para funciones que incluyen la repulsión entre los electrones de una

molécula de manera más exacta.

Al perturbar el sistema molecular con un campo magnético externo, su hamil-

toniano se modifica. El campo se incorpora al hamiltoniano a través del im-

pulso canónico. El desarrollo expĺıcito del hamiltoniano molecular permite ex-

plicitar diversos mecanismos que dependen de los campos magnético externo y

de los espines nucleares. Combinando dichos mecanismos es posible obtener las

propiedades magnéticas como la susceptibilidad, el apantallamiento magnético σ y

el acoplamiento entre espines nucleares J [2].

En la década del 70 se realizaron estudios avanzados que indicaron que los

efectos relativistas en la f́ısica molecular no son despreciables para moléculas que

contengan atómos de la segunda fila en adelante. Esto motivó la necesidad de

generalizar el estudio teórico de los parámetros espectroscópicos de la RMN al

régimen relativista[5, 6] .

La teoŕıa cuántica relativista parte de la ecuación de Dirac[7]. El problema
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que se presenta en el régimen relativista es que el espectro de la ecuación de Dirac

no es acotado por debajo, asi que un principio variacional equivalente a Hartree-

Fock solo es aplicable proponiendo restricciones a la función de onda relativista[8].

En este caso es posible proponer un método variacional al igual que en el caso

no-relativista.

En la teoŕıa relativista de RMN se considera de manera expĺıcita el impulso

canónico que depende del potencial vector total[4]. Como consecuencia de la de-

pendencia lineal del impulso en el hamiltoniano relativista, el apantallamiento y el

acoplamiento entre espines nucleares provienen de correcciones de segundo orden

en teoŕıa de perturbaciones[9]. Si bien en el ĺımite no relativista se obtienen las

diferentes contribuciones para- y diamagnéticas, está claro que la definición del

diamagnetismo en el régimen relativista no es inmediata. Una primera propuesta

parte de la contribución en la teoŕıa de perturbaciones de segundo orden de los

estados virtuales de enerǵıa negativa[5]. Esta propuesta luego se amplió a sistemas

multi-electrónicos [9]

En los últimos años surgieron otras interpretaciones [10], de modo que su origen

es una cuestión aún en discusión [11].

Por otro lado, en los últimos años se ha incrementado el esfuerzo por incluir los

efectos relativistas en propiedades magnéticas en general y, en particular, en los

parámetros de la RMN de manera perturbativa. Entre estos esfuerzos se destacan

trabajos publicados recientemente[12, 13, 14]. En los formalismos perturbativos se

parte de operadores que provienen de desarrollos en serie que consideran c → ∞
a diferentes órdenes. Estos operadores se combinan para formar correcciones a las

diferentes propiedades a un cierto orden en c−1.

En la presente tesis se analizan principalmente los siguientes aspectos :

1. El cálculo de los parámetros de RMN a través de métodos de 4 componentes full

relativistas.

2. El estudio de los mecanismos que definen las correcciones relativistas más impor-

tantes en el cálculo de propiedades de RMN en átomos semi-pesados y pesados,

es decir, átomos de periodo mayor que 3 en la tabla periódica. Se busca interpre-

tar estos mecanismos mediante modelos simples. Los resultados obtenidos a partir
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de los modelos se comparan con las correcciónes relativistas obtenidas en cálculos

utilizando el método LR-ESC[12].

3. La interpretación de J y las correcciones relativistas a σ en términos de contribu-

ciones de los distintos orbitales del core y valencia.

4. El desarrollo de códigos computacionales que permitan ampliar el estudio teórico de

las contribuciones para y dia-magnéticas de los parámetros de RMN.

El estudio de la influencia de la relatividad en los párametros de RMN, J y σ,

es un área de investigación que sigue muy activa en los últimos años. Con la im-

plementación de diversos códigos computacionales de métodos ab-initio de cálculo

de funciones de onda relativista es posible en la actualidad estudiar moléculas

con varios átomos pesados[15, 16, 17, 18]. Estos cálculos se pueden utilizar como

benchmarks para el testeo de formalismos más aproximados y menos demandantes

computacionalmente que el full relativista, como los que se mencionan más arriba.

La tesis se organiza de la siguiente manera: En el segundo caṕıtulo se presentan

los fundamentos de la f́ısica molecular, la definición de parámetros de la Resonancia

magnética nuclear a partir de la enerǵıa electrónica, y el formalismo para el cálculo

de propiedades magnéticas mediante la teoŕıa de respuesta lineal. En el tercer

caṕıtulo se presenta las correcciones relativistas a los parámetros de RMN, la cual

se considera a partir de métodos puramente relativistas o full relativistas, y métodos

aproximados o perturbativos. El cuarto caṕıtulo presenta las conclusiones y en el

apéndice se muestra un esquema de implementación de un código relativista para

cálculos de función de onda.



Caṕıtulo 2

FUNDAMENTOS

En el presente caṕıtulo se presenta la descripción cuántica del problema molec-

ular. Se consideran en particular los efectos de la relatividad y se presentan las

definiciones de los parámetros espectroscópicos de la RMN.

2.1 Introducción

Para entender las parámetros espectroscópicos de RMN de una molécula tal como

el apantallamiento magnético nuclear o el acoplamiento entre espines nucleares, se

debe plantear en primer lugar el problema de cómo describir la dinámica de los

electrones en el campo debido a los núcleos de la molécula.

A partir de la función de onda N-electrónica en el campo de los núcleos, es

posible considerar el efecto de campos magnéticos, estático externo y el debido a

los espines núcleares como una perturbación. Mediante teoŕıa de perturbaciones,

es posible derivar los mecanismos que originan dichos parámetros espectroscópicos.

La teoŕıa de respuesta lineal surge como un formalismo que permite considerar la

inclusión de los estados excitados de manera indirecta.

2.2 Fundamentos de F́ısica Molecular

2.2.1 Hamiltoniano no-relativista

La descripción de la dinámica molecular sin considerar el esṕın de los núcleos se

expresa mediante la ecuación de Schrödinger

HΨ = EΨ (2.1)

donde Ψ es una función de las coordenadas y espines de los electrones y los núcleos

y H es el hamiltoniano molecular,



6

H =
∑

N

p2
N

2MN
+

1

2

∑

N,M

1

4πǫ0

ZNZMe
2

rNM
+

∑

i

p2
i

2m
−

∑

i,N

1

4πǫ0

ZNe
2

riN
+

1

2

∑

i,j

1

4πǫ0

e2

rij
(2.2)

Dado que la masa de los núcleos es mucho mayor que la de los electrones, es

posible desacoplar los grados de libertad de electrones y núcleos. Esta aproxi-

mación es conocida como la aproximación de Born-Oppenheimer. El hamiltoniano

electrónico es entonces :

Helec =
∑

i

p2
i

2m
−

∑

i,N

1

4πǫ0

ZNe
2

riN

+
1

2

∑

i,j

1

4πǫ0

e2

rij

(2.3)

En este hamiltoniano las coordenadas nucleares se incluyen como parámetros

del problema.

Para un átomo monoelectrónico con carga Z ( modelo hidrogenoide), es posible

resolver el problema electrónico exactamente (ver, por ejemplo, [19]) encontrando

los estados ligados del sistema.

En el caso de sistemas moleculares que contienen más de un electrón se deben

hacer aproximaciones sobre la interacción repulsiva entre los electrones. La aprox-

imación más utilizada es la de campo medio, que considera la interacción electrón-

electrón como un potencial repulsivo promedio.

2.2.2 Hamiltoniano relativista

Para obtener la ecuación de la mecánica cuántica relativista para electrones, se

parte de la expresión de la enerǵıa de una part́ıcula libre :

E2 = m2c4 + c2p2

Dirac [7] postuló que dicha expresión puede ser puesta en la forma siguiente :

E2 = c2(m2c2 + p2)

= c2(α · p + βmc)2 (2.4)

De esta manera, el hamiltoniano mecánico se puede expresar como :
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H = c(α · p + βmc) (2.5)

Al aplicar el principio de correspondencia resulta la ecuación de Dirac

Para obtener el cuadrado perfecto de la ecuación 2.4, los operadores α y β

deben obedecer las siguientes relaciones :

α2
i = β2 = 1

{αi, αj} = 0, i 6= j

{αi, β} = 0 (2.6)

Donde {·, ·} es el anticonmutador entre dos operadores cualesquiera. De las

relaciones 2.6, resulta que tanto α como β no pueden ser escalares. Los cuatro

operadores αx,αy,αz,β anticonmutan entre si. Al igual que en el caso de las matrices

de Pauli, es posible utilizar el álgebra de matrices para representar α y β . El rango

mı́nimo seŕıa 2. Sin embargo se puede ver que esto no es posible, ya que el máximo

número de matrices de rango 2 que anticonmutan entre si es tres. Dado que el

rango debe ser par, debeŕıa ser 4. Es posible encontrar una representación en

término de matrices de rango cuatro para α, y β.

α =







0 σ

σ 0







β =







1 0

0 −1







La función de onda debe estar formada por un espinor de cuatro componentes,

debido a la forma algebraica del Hamiltoniano.

Si la función de onda se expresa de la siguiente forma :

ψ =







ψL

ψS






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donde ψL y ψS tienen cada una dos componentes, entonces la ecuación de Dirac

para una part́ıcula libre tiene la forma :

mc2ψL + cσ · pψS = EψL (2.7)

−mc2ψS + cσ · pψL = EψS (2.8)

Las soluciones de esta ecuación son ondas planas de enerǵıas :

E = ±c
√

m2c2 + p2

Como se ve en la fórmula de arriba, el espectro de enerǵıas de una part́ıcula

libre no está acotado por abajo. Los valores mayores que mc2 y menores que −mc2

son todos permitidos.

En el caso de un átomo [20], el espectro presenta estados ligados y dos cont́ınuas:

una de enerǵıa negativa y el espectro de estados equivalentes al de part́ıcula libre.

Para cada uno de los niveles energéticos se tendrán asociados dos tipos de

funciones de onda: una que corresponde a esṕın para arriba y otra que corresponde

a esṕın para abajo. La part́ıcula libre tiene entonces cuatro tipo de soluciones.

Dado que el término dominante en la ecuación de Dirac viene dado por βmc2, se

puede interpretar que ψL hace las veces de espinor de enerǵıa positiva mientras que

ψS es un espinor de enerǵıa negativa. La función de onda es una combinación de

estas dos contribuciones. Para funciones con enerǵıas positivas se esperará entonces

una contribución fundamentalmente de ψL con una pequeña contribución de ψS, y

viceversa.

En la molécula, el hamiltoniano electrónico tendrá la siguiente expresión :

H =
∑

i

cαi · pi + βimc
2 +

∑

N

VeN(riN) +
1

2

∑

ij

Vee(rij) (2.9)

En las subseccciones siguientes se describe en detalle los potenciales Vee y VeN

Interacción núcleo-electrón

Al considerar la forma general de la interacción núcleo electrón se utiliza la ex-

presión :
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V̂ (r) = −
∑

N

∫

ρN(rN)

|r − rN |
drN

En el caso no relativista es usual considerar al núcleo como una carga puntual,

y esto produce una discontinuidad en la derivada de la función de onda en el

origen. En el caso relativista, la función de onda es divergente en el origen. Esta

divergencia no produce efectos en los elementos de matriz ya que la función de

onda sigue siendo de cuadradado integrable.

La alternativa al modelo puntual es alguna distribución nuclear que no produzca

singularidades a la función de onda en el origen. Una de las distribuciones más

utilizadas es la gausiana :

ρN(rN) = ρ0exp(−ηNr
2
N )

Esta distribución tiene la particularidad de que es fácilmente integrable.

También se han propuesto otros tipos de distribución. En particular en la

referencia [21] se mencionan una distribución uniforme y otra tipo Fermi. En

dicha referencia se menciona que para el caso de Hg79+ el hecho de que mientras

que el tamaño nuclear puede afectar en 2 Hartrees1 a la enerǵıa, la forma solo la

afecta en 20 mHartrees.

Interacción electrón-electrón

La forma más simple de considerar la interacción entre electrones dentro del régimen

relativista es incluyéndola como un potencial clásico de Coulomb. No obstante, esta

forma es una aproximación de la forma de la interacción entre electrones derivada

en la teoŕıa QED. En el ĺımite de ω/c→ 0 es, utilizando el gauge de Coulomb [22]:

V (r12) =
1

4πǫ0r12
− 1

8πǫ0r12
{α1 · α2 +

α1 · r12α2 · r12

r2
12

} (2.10)

El primer término representa la interacción de Coulomb directa, mientras que

el segundo es similar al término de retardo con α = u/c .

1 Hartree es la unidad atomica de enerǵıa
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De esta manera se tendrá que el hamiltoniano completo para n electrones en

una molécula será :

H =
∑

i

hD(i) +
∑

i,j

V (rij)

hD(i) = cαi · pi + βimc
2 + V (ri)

V (rij) =
1

4πǫ0rij
(2.11)

2.2.3 Teoŕıa de campo medio

En la teoŕıa de campo medio relativista o teoŕıa de Dirac Fock, se parte de una

función multi-electrónica totalmente antisimétrica :

Ψ =
1√
n!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ψ1(1) ... ψn(1)

ψ1(2) ... ψn(2)

... ... ...

ψ1(n) ψn(n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(2.12)

donde las funciones ψi(k) son espinores moleculares de cuatro componentes,

ψ =







ψL

ψS







Luego se minimiza el valor medio del Hamiltoniano cuya expresión es la 2.11

respecto de los orbitales moleculares que componen la función Ψ, y se obtiene la

enerǵıa del sistema como :

E =
∑

i

〈hD〉 +
1

2

∑

ij

(〈ij|ij〉 − 〈ij|ji〉)

donde hD es la parte monoelectrónica del hamiltoniano mientras que el segundo

término es la contribución de Coulomb menos la de Intercambio.

Los operadores moleculares se pueden expresar como combinación lineal de

funciones de una base :

ψi =



















φL 0 0 0

0 φL 0 0

0 0 φS 0

0 0 0 φS





































cLα
i

c
Lβ
i

cSα
i

c
Sβ
i


















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siendo φX (X=L,S) matrices cuyos ı́ndices corresponden a las funciones de base de

componentes grandes(L) y pequenãs (S).

Reemplazando la expresión de los espinores u orbitales moleculares en término

de las funciones de base y los coeficientes, la enerǵıa queda expresada como función

de los coeficientes, que son los nuevos parámetros variacionales:

E = E(c, c†)

Luego se minimiza la enerǵıa respecto de todos los parámetros variacionales,

con la restricción de que los orbitales sean ortogonales, lo que lleva a la ecuación

Fc = ǫSc (2.13)

con

Fλρ = hDλρ +
∑

µν

Dµν(〈λν|ρµ〉 − 〈λν|µρ〉)

D = cc† (2.14)

En la última ecuación los ı́ndices λ, ρ, ... denotan los orbitales de la base φ.

Las expresiones expĺıcitas de las matrices de la ecuación 2.14 en la base atómica

son:

hDλρ =



















〈λL|V (rN)|ρL〉 0 c〈λL|pz|ρS〉 c〈λL|px − ipy|ρS〉
0 〈λL|V (rN)|ρL〉 c〈λL|px + ipy|ρS〉 −c〈λL|pz|ρS〉

c〈λS|pz|ρL〉 c〈λS|px − ipy|ρS〉 〈λS|V (rN ) − 2mc2|ρS〉 0

c〈λS|px + ipy|ρL〉 −c〈λS|pz|ρL〉 0 〈λS|V (rN) − 2mc2|ρS〉



















Sλρ =



















〈λL|ρL〉 0 0 0

0 〈λL|ρL〉 0 0

0 0 〈λS|ρS〉 0

0 0 0 〈λS|ρS〉



















El término de dos cuerpos en la ecuación 2.13 es :
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F
[2]
λρ = Jλρ − Kλρ

Juv
λρ = δuv

∑

x

∑

µν

Dxx
µν〈λuνx|ρuµu〉 (2.15)

Kuv
λρ =

∑

µν

Duv
µν〈λuνv|µuρv〉 (2.16)

En las últimas ecuaciones u, v, x son ı́ndices que pueden tomar los valores

Lα, Lβ, Sα, Sβ.

2.2.4 Base de funciones

Dado que computacionalmente es imposible desarrollar los orbitales en una base

completa, se utilizan bases de tamaño finito en el desarrollo. Entre los distintos

tipos de bases que se pueden utilizar están los orbitales de Slater que parten de

las soluciones del átomo hidrogenoide para cada tipo de átomo de la molécula.

Debido a la dificultad en obtener los elementos de matriz de este tipo de orbitales,

en particular las integrales de dos cuerpos, se utilizan bases de funciones gausianas

en la parte radial de cada función de base atómica. Para este tipo de funciones

las integrales de dos cuerpos se pueden calcular de manera más simple a través,

por ejemplo, de la transformación de Fourier. Por otro lado sus derivadas tienen

relaciones de recurrencia que simplifican el cálculo de los elementos de matriz de

gradientes y momentos dipolares a partir de las integrales de solapamiento.

Las funciones gausianas que se utilizan están centradas en cada átomo de la

molécula, con un determinado autovalor l (indicando el módulo impulso angular

orbital), y una determinada proyección m de lz. Este tipo de funciones de base

pueden ser cartesianas :

Gijk(rN) = Nxi
Ny

j
Nz

k
NRnl, i+ j + k = l

Rnl = N exp(−αr2
N) (2.17)

o esféricas :

Gnlm(rN) = NYlm(θ, φ)Rnl
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Rnl = N r2n−l−2
N exp(−αr2

N ) (2.18)

según el tipo de funciones que se utilice para describir su parte angular.

En las últimas expresiónes N indica el núcleo atómico en el cual la gausiana

está centrada y N es una constante de normalización para cada función.

Debido al truncamiento que se realiza en la base, el cálculo numérico de la

enerǵıa no es exacto. Se puede minimizar esta inexactitud si la base se elije ade-

cuadamente. Una forma de hacerlo es minimizando la enerǵıa mediante la variación

de los exponentes de las distintas simetŕıas. Otra forma podŕıa ser ajustar el desar-

rollo de funciones de base a soluciones aproximadas del problema que se estudia.

Además, en el caso relativista, hay que tener en cuenta que el espectro de la

ecuación de Dirac no es acotado por abajo, y por lo tanto el método variacional

propuesto en la sección anterior puede dar resultados incorrectos[23, 24]. Este

problema se puede resolver utilizando la prescripción del balance cinético[25]. En

dicha prescripción la base de componentes pequeñas se genera a partir de cada

función de la base de componentes grandes a través de la relación:

|ΨS
i 〉 =

1

2mc
σp|ΨL

i 〉 (2.19)

La base de componentes grandes generalmente se obtiene a partir de bases no-

relativistas. Para el caso de bases de funciones gausianas, a partir de una gausiana

Gnlm se obtiene una combinación de dos nuevas gausianas:

1

2mc
σpGL

l = c+Gl+1 + c−Gl−1 (2.20)

Las funciones obtenidas a partir de la ecuación 2.19 están en relación 1:1 en

lo que respecta al número de funciones. Esta forma de generar la base es la pre-

scripción de Balance Cinético Restringido(RKB). Utilizando directamente dicha

expresión, la base de componentes pequeñas no es real, lo cual trae complicaciones

en el cálculo de los elementos de matriz atómicos. La alternativa es incluir sepa-

radamente cada una de las funciones que se generan en la ecuación 2.20, es decir

{Gl+1 , Gl−1 }. Esta prescripción es el Balance Cinético No Restringido (URKB).
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De esta forma la base de funciones de la componente pequenã es real, pero la

relación entre componentes grandes y pequenãs es aproximadamente 1:2.

Entonces, si nL es el tamaño de la base de componentes grandes, en el RKB se

tendrá 2nL funciones de base, mientras que en el URKB aproximadamente habrá

3nL.

Si bien RKB tiene menor número de funciones de base, en este caso las funciones

de base no son reales, lo cual dificulta la implementación. En la referencia [34]

Trond Saue et. al. recomendaron utilizar el RKB en los cálculos de funciones de

onda relativista, aunque en una referencia reciente[11] se mostró que con la misma

base de componentes grandes, URKB da más flexibilidad a la base pequeña, y la

componente diamagnética converge más rápidamente a la saturación.

2.2.5 Ĺımite no relativista, c→ ∞

Cuando en la ecuación de Dirac-Fock se hace tender c→ ∞, se obtiene la ecuación

de Hartree-Fock no-relativista. Esta ecuación en principio contiene funciones de

onda esṕın orbital de dos componentes, en cuyo caso se habla de un método No-

restringido.

En el Hartree-Fock Restringido las funciones esṕın orbital tienen la forma ψj(i) =

ψj(ri, σi) = ψ(r)η(σ) con η(σ) puramente up o puramente down.

En este caso los elementos de matriz del operador de Fock se escriben :

〈i|F |j〉 = 〈i|h|j〉 +
n/2
∑

i6=j

(2〈ij|ij〉 − 〈ij|ji〉) (2.21)

En la última ecuación los ı́ndices j e i denotan los orbitales ψj y ψi respectiva-

mente.

En esta ecuación el último estado ocupado es el número n/2.

Para resolver el problema es conveniente transformar la ecuación de Hartree-

Fock en una ecuación matricial. Esto se logra tal como se describe en la siguiente

sección, y fué propuesto Roothaan[26]
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Las ecuaciones de Roothaan

Introduciendo una base de orbitales { φ1,φ2,...,φm} :

|ψi〉 =
∑

µ

cµi|φµ〉 (2.22)

en la ecuación de Hartree-Fock y aplicando φλ a izquierda se tendrá :

∑

µ

Fλµcµi =
∑

µ

Sλµcµiǫi (2.23)

La matriz de Fock en la base {φµ} está dada por :

Fλµ = 〈λ|h|µ〉+
n/2
∑

j

{2〈λj|µj〉 − 〈λj|jµ〉}

= 〈λ|h|µ〉+
∑

κ,σ

(
n/2
∑

j

cκjc
∗
jσ){2〈λκ|µσ〉 − 〈λκ|σµ〉} (2.24)

Dado que para sistemas con capa cerrada la matriz densidad es Pµν = 2
∑

j cκjc
∗
jσ

se tendrá

Fλµ = 〈λ|h|µ〉 +
∑

κ,σ

Pκσ{〈λκ|µσ〉 −
1

2
〈λκ|σµ〉} (2.25)

La ecuación 2.23 corresponde a la solución de un problema de autovalores y

autovectores no ortogonales. Para resolver el problema se proponen coeficientes

iniciales calculando la matriz de Fock inicial. El resultado de diagonalizar la matriz

de Fock del paso i-ésimo es utilizado para el cálculo de la matriz de Fock del paso

i+ 1, y asi sucesivamente.

2.2.6 Correlación Electrónica

El método de Hartree-Fock restringido generalmente describe bien la solución del

problema de átomos y moléculas a distancias internucleares de equilibrio[27]. En

estos casos la descripción del estado puede ser mejorada agregando la correlación

dinámica mediante métodos perturbativos.
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En algunos casos, como en la disociación de molećulas, el método de Hartree-

Fock Restringido no describe adecuadamente el estado fundamental del sistema.

En parte debido a la restricción impuesta de que cada esṕın orbital tenga una

proyección de esṕın definida, y en parte por el hecho de que al tomar como promedio

la repulsión entre electrones, falla al describir el incremento de la repulsión entre

electrones muy próximos.

Una opción puede ser proponer un método no-restringido, donde cada esṕın

orbital es representado por una de las dos funciones { φα, φβ }, que luego son

optimizadas independientemente. Este método puede describir cualitativamente la

enerǵıa en la disociación de una molécula, pero no tiene esṕın total definido.

En los casos donde Hartree-Fock no sea adecuado para describir el estado fun-

damental del sistema, se puede utilizar el método de interacción de configuraciones

(CI). En este método se generan configuraciones a partir de los orbitales de Hartree-

Fock. En principio se generan todos los determinantes posibles que incluyan los

orbitales de Hartree-Fock de acuerdo al número de electrones del sistema, al tamaño

de la base utlizada y a las simetŕıas (Full CI)[28]. Estos determinantes se pueden

clasificar de acuerdo al numero de excitaciones incluidas en el determinante. En

una excitación simple se reemplaza un orbital ocupado por un vacante, en una

excitación doble se intercambian dos orbitales ocupados por dos vacantes,etc. Por

ejemplo, en el método CI(SD) se incluyen excitaciones simples y dobles.

En el Método Multicofiguracional, se propone a la función de onda como com-

binación lineal de determinantes formados por orbitales moleculares. Se calculan

los orbitales y los coeficientes de los distintos determinantes mediante el principio

variacional[28].

2.2.7 Part́ıcula en un campo externo

Cuando se aplica un campo externo, el momento lineal p debe ser reemplazado

por el impulso canónico conjugado (E, p) → (E − V (r),π = p + eA), siendo

V (r) el potencial escalar aplicado y A el potencial vector. En estas condiciones el

hamiltoniano de Dirac de ecuaciòn 2.9 (sin incluir la interacción electrón-electrón)

toma la forma :
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hD = cα · (p + eA) + βmc2 + V (r) (2.26)

La ecuación de Dirac en este caso es :

(mc2 + V (r))ψL + cσ · πψS = EψL (2.27)

(−mc2 + V (r))ψS + cσ · πψL = EψS (2.28)

Ĺımite no relativista

Para obtener el ĺımite no relativista de la ecuación 2.27, es conveniente realizar un

corrimiento de la enerǵıa en mc2. Luego de esta transformación :

(V (r))ψL + cσ · πψS = EψL

(−2mc2 + V (r))ψS + cσ · πψL = EψS (2.29)

Para enerǵıas positivas ψS es pequeña comparada con ψL, y es posible despejar

ψS de la segunda de las ecuaciones 2.29 :

(−2mc2 − E + V (r))ψS = −cσ · πψL

ψS = (2mc2 + E − V (r))−1cσ · πψL

ψS = (2mc2 + E − V (r))−1cσ · πψL

ψS =
1

2mc
σ · πψL (2.30)

Reemplazando este resultado en la primera de las ecuaciones 2.29 se tendrá :

V (r)ψL + cσ · πψS = EψL

V (r)ψL + cσ · π 1

2mc
σ · πψL = EψL

(V (r) +
1

2m
π2 − eh̄

2m
σ · B)ψL = EψL

(2.31)
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La última ecuación es la ecuación de Pauli. La función de onda ψL posee en

principio componentes α y β de esṕın electrónico.

La ecuación de Pauli ha demostrado reproducir el factor giromagnético correcto

para el electrón : g = 22.

El ĺımite no relativista de la ecuación de Dirac es la ecuación no relativista de

una part́ıcula con esṕın 1
2
, confirmando entonces que en la teoŕıa relativista el esṕın

del electrón es descripto desde primeros principios.

2.3 Los parámetros de RMN

En la presente sección se estudian los efectos que producen los campos magnéticos

cuando actúan sobre el sistema molecular. Se considerará que los campos son

débiles, y que se puede utilizar como punto de partida la función de onda electrónica

solución de la ecuación de Dirac-Fock descripta en la sección anterior.

Al aplicar un campo magnético externo Bo = Boẑ a un sistema molecular, los

átomos con esṕın nuclear neto no nulo interactúan con dicho campo a través de su

enerǵıa magnética, dando origen a 2IN + 1 subniveles de enerǵıa. La enerǵıa de

cada nivel estará dada por :

E = −µNBo = −h̄γmIBo

siendo mI el número cuántico que representa un autoestado de Iz, que puede tomar

los valores −I,−I + 1, ..., I − 1, I .

De acuerdo a la regla de transición dipolar, en la cual ∆mI = ±1, se puede

aplicar un campo variable de amplitud B1 y frecuencia ν, obteniéndose transiciones

cuando

ν = γN/(2π)Bo (2.32)

En la última expresión ν es la frecuencia de Larmor. Para un campo de 1T se

obtiene, por ejemplo para 1H, una frecuencia de 40 MHz [1].

2 g=2.002 si se le aplican correcciones de QED
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Si la frecuencia de resonancia, cuya expresión es la 2.32; solo dependiera de γN ,

el experimento de Resonancia Magnética seŕıa de poca utilidad en la f́ısica molec-

ular. Las aplicaciones a la Qúımica de este experimento se pusieron en evidencia

cuando se observó el efecto denominado corrimiento qúımico. La base del mismo

es que la distribución electrónica afecta la interacción entre el núcleo y el campo

externo, de manera que :

E = −µN(1 − σ(N))Bo (2.33)

σ(N) es el tensor de apantallamiento magnético nuclear, adimensional y usual-

mente expresado en partes por millón. Dado que este tensor está vinculado con

la distribución electrónica molecular, el mismo átomo en distintos lugares en la

moécula tendrá un frecuencia de resonancia diferente, dando lugar a un espec-

tro de ĺıneas diferentes que distinguen el mismo tipo átomo en distintos entornos

moleculares.

Conociendo la frecuencia de resonancia y el valor del campo aplicado, seŕıa en

principio posible obtener σ(N) a partir de la ecuación 2.33. Sin embargo esto no

es factible, ya que en la práctica no es posible medir el campo con la precisión

necesaria. Es por ello que es más conveniente dejar fijo el campo y variar la

frecuencia hasta encontrar la condición de resonancia. El procedimiento que se

utiliza en los experimentos consiste en medir la frecuencia de resonancia del átomo

de prueba en un compuesto estandar y entonces se refiere la medición en cualquier

molécula a dicho compuesto a través del corrimiento qúımico definido como[29, 30]:

δ(N) = 106 (νN − νNref)

νNref

(2.34)

y en términos de apantallamientos absolutos δ(N) se puede expresar como :

δ = 106 (σNref − σN )

1 − σNref

(2.35)

Para el caso del proton 1H, la referencia usualmente utilizada es la frecuen-

cia del H en la molécula tetrametil-silano (Si(CH3)4). A temperatura ambiente

los hidrógenos de esta molécula son equivalentes debido a efectos de rotación en

solución.
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En el espectro de RMN, usualmente se observa que las ĺıneas de resonancia de

un átomo en una molécula se desdoblan en varias ĺıneas ( espectro de primer orden

). Este efecto se debe a la interacción entre espines nucleares, cuya forma es :

E =
∑

NM

hIN · JT · IM (2.36)

En la ecuación 2.36 JT es el tensor de acoplamiento entre los espines IN e

IM , medido en Hertz. Al igual que el apantallamiento magnético, JT contiene

información sobre el entorno molecular.

El desdoblamiento en las ĺıneas puede ser entendido si se considera el espectro

magnético de los núcleos de esṕın 1/2 de una molécula diatómica 3. Los niveles se

pueden representar mediante estados de esṕın total I = 1 e I = 0. En ausencia de la

interacción esṕın-esṕın los estados de IZ = 0 total son degenerados. Al considerar

la interacción esṕın-esṕın, los niveles presentan un cambio de enerǵıa :

∆E = hJT
1

2
(I(I + 1) − I1(I1 + 1) − I2(I2 + 1)) (2.37)

En la última expresión se puede notar que el corrimiento de los estados con

I = 1 es ∆E = 1/4hJT mientras que para el nivel con I = 0, ∆E = −3/4hJT . Las

transiciones permitidas entre niveles son áquellas para las que ∆I1z = ±1,∆I2z = 0

o ∆I1z = 0,∆I2z = ±1. La frecuencia de resonancia presentará un cambio de 1/4JT

y de −3/4JT , lo cual desdobla las lineas espectrales en dos.

El acoplamiento JT en moléculas se descompone en una interacción directa y

otra mediada por los electrones o indirecta:

JT = (D + J)

Mientras el acomplamiento directo tiene información estructural de la molécula,

el acoplamiento indirecto da información acerca de la distribución electrónica molec-

ular.

Dado que el acoplamiento se puede calcular como la interacción entre el campo

magnético de un núcleo con el momento magnético de otro núcleo, el orden de

3 en una molecúla diatómica el hamiltoniano de interacción esṕın campo externo se puede expresar como

H = (I1z + I2z)(1 − σ)B)
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magnitud de la interacción puede ser estimado conociendo el valor de dicho campo

en cada núcleo. Para el caso de la interacción directa, el campo magnético de

hidrógeno es del orden de la décima de mT, mientras que el campo asociado a un

corrimiento de 10 ppm en un campo de 2 T es de aproximadamente 20 µT[31]. Esto

implica que para observar el acomplamiento indirecto y el corrimiento qúımico es

necesario que la contribución del término directo se anule. Esto ocurre en solución,

donde la orientación de los dipolos magnéticos es al azar. En sólidos esto también

es posible modificando el eje de rotación de una muestra en torno a un cierto ángulo

[1] respecto del eje del cristal.

A partir de los tensores σ(N)α,β y J(NM)α,β es posible definir las partes

isotrópica y la anisotroṕıa como :

σ =
1

3
(σxx + σyy + σzz)

∆σ = σzz −
1

2
(σxx + σyy)

J =
1

3
(Jxx + Jyy + Jzz)

∆J = Jzz −
1

2
(Jxx + Jyy)

2.3.1 Teoŕıa de RMN

Introdución

El experimento de RMN tiene su base en la interacción magnética entre la molécula

y un campo externo Bo, lo que define la frecuencia de Larmor y de transición

involucrada en el fenómeno magnético. En particular son de interés el corrimiento

qúımico y el acoplamiento indirecto entre espines nucleares J . Estos paramétros

surgen de la interacción entre los campos y los electrones de la molécula. En dicha

interacción se considera los potenciales vectoriales debidos al campo externo y al

campo de los distintos núcleos :

A(ri) = AB(ri) +
∑

N

AN(ri)
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AB(ri) =
1

2
Bo × ri0

AN(ri) =
µo

4π
µN × riN

r3
iN

(2.38)

donde rio es el origen del gauge del campo.

Dentro de la teoŕıa de perturbaciones, la corrección a la enerǵıa debida a la

presencia de los campos es :

E = E(0) + E(1) + E(2) + ... (2.39)

= E(0) + 〈0|V̂ |0〉 +
∑

N

〈0|V̂ |N〉〈N |V̂ |0〉
E0 −EN

+ ... (2.40)

donde en la última expresión V̂ es la suma de todas las contribuciones magnéticas,

y los estados |N〉 provienen de la solución del problema electrónico discutido en las

primeras secciones del presente caṕıtulo.

Se pueden obtener el acoplamiento entre espines nucleares y el apantallamiento

magnético nuclear, partiendo de la enerǵıa [32] :

J(NM)αβ =
1

h

∂2E

∂IαN∂IβM
(2.41)

σ(N)αβ =
∂2E

∂µαN∂Bβo

(2.42)

y evaluando el resultado para un campo magnético y el esṕın nuclear nulo.

Esto se puede ver directamente de las definiciones de σ y J :

E(µN , Bo) = E(0) + µαNσ(N)α,βBo,β +
∑

M

hIαNJ(NM)α,βIαM + ... (2.43)

Teoŕıa no-relativista

En la teoŕıa no relativista, formulada por Ramsey entre 1950 y 1953 [2], se parte

del hamiltoniano de Pauli, que es el hamiltoniano no relativista del sistema de

electrones ligados en un campo magnético e incluye fenomenológicamente el esṕın

en la enerǵıa cinética. Tiene la siguiente expresión :
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H =
∑

i

1

2m
(σ · (pi + eA(ri)))

2 + V (ri) +
1

2

∑

ij

1

4πǫo

e2

rij
(2.44)

Si en la fórmula 2.44 se desarrolla el cuadrado de la suma de p y A se tendrá

que :

H =
∑

i

1

2m
(p2 + e2A2

B + e2
∑

N,M

AN · AB + 2
∑

N

AN · p + 2AB · p +

eh̄σ · Bo + eh̄
∑

N

σ · BN ) + V (ri) +
1

2

∑

ij

1

4πǫo

e2

rij
(2.45)

(2.46)

donde BN es el campo magnético debido a los núcleos, cuya expresión es :

BN =
µo

4π
(3

µN · riNriN

r5
iN

− µN

r3
iN

+
8

3
πδ(riN)µN) (2.47)

Introduciendo 2.47 en el hamiltoniano de ecuación 2.45 y considerando términos

que contribuyan a la enerǵıa magnética a primer orden en Bo o µN se obtienen los

mecanismos :

HFC
N =

µo

4π

e

2m
h̄

8

3
π

∑

i

σi · µNδ(riN)

HSD
N =

µo

4π

e

2m

∑

i

h̄(3
µN · riNσi · riN

r5
iN

− σ · µN

r3
iN

)

HPSO
N =

µo

4π

e

m

∑

i

li ·
µN

r3
iN

HOZ =
µo

4π

e

2m

∑

i

li · Bo (2.48)

donde HFC
N es el operador Contacto de Fermi, HSD

N es el operador Esṕın Dipolar

y HPSO
N es el operador Esṕın Orbital Paramagnético.

Por otro lado, los términos de segundo orden relacionados con la interacción

esṕın-esṕın y la interacción campo- esṕın son 4:

4 El término proporcional al cuadrado del campo externo contribuye a la susceptibilidad
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HDS
B,µN

= −e
2

µo

4π

∑

i

((
riN

r3
iN

· rio)(µN · Bo) − (µN · rio)(Bo ·
riN

r3
N

))

HDS
µN ,µM

=
e2

2m
(
µo

4π
)2

∑

i

(
µN · µMriN · riM

r3
iNr

3
iM

− µN · riMµM · riN

r3
iNr

3
iM

) (2.49)

Aplicando la teoŕıa de perturbaciones (ecuación 2.39) la definición de σ(N)

(ecuación 2.41) y reemplazando por V los operadores que contribuyen a σ, dados

por las ecuaciones 2.48 y 2.49 se tiene :

σ(N)αβ = 〈0| ∂2HDS
µ,B

∂µαN∂Bβo
|0〉 +

∂2

∂µαN∂Bβo

∑

N

(
〈0|HOZ|N〉〈N |HPSO|0〉

(E0 −EN )
+ h.c.) (2.50)

El primer término del miembro de la derecha se denomina diamagnético , mien-

tras el otro término que contiene la suma sobre estados constituye la parte param-

agnética de σ(N).

Entonces, en la misma manera, para el acoplamiento entre espines nucleares :

J(NM)αβ =
1

h
{〈0| ∂

2HDS
µN ,µM

∂IαN∂IβM
|0〉 +

∂2

∂IαN∂IβM

∑

N

(
〈0|HFC|N〉〈N |HFC|0〉

(E0 − EN)
(2.51)

+
〈0|HSD|N〉〈N |HSD|0〉

(E0 − EN)
+

〈0|HPSO|N〉〈N |HPSO|0〉
(E0 −EN )

+ h.c.)} (2.52)

En el régimen no relativista, J se describe mediante cuatro mecanismos difer-

entes:

• FC y SD relacionados con el esṕın electrónico.

• PSO y DSO tiene su origen en el momento angular orbital.

Teoŕıa relativista

El hamiltoniano relativista de un sistema de electrones en presencia de un campo

magnético tiene la forma :

H =
∑

i

cαi · (pi + eAi) + βmc2 + V (ri) +
1

4πǫo

∑

i,j

e2

rij

(2.53)
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La fórmula 2.53 puede ser expresada como :

H = H0 +HB +
∑

N

HN

HB =
∑

i

ecαi · AB(ri)

HN =
∑

i

ecαi · AN(ri)

donde AB(ri) y AN (ri) son los potenciales vectoriales correspondientes a los cam-

pos magnético externo y de esṕın nuclear respectivamente.

Utilizando las ecuaciones 2.38 y cambiando ćıclicamente los vectores en los

productos mixtos:

HB = −
∑

i

ec

2
B · (αi × rio)

HN = −
∑

i

ec
µo

4π
µN · (αi ×

riN

r3
iN

)

Aplicando las ecuaciones 2.39 y 2.41 al caso relativista se obtiene :

σ(N)αβ =
∂2

∂µαN∂Bβo

∑

N

(
〈0|HB|N〉〈N |HN |0〉

(E0 − EN)
+ h.c.)

J(NM)αβ =
∂2

∂µαN∂µβM

∑

N

(
〈0|HN |N〉〈N |HM |0〉

(E0 −EN )
+ h.c.) (2.54)

Como se puede observar en las ecuaciones 2.54, dentro de la teoŕıa relativista,

los parámetros espectroscópicos de RMN no presentan contribuciones en el primer

orden de teoŕıa de perturbaciones.

La definición de la parte diamagnética y paramagnética no puede ser hecha de

la misma forma que en la teoŕıa no-relativista.

Limite No relativista

Sternheim [33], fué el primero que propuso que el diamagnetismo tiene su origen en

la contribución de enerǵıas negativas a la suma en la ecuación 2.54. En 1983 Pyykko

y Pyper [5, 6]generalizaron el formalismo reemplazando la suma sobre orbitales a

una suma sobre funciones de onda de N part́ıculas independientes.
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Los estados N-electrónicos consistentes con la teoŕıa de QED suponen que los

estados de enerǵıa negativa están desocupados. Por lo tanto es posible una tran-

sición entre estados ligados y los virtuales de enerǵıa negativa[34]. Por otro lado

la suma sobre estados multi-electrónicos de las ecuaciones 2.54 se puede aproximar

como una suma sobre estados mono-electrónicos5 :

σ(N)αβ =
∂2

∂µαN∂Bβo

∑

ia

(
〈i|HB|a〉〈a|HN |i〉

(ǫi − ǫa)
+ h.c.) (2.55)

J(NM)αβ =
∂2

∂µαN∂µβM

∑

ia

(
〈i|HN |a〉〈a|HM |i〉

(ǫi − ǫa)
+ h.c.) (2.56)

Estas sumas se pueden dividir en dos : una que considera orbitales de enerǵıas

positivas y otra que considera los de enerǵıas negativas. Entonces, por ejemplo,

para σ(N) se tiene :

σ(N)αβ =
∂2

∂µαN∂Bβo

∑

ia

〈i|HB|a〉〈a|HN |i〉
(ǫi − ǫa)

+
∑

iā

〈i|HB|ā〉〈ā|HN |i〉
(ǫi − ǫā)

+ h.c. (2.57)

Ya que ǫi es la enerǵıa de un estado ocupado, y ǫā corresponde a un estado

de enerǵıa menor que −2mc2, la diferencia (ǫi − ǫā) ≃ 2mc2. Si se desprecia la

contribución a 2.57 de los estados tales que ǫi − ǫā sea mucho mayor que 2mc2 :

σ(N)αβ ≃ ∂2

∂µαN∂Bβo

∑

ia

〈i|HB|a〉〈a|HN |i〉
(ǫi − ǫa)

+
∑

iā

〈i|HB|ā〉〈ā|HN |i〉
2mc2

) + h.c. (2.58)

Utilizando la relación de completitud

∑

a

|a〉〈a| + |ā〉〈ā| = 1

se puede reescribir la ecuación 2.58 como [9] :

σ(N)αβ =
∂2

∂µαN∂Bβo

∑

ia

〈i|HB|a〉〈a|HN |i〉
(ǫi − ǫa)

+
〈i|HBHN |i〉

2mc2
−

∑

ia

〈i|HB|a〉〈a|HN |i〉
2mc2

) + h.c.(2.59)

Cabe tener en cuenta lo siguiente

5 Se supone que el estado fundamental se expresa como un único determinante de Slater de N funciones

mono-electrónicas obtenidas mediante DHF
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1. ψL es de orden c0 en el ĺımite c→ ∞, mientras que ψS ≃ 1
2mc

σ · pψL

2. 〈p|H|q〉 ≃ 〈pL|{(σ · A), (σ · p)}|qL〉 = O(c0)

3. 〈p|H2|q〉 ≃ c2〈pL|A2|qL〉 tiene contribuciones de orden c2, y por lo tanto al intro-

ducirlo en la ecuación 2.59 no es nulo en el ĺımite c→ ∞.

En la expresion 2 {.., ..} denota el anticonmutador entre dos operadores.

A partir de este análisis se puede obtener el ĺımite no-relativista de la suma

sobre enerǵıas negativas 2.58. El resultado es :

σ−(N)αβ =
∂2

∂µαN∂Bβo

∑

i

e2

2m
〈i|ANAB|i〉 + h.c. (2.60)

que efectivamente corresponde a la expresión de la parte diamagnética del apan-

tallamiento magnético en el dominio no-relativista.

El término paramagnético no-relativista se obtiene utilizando la relación 2 de

arriba,

〈p|H|q〉 =
e

2m
〈pL|{(σ · A), (σ · p)}|qL〉

{(σ · A), (σ · p)} = 2A · p + σ · B
(2.61)

Teniendo en cuenta que A = AB +
∑

N AN y que B =
∑

N BN + Bo el anti-

conmutador de la ecuación 2.61 es

{(σ · A), (σ · p)} = B · l + 2
µ0

4π
µN · l

r3
N

+ σ · (Bo + BN) (2.62)

En la última ecuación no se ha escrito la suma sobre los núcleos. Teniendo en

cuenta que el campo de los núcleos tiene como expresión :

BN =
µ0

4π
(
∑

i

8π

3
δ(riN)µN + 3

(µN · riN)riN

r5
iN

− µN

r3
iN

) (2.63)
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e insertando la expresión 2.63 en la ecuación anterior, en el ĺımite no relativista

la suma sobre estados de enerǵıa positiva en la ecuación 2.58 tiende a la componente

paramagnética de σ(N)6. En la ecuación 2.62 aparecen términos que no dependen

del esṕın electrónico. Estos son el Orbital Paramagnético (PSO) y el Zeeman

Orbital (OZ). Además el FC y SD que provienen del término que involucra al rotor

del potencial magnético nuclear.

Los cálculos que se realizan con la teoŕıa de perturbaciones de segundo orden

requieren el conocimiento del espectro completo de enerǵıas de la molécula, es decir,

el estado fundamental y tantos estados excitados como sean necesarios para que la

suma sobre estados converga.

La forma más conveniente de calcular correcciones de segundo orden y a la vez

obtener enerǵıas de los estados excitados es a través del marco más general de

la teoŕıa de respuesta lineal[35]. Dentro de este marco es posible también tratar

correcciones que provengan de campos que dependan expĺıcitamente del tiempo t.

2.3.2 Teoŕıa de Respuesta Lineal

Consideremos el caso de un campo externo que actúa sobre un sistema de N

part́ıculas interactuantes descripto mediante un hamiltoniano Ĥ . El vector de

estado en la representación de Schrödinger cumple con la ecuación :

ih̄∂t|Ψ0(t)〉 = Ĥ|Ψ0(t)〉

Si a tiempo t = −∞ se aplica una perturbación V̂ (t), la función de onda será

solución de :

ih̄∂t|Ψ(t)〉 = (Ĥ + V̂ (t))|Ψ(t)〉

Pasando a la representación de interacción

|ΨS(t)〉 = e−iĤt/h̄|ΨI(t)〉

Utilizando la definición del operador de evolución temporal :

6 existe un término similar en la suma sobre estados de enerǵıa negativa, pero este tiende a cero ya que

está dividido por un número de orden 2mc2
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|ΨI(t)〉 = Û(t,−∞)|ΨI(−∞)〉 = Û(t,−∞)|ΨI〉

se obtiene una ecuación para el operador de evolución que tiene la forma :

ih̄
d

dt
Û(t,−∞) = VIÛ(t,−∞)

De donde

Û(t,−∞) = 1̂ − i

h̄

∫ t

−∞
dt′V̂I(t

′)Û(t′,−∞)

El valor medio de cualquier magnitud O presentará un cambio cuando al sistema

se le aplica una perturbación. Se puede conocer este cambio a través del operador

de evolución temporal de acuerdo a la siguiente ecuación :

〈ΨI(t)|ÔI(t)|ΨI(t)〉 = 〈ΨI |U †(t,−∞)ÔI(t)U(t,−∞)|ΨI〉 (2.64)

= 〈ΨI |(1̂ +
i

h̄

∫ t

−∞
dt′V̂I(t

′)Û(t′,−∞) + ...)ÔI(t)

( 1̂ − i

h̄

∫ t

−∞
dt′′V̂I(t

′′)Û(t′′,−∞) + ...)|ΨI〉 + ... (2.65)

Con lo cual, si se escriben expĺıcitamente los términos lineales en V̂ :

〈ΨI(t)|ÔI(t)|ΨI(t)〉 = 〈ΨI |ÔI(t)|ΨI〉

+
i

h̄

∫ t

−∞
dt′〈ΨI |[V̂I(t

′), ÔI(t)]|ΨI〉 + ... (2.66)

Se pueden extender los ĺımites de la integral en la fórmula de arriba hasta

infinito mediante el uso de la función Heaviside, θ(t− t′), y entonces formalmente

se tiene :

〈ΨI(t)|ÔI(t)|ΨI(t)〉 = 〈ΨI |ÔI(t)|ΨI〉
+

∫ ∞

−∞
dt′〈〈O(t), V (t′)〉〉 +

∫ ∞

−∞
dt′

∫ ∞

−∞
dt”〈〈O(t), V (t”), V (t′)〉〉 + ... (2.67)

En la última ecuación se define a la función de respuesta lineal o el propagador

de polarización como,
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〈〈O(t), V (t′)〉〉 = − i

h̄
θ(t− t′)〈ΨI |[ÔI(t); V̂I(t

′)]|ΨI〉 (2.68)

y formalmente la función de respuesta cuadrática como 〈〈O(t), V (t”), V (t′)〉〉[37,

38].

Tanto el propagador de polarización relativista[4] como el no relativista[36] se

pueden reexpresar de una manera más conveniente considerando que |ΨI〉7 es un

autoestado de Ĥ , y por lo tanto :

〈〈O(t), V (t′)〉〉 = − i

h̄
θ(t− t′)〈ΨI |[ÔI(t); V̂I(t

′)]|ΨI〉

= − i

h̄
θ(t− t′)〈ΨI |[Ô; V̂I(t

′ − t)]|ΨI〉
= 〈〈O, V (t′ − t)〉〉 (2.69)

Para obtener la ecuación de movimiento del propagador de polarización, sigu-

iendo la referencia [36], se aplica la derivada de la ecuación 2.69 respecto de la

variable τ = t′ − t, de donde se obtiene :

ih̄
d

dτ
〈〈O, V (τ)〉〉 = −δ(τ)〈ΨI |[Ô; V̂I(τ = 0)]|ΨI〉 − 〈〈O, [Ĥ, V (τ)]〉〉 (2.70)

Luego, aplicando la transformación de Fourier a la variable t,

h̄ω〈〈O, V (ω)〉〉 = 〈ΨI |[Ô; V̂I(ω)]|ΨI〉 + 〈〈O, [Ĥ, V (ω)]〉〉 (2.71)

Mediante reemplazos sucesivos se obtiene la siguiente expresión

〈〈O, V (ω)〉〉 =
1

h̄ω
〈ΨI |[Ô; V̂I(ω)]|ΨI〉 + (

1

h̄ω
)2〈ΨI |[Ô; [Ĥ, V̂I(ω)]]|ΨI〉 + ... (2.72)

Esta última ecuación se puede expresar de una manera más compacta con-

siderando que los operadores Ô, V̂ , Ĥ... pertenecen aun espacio en el cual se define

el producto entre operadores denominado Producto Binario [36]:

7 la representación de Schrödinger y de Interacción coinciden para t = −∞
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(Ô|V̂ (ω)) = 〈Ψ|[Ô†, V̂ (ω)]|Ψ〉

luego se definen los Superoperadores Hamiltoniano e Identidad [36]:

H̆V̂ (ω) = [Ĥ, V (ω)]

ĬV̂ (ω) = V̂ (ω) (2.73)

A partir de las últimas definiciones se puede expresar la ecuación 2.71 como

[36] :

〈〈O, V (ω)〉〉 =
1

h̄ω
(Ô†|ĬV̂ (ω)) +

1

h̄ω

2

(Ô†|H̆V̂ (ω)) +
1

h̄ω

3

(Ô†|H̆2V̂ (ω)) + ...

= (Ô†|(h̄ωĬ − H̆)−1V̂ (ω)) (2.74)

Introduciendo una base de operadores de excitación {qia, q†ia, pij,ab, p
†
ij,ab, ...} 8

respecto del estado |ΨI〉, es posible formar un operador proyección y convertir la

ecuación 2.74 en una ecuación matricial,

〈〈O, V (ω)〉〉 = (O†|h)(h|(h̄ωĬ − H̆|h)−1(h|V (ω)) (2.75)

En la ecuación de arriba, |h) es un vector fila de componentes {qia, q†ia, pij,ab, p
†
ij,ab, ...},

mientras que (h| es un vector columna con las mismas componentes.

En la práctica, para poder realizar cálculos es necesario truncar la base de

operadores. El estado |ΨI〉, por otro lado, debe ser solución del problema molecular

de N electrones interactuantes.

La aproximación coherente a primer orden en el desarrollo según potencias de V̂

se denomina random phase aproximation(RPA). Para esta aproximación se utiliza

la base de operadores de excitación simple {qia, q†ia}, y como función de referencia

8 qia|ΨI〉 es un estado donde el orbital i ocupado es reemplazado por un virtual a, mientras que piajb|ΨI〉
es un estado donde los orbitales i, j ocupados son reemplazados por los virtuales a,b
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la obtenida mediante una teoŕıa de campo medio. En la aproximación RPA el

propagador de polarización toma la forma [36, 39, 4]:

〈〈O, V (ω)〉〉 =
(

(O†|q†) (O†|q)

)

.





h̄ω







(q†|q†) (q†|q)

(q|q†) (q|q)





 −







(q†|H̆q†) (q†|H̆q)

(q|H̆q†) (q|H̆q)













−1







(q†|V (ω))

(q|V (ω))





 (2.76)

Considerando que los estudios realizados en la presente tesis swe refieren a

perturbaciones que no dependen de t, es suficiente considerar el caso en el que

ω = 0. Utilizando la forma expĺıcita de los productos binarios y las propiedades de

la función de onda de campo medio, el propagador de polarización a nivel RPA de

aproximación puede ser escrito de la siguiente manera :

〈〈O, V (ω)〉〉 = −
(

(O†|q†) (O†|q†)∗
)







A B∗

B A∗







−1 





(q†|V (ω))

(q†|V (ω))∗





 (2.77)

Las expresiones expĺıcitas de A y B RPA son :

Aia,jb = (ǫi − ǫa)δijδab + 〈aj|bi〉 − 〈bj|ai〉 (2.78)

Bia,jb = 〈ji|ab〉 − 〈ji|ba〉 (2.79)

donde en la última ecuación, ǫp es el autovalor del orbital p, los ı́ndices i, j, ... deno-

tan orbitales ocupados mientras que los ı́ndices a, b, ... denotan orbitales virtuales.

Se puede tamb́ıen un nivel de aproximación menor denominado PZOA o ZOPPA,

en el cual se considera :

Aia,jb = (ǫi − ǫa)δijδab (2.80)

Bia,jb = 0 (2.81)

En el caso relativista los orbitales de enerǵıa negativa actúan como virtuales, y

por lo tanto los ı́ndices a, b... incluyen enerǵıas positivas y negativas[9].
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La expresión 2.77 puede ser escrita de la siguiente manera:

〈〈O, V (ω)〉〉 =
∑

ia,jb

bOiaP
−1
ia,jbb

V
jb (2.82)

donde los términos que involucran a los operadores corresponden a los denom-

inados perturbadores b, mientras que la matriz Pia,jb, que está relacionada con el

espectro de enerǵıas mono-electrónicas de Ĥ , se corresponde con el propagador

principal.

La función de respuesta lineal se puede expresar según las contribuciones de

los diversos orbitales ocupados y virtuales del espectro mono-electrónico. Luego es

posible definir las contribuciones correspondientes a cada par de orbitales molecu-

lares ocupados como [45]:

〈〈O, V (ω)〉〉 =
∑

ij

〈〈O, V (ω)〉〉ij

〈〈O, V (ω)〉〉ij =
∑

a,b

bOiaP
−1
ia,jbb

V
jb (2.83)

A partir de la definición anterior es posible, por ejemplo, el análisis de contribu-

ciones según core atómico y la valencia9.

Dado que una transformación unitaria de todos los orbitales moleculares no

modifica el estado N electrónico, es posible transformar los orbitales sin producir

modificaciones a la propiedad que se esté considerando.

La localización de orbitales se basa en esta ambiguedad de los orbitales mono-

electrónicos. Los métodos de localización de orbitales tiene como objetivo fun-

damentalmente encontrar un conjunto de orbitales moleculares que representen

funciones qúımicas conocidas como por ejemplo enlaces y pares libres.

Para generar los orbitales localizados se propone una transformación unitaria

y luego se calculan los parámetros de la transformación encontrando los puntos

cŕıticos de alguna Funcional de Localización [40]. La localización de estados ocu-

pados puede ser llevada a cabo mediante cualquiera de los métodos revisados en la

referencia [41].

9 Por core se entiende orbitales que no sufren modificaciones importantes al pasar del átomo a la molécula
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En general se propone una serie de transformaciones sucesivas de pares de or-

bitales. Esta transformación de a pares es básicamente una rotación en 2D, y puede

ser parametrizada por un ángulo γij, donde i, j son los orbitales a transformar.

En el caso del procedimiento de localización de Foster y Boys[40] se buscan los

parámetros que maximizan la siguiente funcional :

F(φi) =
∑

i>j

(〈i|r|i〉 − 〈j|r|j〉)2 (2.84)

Es decir, se busca maximizar la distancia entre los centroides de los diferentes

orbitales moleculares.

Para el caso de la rotación de dos orbitales se tendrá que :







φ′
i

φ′
j





 =







cos(γij) sin(γij)

− sin(γij) cos(γij)













φi

φj







Maximizando la funcional de Foster y Boys respecto del parámetro γ se obtiene

:

tan(γij) = −Bij

Aij

(2.85)

Aij = 〈i|r|j〉2 − 1

4
[〈i|r|i〉 − 〈j|r|j〉]2 (2.86)

Bij = 〈i|r|j〉[〈i|r|i〉 − 〈j|r|j〉] (2.87)

El proceso de localización de todos los orbitales ocupados10 consiste en aplicar

la transformación unitaria a todos los pares de orbitales una y otra vez hasta que

para todos los pares Bij sea menor que alguna cota de convergencia.

10 En realidad, solo debeŕıan localizalizarse los orbitales de valencia que son los que se modifican al

colocar el átomo en el entorno molecular



Caṕıtulo 3

PROPIEDADES ESPECTROSCÓPICAS DE RMN

3.1 Introducción

En este caṕıtulo se presentan estudios realizados de las correcciones relativistas a

los parámetros de RMN, σ y J. En la primera sección se hace una revisión de la

definición de propagador de polarización relativista al nivel de aproximación RPA

presentado en las publicaciones [4] y [9]. En la misma se describe una jerarqúıa

de aproximaciones que acercan la parte diamagnética del propagador a un valor

medio equivalente al utilizado en la versión no relativista (ver sección 2.3.1).

Luego se presentan resultados de σ(M) y J(MH) en hidruros de los grupos 15

y 16. Se analizan las componentes para- y dia-magnéticas en términos de la carga

ZM del átomo pesado y los cambios que se experimentan al comparar diferentes

grupos.

En los gases nobles, donde no hay efectos importantes en la correlación electrónica,

se analizan cálculos de σd(M) utilizando el formalismo de propagadores de polar-

ización a nivel ZOPPA. En particular se distingue entre las contribuciones de los

diferentes orbitales canónicos ocupados, identificando el origen como proveniente

del core o la valencia.

Se presentan finalmente, resultados de correcciones relativistas a σ(M) uti-

lizando el formalismo LR-ESC[12]. Dicho formalismo es reelaborado considerando

que se pueden presentar dos definiciones de componentes para y dia-magnética[12].

En el caso de la parte paramgnética se estudia el término Mass Correction, que

describe cuantitativamente las correcciones relativistas a σp en átomos pesados.

En la parte diamagnética, se estudian todas las correcciones relativistas a σd en el

átomo pesado, identificando a un término de contacto como el más relevante.
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3.2 Propiedades de RMN utilizando el formalismo del propagador de

polarización relativista

Como se mencionó en el caṕıtulo anterior( ecuación 2.51), el apantallamiento

magnético nuclear se define como :

σ(N)αβ =
∂2E(µN ,Bo)

∂µαN∂Bβo
(3.1)

El mismo se puede calcular en teoŕıa de respuesta lineal mediante el propagador

:

σ(N)αβ =
µ0

4π
(ec)2〈〈VB, VN〉〉

VB =
1

2
α × ro

VN = α × rN

r3
N

Por otro lado, el acoplamiento entre espines nucleares se puede calcular como :

J(NM)αβ = (
µ0

4π
ech̄)2γNγM

h̄
〈〈VN , VN〉〉 (3.2)

En este punto es necesario hacer algunas aclaraciones respecto de las definiciones

de arriba. Tal como se mencionó en la sección 2.3.1, la parte paramagnética en

el régimen relativista se define[4, 9] como compuesta por aquellos términos, en la

suma sobre estados, que involucran estados excitados de enerǵıa positiva. A su

vez la componente diamagnética involucra términos definidos por la suma sobre

orbitales excitados de enerǵıa negativa.

Dentro de la teoŕıa de propagadores, el propagador de polarización relativista,

en la aproximación RPA, se puede particionar de la misma manera que se definió

en [9], es decir :

〈〈VN , VB〉〉 =
(

V N(e) V N(p)

)







P ee P ep

P pe P pp







−1 





V B(e)

V B(p)





 + h.c. (3.3)
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El sub́ındice e indica que los orbitales virtuales que intervienen en los elementos

de matriz son todos de enerǵıa positiva, mientras que p indica que los orbitales

virtuales son todos de enerǵıa negativa.

Es importante mencionar que la ecuación 3.3 solo se diferencia de la de Aucar

et. al. en que en dicho trabajo se estudió el particionamiento de J(NM), y en el

presente caso se aplica la misma metodoloǵıa a σ(N).

El propagador principal tiene dos ı́ndices, ya que involucra una suma doble

sobre orbitales virtuales. Asi pp implica que los orbitales virtuales son todos de

enerǵıa negativa, y ee que son todos de enerǵıa positiva. Por otro lado ep implica

un orbital virtual de enerǵıa positiva y otro de enerǵıa negativa.

Los elementos del propagador principal se pueden diferenciar entre los que con-

tienen la contribución de enerǵıas orbitales y los que contienen la contribución de

integrales de dos cuerpos. Las contribuciones diagonales de orbitales de enerǵıa

positiva (ocupados y virtuales, denotados con la letra e en el propagador) tienen

comportamiento de orden c0 en un desarrollo en pontencias de c−1. Los orbitales

de enerǵıa negativa difieren aproximadamente en 2mc2 respecto de los orbitales

ocupados, por lo que la parte diagonal de App es gobernada por esta contribución.

El bloque P ep no presenta contribuciones de enerǵıas orbitales.

Por otro lado, la contribución de las integrales bi-electrónicas es de orden c0

en el bloque P ee, al igual que en el bloque Ppp, mientras que en el bloque P ep las

contribuciones son de orden c−1 . Esto indica que las contribuciones P ep son al

menos un orden de magnitud menor respecto de las pp y ee.

Si no se consideran las contribuciones del bloque P ep, el propagador se puede

dividir en dos términos :

〈〈VN , VB〉〉 = 〈〈VN , VB〉〉ee + 〈〈VN , VB〉〉pp

〈〈VN , VB〉〉ee = V N(e)P
−1
ee V B(e) + h.c.

〈〈VN , VB〉〉pp = V N(p)P
−1
pp V B(p) + h.c. (3.4)

Esta última expresión es la que utilizamos para calcular el apantallamiento
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magnético nuclear en la aproximación RPA 1.

A partir de la ecuación 3.4 es posible definir una serie de aproximaciones que

lleven la parte pp del propagador a la componente diamagnética del apantallamiento

magnético nuclear como valor medio relativista del producto entre el potencial

vector debido al momento de los núcleos y al campo externo como se muestra en

la referencia [9].

Las aproximaciones consisten en :

• 0. Se calcula el propagador sin despreciar la matriz Pep en el propagador principal.

• 1. Se utiliza la expresión 3.4.

• 2. En el bloque P pp se desprecian las integrales bi-electrónicas.

• 3. La diferencia entre enerǵıas de los orbitales ocupados y virtuales de enerǵıa

negativa se aproxima como −2mc2.

• 4. Se inserta la resolución de la identidad en la suma sobre enerǵıas negativas.

• 5. Se mantiene el término que contribuye con la unidad en la resolución de la

identidad, lo cual implica que :

〈〈VN , VB〉〉pp ≃ 〈0|VN · VB|0〉

que es lo que se obtendŕıa derivando el valor medio de AN ·AB respecto del campo

externo Bo y del momento magnético nuclear µN .

A continuación se muestran resultados obtenidos con el formalismo descripto

en la presente sección.

1 La expresión es similar a la planteada en la referencia de Aucar et. al.[9] para J
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3.2.1 Cálculos full relativistas de σ y J en compuestos con átomos pesados

Apantallamiento magnético nuclear, σ

Los resultados presentados en esta sección fueron publicados en la Publicación 1

y 5 de la lista de publicaciones de la presente tesis. En cada caso se pondrá la

referencia a dicha publicación según corresponda.

En la referencia [58] se presentaron resultados de cálculos precisos de σ(N)

y ∆σ(N) que indicaban correcciones relativistas mayores al 10% para átomos de

la tercera fila de la tabla periódica o más pesados. Dichos cálculos, realizados

en hidruros del grupo 17 de la tabla periódica, indicaron correcciones importantes

tanto en la parte isotrópica como en la anisotroṕıa. En dicho trabajo se presentaron

cálculos utilizando la aproximación 5 mencionada arriba para el cálculo de σd(N)

y calculando el valor isotrópico como la suma σ = σp + σd.

En la figura 3.1 (ver publicación 1) se observa el comportamiento de la cor-

rección relativista definida como σR(N) − σNR(N) en Hidruros del grupo 15.

Además se presentan las correcciones correspondientes de las componentes para- y

diamagnética.

En la misma figura, expuesta en escala logaŕıtmica, se observa un claro com-

portamiento potencial de las distintas contribuciones a la corrección relativista, es

decir |σR(N) − σNR(N)| ≃ bZa
N , con a ≃ 3.

Como se puede observar, la corrección a la parte diamagnética es mucho menor

que la corrección a la parte paramagnética. Para el átomo más pesado del grupo,

es decir Bi, la corrección a la parte paramagnética es de 7149.91 ppm mientras

que la corrección diamagnética correspondiente es de 1431 ppm; muy cercana al

20 % respecto de la corrección paramagnética(ver publicación 1). Esta relación

entre las contribuciones es esperable ya que la parte diamagnética se calculó con

la aproximación 5 de la jerarqúıa mencionada más arriba. Como veremos más

adelante estos resultados presentan diferencias significativas respecto de un cálculo

de respuesta con la aproximación 1 de la jerarqúıa, para átomos muy pesados como

los de la quinta fila.

En el caso de hidruros del grupo 16, la correcciones relativistas presentan las

mismas caracteŕısticas, tal como se muestra en la figura 3.2. La corrección al valor
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Figura 3.1: Correcciones relativistas al apantallamiento isotrópico total σ(M), y las com-

ponentes para y diamagnética para XH3(X=P,As,Sb,Bi)

total isotrópico presenta un comportamiento como el observado en los hidruros

del grupo 15 de la tabla periódica : |σR(N) − σNR(N)| ≃ bZa
N , con a ≃ 3 (ver

publicación 1).

En la tabla 3.1 se muestran resultados de la contribución paramagnética de

σ(N) para N=Ar,Kr,Xe,Rn. Estos resultados son semejantes a otros presentados

recientemente[48]. En la primer columna se presentan resultados utilizando re-

spuesta lineal al nivel RPA de aproximación, mientras que en la segunda columna

se muestran resultados obtenidos mediante la aproximación ZOPPA en la parte

paramagnética (ver publicación 5 de la lista de publicaciones ). Como se observa

en dicha tabla las diferencias son menores al 10%, confirmando lo observado por

Vaara et. al.[48] en cuanto a que la correlación electrónica no es importante para

los gases nobles. Todos los cálculos fueron hechos con bases de funciones gaussianas

equivalentes y saturadas.

Se puede entonces resumir las principales caracteŕısticas de las correcciones

relativistas a σp(N) en hidruros de los grupos 15 a 18 del siguiente modo :
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Figura 3.2: Correcciones relativistas al apantallamiento isotrópico total σ(M), y las com-

ponentes para y diamagnética para XH2(X=S,Se,Te,Po)

1. Los valores siguen la misma tendencia en todos los grupos, lo que indicaŕıa poca

sensibilidad al entorno.

2. |σpR(N) − σpnR(N)| ≃ bZa
N , con a ≃ 3 .

3. Para el caso de los gases nobles, los valores RPA difieren como máximo en un 10%

respecto de los obtenidos con la aproximación ZOPPA.

Los cálculos de la componente diamagnética utilizando respuesta lineal en el

nivel de aproximación RPA se muestran en la tercera columna de la tabla 3.2.

Estos resultados presentan un buen acuerdo con los presentados por Vaara et. al.,

y las diferencias se deben a la falta de funciones gausianas de simetŕıa angular g en

la base. Al comparar estos resultados con los obtenidos mediante la aproximación

ZOPPA(cuarta columna de la tabla 3.2) se observa un acuerdo mayor al 99%(para

Rn) del valor calculado utilizando la aproximación RPA.

En la última columna de la tabla 3.2 se muestran los valores que fueron obtenidos
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Tabla 3.1: Resultados de σp(M) con RPA y la aproximación ZOPPA en el propagador

principal.

RPA ZOPPA LR-ESC

Atom σp(M) σp(M) σMC(M)

Ar 66.80 67.06 68.11

Kr 562.92 556.87 578.74

Xe 2041.10 2023.97 1983.43

Rn 11051.29 10473.04 8236.72

mediante la expresión de suma sobre estados de la aproximación ZOPPA relativista

considerando el siguiente desarrollo :

(ǫi − ǫā)
−1 =

1

2mc2
1

1 + ∆
=

1

2mc2
∑

n

(−∆)n

∆ =
(ǫi − ǫā) − 2mc2

2mc2
(3.5)

y realizando la siguiente aproximación :

(ǫi − ǫā)
−1 ≃ 1

2mc2
(2 − (ǫi − ǫā)

2mc2
) (3.6)

Se puede notar que en la expresión 3.5 se requiere que el parámetro ∆ sea

menor que 1 para asegurar la convergencia de la serie. Esto implica que para cada

orbital ocupado i, los estados ā de enerǵıa negativa tal que (ǫi−ǫs̄) ≤ 4mc2 pueden

ser desarrollados en serie. Bajo la suposición de que los estados para los cuales

(ǫi − ǫs̄) ≥ 4mc2 tienen contribuciones despreciables a la expresión de σd, se puede

restringir la suma a los términos para los cuales la expresión 3.5 es convergente.

Los resultados que se muestran en la última columna de la tabla 3.2 fueron

obtenidos considerando sólo los términos convergentes de la expansión a primer

orden ecuación: 3.6. Se puede ver que a primer orden en el desarrollo(ZOPPA(1))

se obtienen valores que se diferencian en el ZOPPA (es decir, utilizando (ǫi − ǫā)
−1

) en un 2%.
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Tabla 3.2: Valores de σd(N) utilizando RPA y ZOPPA relativista. La columna ZOPPA(1)

fue obtenida mediante el desarrollo de la ecuación 3.6. En la primera columna se muestran

los resultados de σd(M) obtenidos utilizando el formalismo LR-ES, el cual se describe en

la sección 3.4

LR-ESC RPA ZOPPA ZOPPA(1)

Atom σd(M) σd(M) σd(M) σd(M)

Ar 1209.47 1197.95 1198.18 1196.18

Kr 3011.55 2944.50 2945.70 2921.19

Xe 4831.21 4753.26 4770.05 4757.18

Rn 7381.57 8168.92 8173.51 7997.76

Como conclusión se pueden señalar dos aspectos que se desprenden de los

cálculos ZOPPA relativistas :

• La contribución de los estados profundos de enerǵıa negativa es despreciable(del

orden del 2% ) en el cálculo de la parte diamagnética σ(M) (con M=Ar,Kr,Xe,Rn).

Con solo considerar la franja de estados entre 4mc2 ≥ (ǫi − ǫs̄) ≥ 2mc2, se puede

obtener resultados de σd(M) dentro de un 2% aún para el átomo más pesado, es

decir Rn.

• Dado que en el desarrollo mostrado en la ecuación 3.6,

∆ =
(ǫi − ǫā − 2mc2)

2mc2

no es un parámetro infinitesimal, las sucesivas potencias de la serie no aproximan la

suma al resultado exacto, es decir a (ǫi − ǫā)
−1.

Estudio de σd(N) en gases nobles mediante caminos de interacción

En la figura 3.3 se pueden observar las contribuciones por orbitales ocupados de

σd(Rn) obtenidos mediante un cálculo ZOPPA. Los orbitales fueron enumerados de
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Figura 3.3: Contribuciones ZOPPA Full relativistas de orbitales ocupados a σd(Rn). n

indicata el orden del orbital empezando por de más baja enerǵıa.

acuerdo a su valor de enerǵıa. En dicha figura se presentan dos gráficos , uno que

corresponde a un valor de c ≃ 1370, y otro para un valor de c ≃ 137. La diferencia

entre ambos resultados se puede considerar como una estimación de la corrección

relativista. Se observa en la gráfica un claro dominio de la corrección σd(Rn)1s1/2,

con un valor aproximado de (σd(R)−σd(nR))1s1/2 ≃ −2000 ppm ( La corrección para

Rn es del orden de σR(Rn) − σnR(Rn) ≃ −2500 ppm, si consideramos un valor

σnR(Rn) = 10728ppm ).

Se puede observar que lo mismo ocurre en el caso de las correcciones relativistas

calculadas con el formalismo LR-ESC[12]. En la publicación 3 de la lista de la pre-

sente tesis se muestran contribuciones por caminos para el término diamagnético,

como suma de los mecanismos de las ecuaciones 3.70-3.73 donde se observa también

que la contribución σd(Rn)1s representa mas del 90% de la corrección total.
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Acoplamiento indirecto entre espines J

En la tabla 3.3 se presentan los valores de la anisotroṕıa y la constante reducida

1K(NM) definida como ( ver pubicación 1 de la lista de publicaciones ):

K(NM) =
4π2

hγNγM
J(NM)

para hidruros de los grupos 15 y 16 de la tabla periódica. Los valores no rel-

ativistas se muestran entre paréntesis y fueron obtenidos utilizando el programa

DALTON[54].

De la tabla 3.3 se desprende que la corrección relativista a Kiso(M−H) es nega-

tiva y, como consecuencia de esto, el acoplamiento se torna negativo para los últimos

peŕıodos, tal como se observó en cálculos presentados en referencias previas obten-

dios mediante la versión relativista del método Hückel[46] y semiemṕıricos[47].

En la referencia [47] se explica dicho comportamiento según las contribuciones

de excitaciones entre orbitales localizados[40]. El signo del acoplamiento resulta

de la competencia de dos contribuciones principales : las de enlace y las de pares

libres. Mientras la contribución del tipo enlace-enlace(b − b) es positiva, la que

involucra pares libres es negativa(lp− lp,lp− b).

Haciendo un pequeño paréntesis en cuanto a la discusión relativista, cabe men-

cionar que esto se puede observar también en cálculos ab-initio no relativistas de la

componente de Fermi de la constante reducida, KFC(MH). Como se muestra en la

tabla 3.4 para el caso del H2M(con M=O,S,Se) con una base de Sadlej[42, 43, 44]

descontraida que incluye funcionestights en hidrógeno y el átomo pesado. Las con-

tribuciones b− b crecen con el número atómico del átomo pesado Z, mientras que

las contribuciones de los pares libres se hacen más negativas. Los orbitales Local-

izados fueron obtendidos utilizando la localización de Foster y Boys. En la Gráfica

1. se puede observar el enlace(bond) en molécula de HF, obtenido mediante una

base sadlej descontráıda. En la Gráfica 2 se observa un par libre(lone pair) para

la misma molécula . En dicha gráfica el punto blanco representa el hidrógeno.

En la Gráfica 3 se muestra la superficie de nivel correspondiente a una densidad

electrónica de 0.32 para H2O y NH3.
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La presente página será reemplazada por los gráficos
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Tabla 3.3: Componente isotrópica (Kiso(MH)) y anisotroṕıa (∆K(MH)) de la constante

de acoplamiento entre espines nucleares reducida en compuestos MH3 y MH2 (en unidades

de 1019NA−2m−3). Los valores no relativistas se dan entre paréntesis.

M K(M-H) M K(M-H)

MH3 Kiso ∆K MH2 Kiso ∆K

N 64.0697 -17.5866 O 63.1410 10.7043

(63.9372) (-15.4887) (63.6631) (8.9765)

P 53.0200 42.0438 S 45.1375 43.1011

(52.7256) (43.6717) (45.5164) (56.3157)

As 72.6698 142.9321 Se 25.2352 186.5969

(84.1760) (121.7447) (46.1454) (165.2287)

Sb 78.9184 365.4187 Te -21.8626 342.4068

(143.5546) (217.9652) (86.0125) (343.6714)

Bi -1367.8263 1867.2860 Po -1481.1291 868.5275

(188.9121) (468.4040) (73.7021) (330.5918)a

Respecto de los resultados semiemṕıricos, en el cálculo ab-initio se debe con-

siderar las contribuciones que involucra al core. La contribución lp-c se hace más

negativa cuando Z crece, mientras que el camino b-c aumenta, tal como se observa

en la tabla 3.4.

3.3 Correcciones relativistas a σp(M)

Los métodos que incluyen los efectos relativistas a σ perturbativamente se presen-

tan como una manera alternativa, aunque menos precisa, de considerar los efectos

de la relatividad en las propiedades moleculares en general, y en particular en

los parámetros espectroscópicos de RMN. Varios formalismos, denominados semi-

relativistas, cuasi-relativistas o perturbacionales, han sido propuestos en los últimos

años[12, 13, 49, 50, 51, 52]. Los mecanismos electrónicos tipo Esṕın Orbita(SO)
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Tabla 3.4: Contribución por caminos localizados a la componente isotrópica KFC(MH)

para M=O,S,Se (en unidades de 1019NA−2m−3).

K(M-H)

caminos O S Se

b-c -13.0(1s) 4.4(1s+2s) 17.1(1s+2s+3s)

lp-c -1.2 -1.7 -2.6

b-b 122.8 131.4 274.8

b-lp -43.4 -69.8 -188.4

b-ob -4.9 -8.0 -17.9

lp-olp 3.8 7.4 34.8

lp-lp -14.4 -26.2 -62.0

total 48.4 36.6 36.3

probaron ser importantes al reproducir el denominado efecto Átomo Pesado so-

bre Átomo liviano (efecto HALA). Este efecto relativista se manifiesta sobre un

átomo liviano cuando éste se encuentra en una molécula que contiene átomos pe-

sados unidos directamente o próximos a el . Debido a la presencia del átomo

pesado el apantallamiento magnético nuclear del átomo liviano presenta cambios

no despreciables[56]. De la misma manera, Edlund y sus colaboradores estudiaron

el efecto del átomo pesado debido al mismo átomo pesado que considera el efecto

relativista a σp(N) como proveniente principalmente de un mecanismo tipo esṕın

orbita(SO)[57].

Fukui et. al. [13], derivaron correcciones relativistas hasta el orden c−2 al

hamiltoniano ecuación 2.53 utilizando la técnica de eliminación de pequeñas com-

ponentes. En dicho formalismo, Fukui et. al.[13] asumieron que :

(σπ)4 ≃ e2p2σB (3.7)

donde π = p + eA es el impulso canónico, B es el campo magnético total y σ es

el esṕın electrónico.
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En la referencia [12], se muestra una derivación completa de los operadores

que se obtienen al expandir el elemento de matriz del operador α · A, siendo

A el potencial vector del campo total. En dicha derivación, no se realiza una

aproximación como la mostrada en la ecuación 3.7, y el término mostrado en dicha

ecuación aparece naturalmente entre otros.

A continuación se procede a derivar las correcciones relativistas a σp(N) según

el formalismo LR-ESC, desarrollado por Melo et. al.[12]. Esta metodoloǵıa parte

de las expresiones del régimen full relativista y hacen uso del formalismo de elim-

inación de pequeñas componentes, y de la utilización de las definiciones de la

sección 2.3.1. En la presente tesis se plantea una manera alternativa y más directa

de obtener las correcciones al elemento de matriz del operador α ·A diferenciando

claramente el término de la regla de suma[12] que permite redefinir ambas partes

paramagnética y diamagnética, de manera de obtener el mismo término MC que

el obtenido previamente por Fukui et. al.[13] .

Para obtener todos estos operadores se desdobla el hamiltoniano del sistema

sin campo magnético como :

H = hs +D1S +D1T (3.8)

D1S =
1

8m3c2
p4 +

1

8m2c2
(∇2V ) (3.9)

D1T =
1

4m2c2
σ(∇V × p) (3.10)

donde hs es el hamiltoniano de Schrödinger, el primer término en D1S corre-

sponde a la corrección Mass Velocity, el segundo es el término de Darwin y D1T es

el término Spin Orbita.

El elemento de matriz de α · A se expresa en términos de funciones de dos

componentes de la siguiente manera:

〈i|α · A|j〉 = 〈iL|σ · A|jS〉 + 〈iS|σ · A|jL〉
(3.11)

Teniendo en cuenta que |i〉 y |j〉 son autoestados de H , se tendrá, para el estado

|i〉, que :
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|iS〉 = Ki
1

2mc
σ · p|iL〉

Ki =
1

1 + (Ei − V )/2mc2
(3.12)

de donde :

〈i|α · A|j〉 =
1

2mc
〈iL|(σ · A)Ki(σ · p) + (σ · p)Kj(σ · A)|jL〉 (3.13)

Luego de expandir K en potencias de c−1 hasta el orden c−2, y considerando:

• el estado | ĩ〉 normalizado a orden c−2 y,

• que el mismo se define a partir de |iL〉 = (1 − p2/8m2c2)| ĩ〉 ,

se obtiene :

〈i|α · A|j〉 = 〈ĩ| 1

2mc
{σ · A,σ · p} − 1

16m3c3
{p2, {σ · A,σ · p}} +

1

8m2c3
{−2(σ · A)(σ · p)hs − 2hs(σ · p)(σ · A) +

2V (σ · A)(σ · p) + 2(σ · p)(σ · A)V }|̃j〉 + O(c−4) (3.14)

Luego, sumando y restando 1/16m3c3{p2, {σ ·A,σ ·p}}, y utilizando la relación

de orden c0

p2 = 2m(hs − V )

se tendrá :

〈i|α · A|j〉 = 〈ĩ| 1

2mc
{σ · A,σ · p} − 1

8m3c3
{p2, {σ · A,σ · p}} +

+
1

8m2c3
[V, [σ · A,σ · p]] +

1

8m2c3
[hs, [σ · A,σ · p]]|̃j〉 + O(c−4) (3.15)

En la última expresión se utilizó la igualdad :
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{hs − V, {σ · A,σ · p}} − 2(σ · A)(σ · p)hs − 2hs(σ · p)(σ · A) (3.16)

+2V (σ · A)(σ · p) + 2(σ · p)(σ · A)V = [V, [σ · A,σ · p]] + [hs, [σ · A,σ · p]] (3.17)

Los términos de la ecuación 3.15 contribuyen en principio a σp, de acuerdo con

la ecuación 2.57, en la cual se define σp como la suma sobre estados que involucra

orbitales virtuales de enerǵıa positiva. Sin embargo, el término que involucra al

conmutador del hamiltoniano, es decir :

[hs, [σ · A,σ · p]]

se puede considerar en forma separada. Este término representa una corrección

de primer orden para el apantallamiento magnético teniendo en cuenta que :

E(2)(B0,µN ) =
∑

n

〈0|O(µN)|n〉〈n|[h,Q]|0〉
E0 −En

+ h.c. = 〈0|O(µN)Q]|0〉 (3.18)

Siendo O un operador de orden c0 como el operador de Contacto de Fermi y

Q = [σ · p,σ ·A]. Por ser una contribución de primer orden podŕıa ser anexada al

término diamagnético. Esto se discutirá cuando se considere la parte diamagnética.

En la expresión 3.15 se tuvo en cuenta la ecuación 2.62 :

{σ · A,σ · p} = 2A · p + h̄σ · B (3.19)

El término (eh̄/2m)σ · B, se expresa como la suma de los operadores Con-

tacto de Fermi (FC), Esṕın Dipolar (SD) y Esṕın Zeeman (SZ). Los hamiltonianos

correspondientes son :

HFC =
µ0

4π

8π

3

eh̄

2m
δ(rN)σ · µN (3.20)

HSD =
µ0

4π

eh̄

2m
(3

(µN · riN )riN

r5
iN

− µN

r3
iN

) (3.21)

HSZ = 4π
eh̄

2m
σ · B0 (3.22)

Por otro lado, el término (e/m)A · p se puede expresar como la suma de los

operadores Esṕın Orbital Paramagnético (PSO) y el Zeeman Orbital (OZ),
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HPSO = −µ0

4π

e

m

lN

r3
N

· µN (3.23)

HOZ = − e

m
l0 · B0 (3.24)

Todos los operadores correspondientes a las ecuaciones 3.20-3.24 son de orden

c0.

A orden c−2 se tendrá dos tipos de correcciones: las correcciones cinéticas y

aquellas que provienen de la enerǵıa potencial del núcleo. Las correcciones cinéticas

se obtienen a partir del anticonmutador :

{p2, {σ · A,σ · p}} = {p2, 2A · p} + h̄{p2,σ · B}
(3.25)

y utilizando la ecuación 3.19 :

e

8m3c2
{p2, {σ · A,σ · p}} =

e

4m3c2
{p2, l0 · B0} +

e

4m3c2
{p2,

lN

r3
N

· µN} +

eh̄

8m3c2
{p2,σ · B0} +

eh̄

8m3c2
{p2,σ · BN}

(3.26)

A partir de la última ecuación se pueden definir los siguientes operadores :

HMC = − eh̄

4m3c2
p2σ · B0 (3.27)

HPSO−k = − e

4m3c2
{p2,

lN

r3
N

· µN} (3.28)

HOZ−k = − e

4m3c2
{p2, l0 · B0} (3.29)

HFC−k = − eh̄

8m3c2
8π

3

µ0

4π
{p2,σ · µNδ(rN)} (3.30)

HSD−k = − eh̄

8m3c2
µ0

4π
{p2, (3

µN · riNσi · riN

r5
iN

− σ · µN

r3
iN

)} (3.31)

Luego, los operadores que contienen al potencial externo se obtienen al consid-

erar que :
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eh̄

8m2c3
[V, [σ · A,σ · p]] = − eh̄

4m2c2
A × ∇V (3.32)

A partir de esta igualdad se pueden definir dos hamiltonianos perturbativos :

HSO(B) = − eh̄

4m2c2
AB × ∇V (3.33)

HSO(N) = − eh̄

4m2c2
AN × ∇V (3.34)

(3.35)

que son los operadores esṕın orbita dependiente del campo magnético externo

y del momento nuclear, respectivamente.

Estos hamiltonianos se pueden también obtener considerando simplemente el

operador Esṕın Orbita en términos del momento canónico, ’

HSO =
eh̄

4m2c2
∇V × π

Si la parte paramagnética se calcula sin considerar el conmutador [hs, [σ ·p,σ ·
A]], se tendrán los operadores tal como se menciona en la referencia de Vaara et.

al. (referencia capitulo libro Vaara).

Si por el contrario, en el conmutador se reemplaza hs = p2/2m + V se tendrá

que tanto el término MC como el SO(B) se modifican y se obtiene :

HSZ−K =
eh̄

8m3c2
(3p2σ · B0 − (σ · p)(σ · B0)) (3.36)

HB−SO = − eh̄

2m2c2
AB × ∇V (3.37)

(3.38)

Las correcciones al apantallamiento magnético nuclear de orden c−2 se obtienen

considerando operadores que dependan del esṕın nuclear al orden c0, y operadores

que dependan del campo externo al orden c−2.

Utilizando la definición de σp según Melo et. al. y Vaara et. al., se tendrán las

siguientes correcciones relativistas a segundo orden:



54

E(µN ,B0)
FC/MC = 〈〈HFC, HMC〉〉 (3.39)

E(µN ,B0)
SD/MC = 〈〈HSD, HMC〉〉 (3.40)

E(µN ,B0)
PSO−k = 〈〈HOZ, HPSO−k〉〉 (3.41)

E(µN ,B0)
OZ−k = 〈〈HOZ−k, HPSO〉〉 (3.42)

E(µN ,B0)
FC/SO(B) = 〈〈HFC, HSOB)〉〉 (3.43)

E(µN ,B0)
SD/SO(B) = 〈〈HSD, HSOB)〉〉 (3.44)

(3.45)

Tambien a tercer orden combinando correcciones relativistas a la función de

onda y operadores de orden c0, considerando la teoŕıa de respuesta cuadrática2.67,

E(µN ,B0)
FC/SO/OZ = 〈〈HFC, HSO, HOZ〉〉 (3.46)

E(µN ,B0)
SD/SO/OZ = 〈〈HSD, HSO, HOZ〉〉 (3.47)

E(µN ,B0)
PSO/DW/OZ = 〈〈HPSO, HDW , HOZ〉〉 (3.48)

E(µN ,B0)
PSO/MV/OZ = 〈〈HPSO, HMV , HOZ〉〉 (3.49)

(3.50)

Visscher et. al. [58] demostraron que la corrección relativista a σp(M) en

el átomo pesado es descripta adecuadamente mediante el mecanismo σMC . Estos

resultados fueron obtenidos para el grupo 17 y muestran que dicho término describe

la corrección relativista dentro de un 10% respecto del valor relativista hasta la

quinta fila de la tabla periódica.

Estos resultados se mantienen para hidruros del grupo 15 hasta los gases nobles.

En la tabla 3.1 se muestra junto con los valores full relativista de σp(M) isotrópico,

la corrección σMC(M) . Se puede observar que desde Ar hasta Xe la corrección

representa al valor relativista con un error del 3% para Xe. En el caso del Rn se

observa que el término σMC(M) representa alrededor de un 70% del valor RPA.

Si bien para átomos de la sexta fila el término MC ya no es suficiente para

reproducir el apantallamiento paramagnético cuantitativamente, es claro que éste

es el mecanismo más importante.
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Estudio del Mecanismo MC mediante caminos de interacción

Para el estudio por caminos se utilizó la técnica de localización aplicada a los

orbitales moleculares de Hartree-Fock ocupados. En particular a los orbitales de

valencia. Los orbitales internos de core no fueron localizados, y fueron designados

de acuerdo a la nomenclatura que se utiliza en el átomo, es decir, orbitales cuasi

ns,np,etc.

Cuando se estudia el mecanismo Mass Correction en término de caminos de

interacción se observa que las contribuciones más importantes provienen de los

orbitales tipo s del átomo pesado. Los caminos ns−ns definidos en la sección 2.3.2

designados simplemente como ns, se presentan en la tabla 3.5 entre paréntesis.

Las contribuciones de los orbitales moleculares tipo 1s reproducen desde un

73% para el átomo más pesado y crecen hasta un 80% para el más liviano, es decir,

Ar.

La dependencia con Z es similar a la de la corrección relativista, es decir

σ(M)MC ≃ Za, con a ≃ 3 . Para entender esta dependencia con Z basta con

observar lo que ocurre con un orbital hidrogenoide.

Supongamos un campo en la dirección ẑ, en cuyo caso el término de corrección

de masa se expresa como :

HMC = −α
2

2
p2szBo

En la última ecuación se utilizó la definición de la constante hiperfina α, y se

utilizaron las unidades atómicas, donde la masa del electrón m = 1 , la constante

de Planck h = 2π y la carga del electrón e = 1.

En este caso, considerando un electrón en un átomo hidrogenoide bajo la acción

de esta perturbación se tendrá :

H =
p2

2m
+ V (r) − α2

2
p2szB

donde sz es el autovalor de la proyección z del esṕın del electrón, y m es la masa

del electrón, que en unidades atómicas es la unidad. En este caso el problema se

puede resolver considerando el hamiltoniano efectivo :
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H =
p2

2ms
+ V (r) (3.51)

ms =
m

1 −mα2Bsz

(3.52)

Este último hamiltoniano es el hamiltoniano de un átomo hidrogenoide donde

el electrón posee una masa efectiva ms. Las soluciones son las correspondientes al

átomo de hidrógeno no perturbado :

Ψnlm,sz(r) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (3.53)

Rnl = −
√

√

√

√(
2Z

na0

)3
(n− l − 1)!

2n[(n+ l)!]3
e−Zr/na0L2l+1

n+l (2Zr/na0) (3.54)

donde Ylm son los armónicos esféricos, La
b los polinomios asociados de Laguerre

y a0 = h̄2/mse
2 .

La corrección EFC/MC(Bo, µN) se obtiene al considerar el valor medio del op-

erador de Fermi con la función de onda dependiente del esṕın sz, es decir :

EFC/MC(Bo, µN) = 〈Ψnlm,sz |HFC|Ψnlm,sz〉 =
8π

3
α2µzsz|Ψn00,sz(0)|2 (3.55)

Cabe remarcar que en la última expresión solo las contribuciones tipo s son

no nulas. Reemplazando en la ecuación de arriba la forma expĺıcita de Ψn00(0) y

desarrollando el resultado a orden lineal en Bo se tendrá :

|Ψn00,sz(0)|2 ≃ Z3

πn3
(1 + 3α2Bosz)

De alĺı que la corrección será :

EFC/MC(B, µN) ≃ 2
Z3

n3
α4µzB (3.56)

σFC/MC = 2α4Z
3

n3
(3.57)

Teniendo en cuenta que en unidades atómicas α = 1/137,
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σFC/MC = 11.3 × 10−3Z
3

n3
(3.58)

Los resultados de los cálculos que utilizan la última ecuación se muestran en

la tabla 3.5. En la misma se puede observar que los valores son cualitativamente

comparables. teniendo en cuenta que el modelo no incluye ningun tipo de cor-

relación, y sin embargo reproduce el valor total de la corrección dentro de un 10%.

El modelo es una manera interesante y práctica de estimar correcciones relativistas

a σp(N).

Los primeros cálculos del término FC/MC mediante contribuciones de orbitales

localizados fueron presentados en la Publicación 2 de la lista. En dicho trabajo

se presentó también el programa MAGIC[53]. MAGIC e un código computacional

que calcula función de onda en la aproximación Hartree-Fock, y calcula párametros

de RMN aśı como las correcciones relativistas en la aproximación RPA. En su

versión actual maneja bases de gausianas descontraidas. Al igual que la mayoŕıa

de los programas disponibles actualmente, para calcular las integrales mono- y

bi-electrónicas utiliza el algoritmo de McMurchie y Davison[55].

3.4 Correcciones relativistas a σd(M)

Cuando se analizó el comportamiento de σd(N) en los hidruros del grupo 15 y

16 mostrados en las figuras 3.1 y 3.2, se observó un comportamiento del tipo

σd(N) ≃ Z3 (Ver Publicación 1 de la lista de Publicaciones ). Para su cálculo se

aplicó la aproximación más pobre en cuanto a correlación y efectos relativistas, es

decir, la aproximación (5) de la jerarqúıa definida en la referencia [9]. Como se

describió más arriba , en la aproximación 5 se obtiene σd(N) como el valor medio

relativista del operador AB · AN . No obstante, en un trabajo de Vaara y Pyykko

[48] se mostró que dicha aproximación es insuficiente para reproducir σd(N) en los

gases nobles más pesados. Estos cálculos se utilizaron en la presente tesis como

benchmarks para la comparación de las correcciones relativistas a σd(N) obtenidos

mediante el formalismo LR-ESC.

Siguiendo el formalismo LR-ESC descripto en la referencia [12], se parte de una
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Tabla 3.5: Contribuciones por orbitales de core y de valencia localizados a la corrección

σMC(N). Los valores sin paréntesis corresponden al modelo Hidrogenoide ecuación 3.58.

Entre paréntesis cálculos de la corrección MC definida en la ecuación 3.39 y calculada

mediante teoŕıa de respuesta lineal en la aproximación RPA.

Atom 1s 2s 3s 4s 5s 6s total

Ar 65.9 8.2 2.4 - - - 76.5

(56.0) (10.3) (1.8) - - - (68.1)

Kr 527.2 65.9 19.5 8.2 620.8

(449.7) (96.7) (28.0) (4.8) - - (578.7)

Xe 1779.3 222.4 65.9 27.8 14.2 - 2109.6

(1495.9) (331.0) (112.2) (37.1) (7.3) - (1983.4)

Rn 7187.4 898.4 266.2 112.3 57.4 33.3 8555.0

(6059.0) (1372.6) (516.4) (207.2) (67.7) (13.8) (8236.7)

expresión tipo suma sobre los estados de enerǵıa negativa definida en la ecuación

2.58, es decir :

E
(2)
d =

∑

iā

〈i|V |ā〉〈ā|V |i〉
(ǫi − ǫā)

+ h.c. (3.59)

donde en la última expresión es V = HN +HB

Desarrollando la diferencia (ǫi−ǫā) alrededor de 2mc2, a primer orden se tendrá

:

(ǫi − ǫā)
−1 ≃ 1

2mc2
(2 +

(ǫi − ǫā)

2mc2
) (3.60)

A partir de esta última expresión y la anterior se obtiene :

E(2)
p =

∑

i

〈i|V P pX|i〉 + h.c. (3.61)
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donde P p =
∑

ā |ā〉〈ā| es el proyector sobre estados de enerǵıa negativa, y

X = 2V +
1

2mc2
[h, V ]

Utilizando la representación expĺıcita de P p y X hasta orden c−4, se obtiene

[12] :

E2 =
1

m2c2
〈〈AB ·AM , D

1S〉〉 − 1

4m3c4
∑

i

〈i|W |i〉 (3.62)

W = 4AMpABp+B0BM + AMp
2AB − p(AMAB)p+ 2(AMAB)p2 (3.63)

en la ecuación 3.62, D1S es la parte que no depende del esṕın en el operador

D1 definido previamente en la ecuación 3.9.

Utilizando unidades atómicas, considerando el origen de gauge del campo magnético

y la posición del núcleo de interés en el origen de coordenadas, y considerando solo

la parte isotrópica del apantallamiento, de la ecuación 3.62 se obtienen las sigu-

ientes correcciones relativistas :

σd/mv =
1

3
Tr〈〈V DS, V mv〉〉 (3.64)

σd/Dw =
1

3
Tr〈〈V DS, V Dw〉〉 (3.65)

σcont = 〈0|V cont|0〉 (3.66)

σd−KE = 〈0|V d−KE|0〉 (3.67)

σL−PSO = 〈0|V L−PSO|0〉 (3.68)

(3.69)

donde se han definido los operadores :

V DS
ij =

α2

2

(δijr
2
N − riNrjN)

r3
N

(3.70)

V cont = −2πα2

3c2
δ(rN) (3.71)

V L−PSO =
α2

6c2
lN

r3
N

(3.72)

V d−KE = − α2

6c2
1

rN

∇2 (3.73)
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El término V cont se obtiene al incluir la contribución [hs[σ·p,σ·A]], proveniente

de los operadores definidos en la sección de 3.3 junto con el término de Fermi en

la parte diamagnética. Como se mencionó en la sección correspondiente el término

[hs[σ · p,σ · A]] puede ser incluido también en la parte paramagnética, en cuyo

caso el factor de V cont cambia de 2/3 a 7/6. El factor 2/3 se corresponde con el uso

del término Mass Correction tal como se lo menciona en la formulación de Fukui,

mientras que el factor 7/6 debe utlizarse si el término [hs[σ · p,σ · A]] es incluido

en la parte paramagnética.

En la segunda columna de la tabla 3.2 se incluyeron resultados que consisten en

la suma de todas la correcciones perturbativas al término diamagnético σd(M) en

los gases nobles. El término V cont se utilizón con el factor 7/6. Estos se comparan

con los cálculos RPA relativistas utilizando la aproximación (1) de la jerarqúıa de

aproximaciones mencionada en la primera sección del presente caṕıtulo.

Los valores RPA y los obtenidos mediante el método LR-ESC[12], mostrados en

la segunda y tercera columnas de la tabla 3.2 respectivamente, presentan un acuerdo

cualitativo. Las tendencias son cualitativamente las mismas, aunque la variación

del resultado RPA es menos pronunciada que su contraparte semirelativista.

Para las correcciones relativistas el acuerdo se encuentra dentro del 20% 2, en la

última fila existe una diferencia del orden de 65% (Ver tabla 3.6 . Esta diferencia

podŕıa indicar que se necesita un desarrollo de orden superior en c−1.

En la gráfica 3.4, en escala logaritmica, se muestran la suma de todas las correc-

ciones relativistas a σd(M) utilizando el formalismo LR-ESC junto con los resulta-

dos de σ(M) en gases nobles obtenidos mediante el formalismo de propagadores de

polarización al nivel RPA de aproximación. Mientras que los resultados mediante

el formalismo LR-ESC presenta un claro comportamiento potencial con un expo-

nente de aproximadamente 3.2, los resultados obtenidos métodos full relativistas

no presentan un comportamiento potencial. Esta particularidad implica una clara

diferencia de tendencias que se acentuará a medida que la carga Z del átomo pesado

se incremente

2 Salvo para Ar, donde en ambos casos el valor de la corrección es pequeño aunque no similar
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Figura 3.4: Correcciones relativistas a σd(M) en gases nobles calculadas utilzando el

formalismo LR-ESC y mediante cálculos obtendios mediante teoŕıa de respuesta lineal

relativista en la aproximación RPA. Se observa que los cálculos obtenidos mediante re-

spuesta lineal relativista no siguen una ley potencial con el número atómico del átomo

pesado.

Tabla 3.6: Correcciones relativistas a σd(M)(M=Ne,Ar,Xe,Rn) calculadas utilizando el

formalismo LR-ESC(última columna) y la corrección relativista calculada mediante for-

malismo de cuatro componentes.

X σ(d)NR(M)1 σ(d)R(M) δσ(M) LR − ESC

Ne 552.26 548.90 -3.36 -7.21

Ar 1237.75 1201.60 -36.15 -28.28

Kr 3245.66 2999.00 -246.66 -234.11

Xe 5642.41 4905.00 -737.41 -811.20

Rn 10728.22 8690.00 -2038.22 -3346.65



Caṕıtulo 4

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En la presente tesis se han estudiado los efectos relativistas sobre los parámetros

σ(M) y J(MH) de RMN en moléculas con un átomo pesado M en hidruros del

grupo 14-17 y gases nobles.

Los cálculos ab-initio de J(MH) confirman las tendencias observadas previa-

mente mediante cálculos semi-emṕıricos semi-relativistas[45] y relativistas[46]. La

presencia de pares libres produce una disminución en J(MH) cuando en un mismo

grupo se consideran átomos con ZM cada vez mayor.

Se realizó una implementación del formalismo ab-initio de contribuciones por

orbitales localizados en el programa MAGIC[53] previamente utilizado en análisis

semi-emṕıricos [45], estos estudios confirman que en cálculos no relativistas las

contribuciones a KFC(MH) de los pares libres se hacen más negativas mientras

que las contribuciones de los enlaces se incrementan cuando en un mismo grupo se

aumenta ZM .

Los cálculos ab-initio de σR(M) − σnR(M) en los hidruros de los grupos 15

y 16 de la tabla periódica muestran que tanto la parte paramagnética como la

diamagnética tienen un comportamiento tipo potencial con exponentes nd = 3.3

y np = 3.2 independiente del grupo. Esto implicaŕıa que las partes para- y dia-

magnética tienen su origen en contribuciones de orbitales del core y no de la va-

lencia. Sin embargo, en el caso de la parte diamagnética se consideró solo la

aproximación (5) de la jerarqúıa definida en la sección 3.2.

Se utilizó el formalismo aproximado presentado en la referencia [12] para cal-

cular correcciones relativistas al apantallamiento magnético nuclear a orden 2 en

el desarrollo en potencias de 1/c para σ(M).

Se analizaron separadamente las componentes paramagnética y diamagnética.

Para la parte paramagnética se encontró un mecanismo dominante, el mecanismo
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denominado Mass Correction(MC), obtenido por primera vez por Fukui et. al.

[13].

Para el mecanismo MC, la contribución de core más interna resultó ser la más

importante, presentando un 90% de la corrección total para los átomos del tercer

y cuarto periodo. El mecanismo que gobierna las correcciones relativistas a σp(M)

es originario del core, y no depende del entorno molecular. Esto implica que no

influye en el corrimiento qúımico.

Un cálculo de σMC(M) utilizando la aproximación ZOPPA, indica que la in-

clusión de correlación electrónica a nivel RPA no es determinante, y utilizando un

modelo tipo hidrogenoide se obtienen las principales caracteristicas de las correc-

ciones obtenidas mediante cálculos ab-initio, es decir, la dependencia con el número

atómico Z del átomo pesado, y un valor representativo de la corrección.

Finalmente se encontró que para los átomos de la 5a fila, la corrección relativista

difiere en el término MC en un 30%, indicando un la posible necesidad de ir a un

orden superior en el desarrollo perturbativo.

Utilizando el código MAGIC[53], se analizaron todas las correcciones a la parte

diamagnética de σiso(M) en hidruros de los grupos 16, 17 y gases nobles. El análisis

muestra que se produce una cancelación parcial entre las contribuciones σd/mv y

σd/Dw. El mecanismo dominante es σcont, el cual consiste en una interacción de

contacto fijada en el átomo pesado. El análisis utilizando orbitales localizados

muestra que las contribuciones de orbitales del core tipo ns son predominantes. Al

igual que en el caso de la parte paramagnética, en el último periodo estudiado, los

resultados perturbativos no reproducen cuantitativamente el comportamiento de

σd(M) con ZM .

Para la componente diamagnética del apantallamiento σd(M) en gases nobles,

los cálculos full relativistas utilizando la aproximación (5) de la jerarqúıa definida

en la sección 3.2 para el propagador de polarización, tienden a sobrevaluar σd(M).

Para el caso de Rn, los cálculos utilizando la aproximación (2) de la jerarqúıa

( aproximación ZOPPA), difieren en solo un 2% respecto del σd(M) calculado

mediante la aproximación (1).

El estudio de las contribuciones por caminos de la componente diamagnética
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full relativista en gases nobles muestra que la contribución σ(Rn)1s1/2
es la que

presenta principalmente efectos relativistas. Lo mismo se observa para los átomos

más livianos del grupo.

Se encontró además, que las contribuciones a σd(M) de orbitales de enerǵıa

negativa con enerǵıas comprendidas entre −2mc2 y −4mc2 es del orden del 98%

para Rn, indicando que se pueden obtener resultados cuantitativamente aceptables

sin considerar estados con enerǵıa menor que −4mc2 en σd(M).

Estos resultados indican que :

• La inclusión de mecanismos efectivos provenientes de correcciones a la enerǵıa cinética

como el MC, podŕıa ser un camino para describir los efectos relativistas de σp(M)

en átomos pesados de manera más satisfactoria.

• Todav́ıa no está claro el papel de mecanismos que contribuyen en menor medida a σp

definidos en las ecuaciones 3.40-3.49. Estos mecanismos se estudian en un trabajo

en preparación (publicación 5 de la lista de trabajos de la presente tesis).

• El planteo de algún modelo para la parte diamagnética σd(M) en átomos pesados

implica la descripción relativista del orbital ligado de enerǵıa más baja, es decir 1s1/2.

Un camino posible seŕıa considerar los trabajos sobre polarizabilidad y magnetiz-

abilidad en átomos hidrogenoides [59, 60], en los cuales se utiliza la descomposición

de Gordon para definir σp y σd[61].

• Los estados de enerǵıa menores a −4mc2 no contribuyen significativamente a σd(M)

lo que permitiŕıa la aplicación de un formalimso perturbativo como el LR-ESC en

forma cuantitativa.

• Los cálculos mediante orbitales localizados que distinguen core y valencia han mostrado

ser una herramienta útil para el análisis de mecanismos en correcciones relativistas,

aśı como tamb́ıen en el análisis de propiedades como J .
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Apéndice A

A.1 Introducción

A continuación se expone una breve introuducción al desarrollo de un código com-

putacional de cálculo de función de onda molecular en la aproximación de Dirac-

Fock. El objetivo principal del presente apéndice es bridar una clara exposición a

partir de la cual cualquier persona que se inicie en el tema pueda conocer en detalle

los fundamentos sobre la implementación de un programa ab-initio.

Lo expuesto en el presente apéndice se basa en una versión más expĺıcita de lo

expuesto por Trond Saue en su tesis doctoral [34].

A.2 Teoŕıa de Dirac Fock

Se parte de la ecuacion de Dirac-Coulomb1 para N particulas,

ĤDC =
N

∑

i=1

ĥD +
∑

i<j

1

rij
+ VNN (A.1)

donde VNN es la interacción coulombiana entre los núcleos y hD el hamiltoniano

monoelectrónico con un scaling de mc2.

ĥD = (β − 1)mc2 + c(α · p) + V̂eN

es el hamiltoniano de una part́ıcula libre más la interacción núcleo-electrón dada

por :

V̂eN(ri) = −
∑

I

∫

ρN (rI)

|ri − rI|
drI

La forma de la densidad de núcleo la discutimos en la seccion A.4.2

1 vale recordar que la interacción entre electrones se deriva en QED, donde el término de coulomb es

solo una aproximación
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Al igual que en la aproximación de Hartree-Fock, se procede a calcular el valor

medio del hamiltoniano en un estado de N part́ıculas totalmente antisimétrico es

decir, un determinante de Slater de N funciones orbitales de una part́ıcula .

Ψ =
1√
n!

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

φ1(1) ... φn(1)

φ1(2) ... φn(2)

... ... ...

φ1(n) φn(n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(A.2)

los φi(r) son espinores de cuatro componentes que en principio tienen la forma

:

φ =



















φLα

φLβ

φSα

φSβ



















Para aprovechar de manera mas directa la simetŕıa de inversión temporal el

espinor se expresa de la siguiente manera :

φ =



















φLα

φSα

φLβ

φSβ



















que equivale a la transformación de permutacion de filas en los espinores, dada

por la matriz unitaria :

X =



















1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1



















dicha transformacion afecta tambien a las matrices α y β que se expresan

αx =



















0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


















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αy =



















0 0 0 −i
0 0 −i 0

0 i 0 0

i 0 0 0



















αz =



















0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 −1 0



















β =



















1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1



















En la práctica se expande cada espinor orbital en una base real de la siguiente

manera :

φk =







χ 0

0 χ













cαk

cβk







y

χ =







χL 0

0 χS







luego de minimizar el valor medio de la enerǵıa en el estado dado por la ecuación

A.2, y de desarrollar las funciones orbitales en términos de la base de arriba se

obtiene la ecuación matricial para los coeficientes :

Fc = ǫSc (A.3)

siendo

S =







SLL 0

0 SSS






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donde SLL/SS es la matriz de solapamiento entre orbitales de la base Large/Small

y F = F[1] + F[2] es la matriz de Fock de una y dos part́ıculas.

La matriz de una part́ıcula es :

F[1] =



















V LL −icdLS
z 0 −icdLS

−

−icdSL
z W SS −icdSL

− 0

0 −icdLS
+ V LL icdLS

z

−icdSL
+ 0 icdSL

z W SS



















V XY
µν = 〈χµ|V̂eN |χν〉

WXY
µν = 〈χµ|V̂eN − 2c2|χν〉

dXY
z,µν = 〈χµ|

∂

∂z
|χν〉

dXY
±,µν = 〈χµ|

∂

∂x
± ∂

∂y
|χν〉

mientras que la matriz de dos part́ıculas es :

F[2] =



















JLα −KLαLα −KLαSα −KLαLβ −KLαSβ

−KSαLα JSα −KSαSα −KSαLβ −KSαSβ

−KLβLα −KLβSα JLβ −KLβLβ −KLβSβ

−KSβLα −KSβSα −KSβLβ JSβ −KSβSβ



















Vemos dos tipos de contribuciones en la matriz de 2 particulas. Al igual que en

la teoria no relativista tenemos directa y de intercambio,

JX
µν =

∑

Y =Lα,Sα,Lβ,Sβ

∑

κλ

DXY
λκ (χX

µ χ
X
ν |χY

κ χ
Y
λ ) (A.4)

KXY
µν =

∑

κλ

DXY
λκ (χX

µ χ
X
λ |χY

κ χ
Y
ν )

DXY
µν =

n
∑

i=1

cXµic
Y ∗
νi

En la última fórmula definimos la matriz densidad. En una base real se puede

ver que el caracter complejo de la matriz de Fock de dos part́ıculas viene dado por

la matriz densidad. Ello implica que las integrales bi-electronicas se calculan con
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la misma cantidad de simetŕıas de permutación de ı́ndices que en un programa no-

relativista (Claro que en el caso de integrales que incluyan compomentes grandes

y pequeñas mezcladas el número de simetŕıas permutacionales es menor) .

Hasta este punto se podŕıa resolver el problema diagonalizando la matriz de

Fock compleja de 4nbase2, de donde se debeŕıa obtener soluciones degeneradas de

a pares debido a la simetŕıa de inversión temporal. Sin embargo, es posible obtener

dichas soluciones diagonalizando por bloques la matriz de Fock como se muestra

en las siguientes secciones. La ventaja de esta forma de resolver el problema es

que se diagonaliza una matriz de 1/4 del tamaño de la matriz de Fock, y por otro

lado al diagonalizar la matriz completa la representación de la degeneración es

aproximada.

A.3 Simetŕıa de inversión temporal

Siguiendo la idea de Trond Saue[34], la matriz de una part́ıcula tiene la forma :

F[1] =







F αα F αβ

F βα F ββ





 =







A B

−B∗ A∗





 (A.5)

en efecto, si se toma la parte αβ en la matriz F [1] y se la conjuga se obtiene,

F∗αβ =







0 icdLS
+

icdSL
+ 0







que es justamente el opuesto de F βα 2.

Por otro lado, la parte αβ en la matriz F [2] depende directamente de la matriz

densidad expresada de la siguiente manera:

D =







Dαα Dαβ

Dβα Dββ





 (A.6)

Ya que el modelo es autoconsistente se considera que los coeficientes efectiva-

mente cumplen con la simetŕıa de inversión temporal, en ese caso se puede ver

2 para probar la expresion de arriba tuve que considerar explicitamente que la base es real
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que Dαβ∗ = −Dβα. Para hacerlo se utiliza la definición de matriz densidad más el

hecho de que para cada estado i hay un estado par de Kramer ī,

Dαβ =
n

∑

i=1

cαcβ†

la relación entre los coeficientes del estado i y su par de Kramer ī estará dada

por :

( cαλ̄i cβλ̄i
) → ( −cβ∗λi cα∗λi )

De donde se tiene que :

Dαβ =
n/2
∑

i=1

(cαcβ† − cβ∗cα†∗)

Dαβ∗ =
n/2
∑

i=1

(cα∗cβ†∗ − cβcα†)

(A.7)

ya que

Dβα =
n/2
∑

i=1

(cβcα† − cα∗cβ†∗)

(A.8)

de donde se obtiene la igualdad buscada.

Entonces, si en el primer paso de Dirac Fock(DF) se diagonaliza F[1] entonces

los coeficientes satisfacen inmediatamente la simetŕıa en todos los pasos del ciclo

DF .

La forma de F es la que posee cualquier operador que conmunte con el operador

de inversión temporal3.

En la proxima sección resuelve el problema de Dirac-Fock diagonalizando en

bloques F.

3 ver, por ejemplo, la tesis de Trond Saue[34]
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A.3.1 cuaterniones

Para diagonalizar en bloques una matriz compleja como la que se tiene en la

sección anterior no se puede usar una transformnación unitaria real o compleja.

Proponiendo una matrix de 2x2 que bloquee la matriz de arriba, se llega a la con-

clusión de que sus elementos no pueden conmutar con la unidad imaginaria i. Es

posible usar cuaterniones, números cuyo álgebra se define de la siguiente manera :

q = a+ bi+ cj + dk

q∗ = a− bi− cj − dk

i2 = j2 = k2 = ijk = −1

Estos números tienen partes reales y tres partes imaginarias. La suma se define

de la misma manera que en el caso de los complejos, mientras que el producto se

define de la siguiente manera :

qaqb = (a1 + a2i+ a3j + a4k)(b1 + b2i+ b3j + b4k) =

a1b1 − a2b2 − a3b3 − a4b4

+i(a1b2 + a2b1 + a3b4 − a4b3)

+j(a1b3 − a2b4 + a3b1 + a4b2)

+k(a1b4 + a2b3 − a3b2 + a4b1)

La matriz que lleva la ecuación A.19 a una matriz diagonal en bloques es:

U =
1√
2







I jI

jI I







Aplicando a F se obtiene

U†FU =







F αα + F αβj 0

0 −k(F αα + F αβj)k





 (A.9)

Los bloques de esta matriz tienen los mismos autovalores, mientras que los

autovectores tienen la forma :
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U†c =
1√
2







cα − cβ∗j

cβ − cα∗j





 (A.10)

Notamos que :

• La matriz cuaternión cα − cβ∗j se corresponde con la matriz compleja :






cα

cβ







• La matriz cuaternión cα − cβ∗j tiene la mitad de la dimensión en la parte de ı́ndices

moleculares.

Finalmente se ha pasado de un problema donde se teńıa una matriz compleja

de tamaño 4nbase2 a un problema donde se debe diagonalizar una matriz cu-

aterniónica de tamaño nbase2, es decir que :

QFQc = (F αα + F αβj)(cα − cβ∗j) = ǫQSQc

Cuando transformamos F[1]

QF[1] =







V LL 0

0 W SS





 − ci







0 dz

dz 0





 − cj







0 dy

dy 0





 − ck







0 dx

dx 0





 (A.11)

y cuando se transforma F[2] se obtiene que :

QF[2] =







JL
0 −KLL

0 −KLS
0

−KSL
0 JS

0 −KSS
0





 +







−KLL
1 −KLS

1

−KSL
1 −KSS

1





 +







−KLL
2 −KLS

2

−KSL
2 −KSS

2





 +







−KLL
3 −KLS

3

−KSL
3 −KSS

3





(A.12)

Las integrales Ki y J0 están definidas de la siguiente manera :

Jµν0 =
∑

κλ

(µν|κλ)2Dλκ0

Kµνi =
∑

κλ

(µλ|κν)Dλκi

QD = D0 + D1i+ D2j + D3k (A.13)
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En la ultima formula vemos la matriz densidad cuaternionica, que no es otra

cosa que :

DXY
µν =

n/2
∑

i=1

cXµic
Y †
νi (A.14)

donde c = cα−cβ∗j es la matriz cuaterniónica de coeficientes y c† es su adjunta.

A.3.2 Relacion entre D y la matriz de Fock bi-electronica

En la teoŕıa no relativista se comprobó que la matriz de Fock de dos part́ıculas y la

matriz densidad estan relacionadas. En esta sección se verá que la definición dada

arriba esta de acuerdo con las expresiones en las ecuaciones A.13.

Sea la definición de matriz densidad cuaterniónica, la cual se obtiene al trans-

formar la matriz densidad compleja a una matriz diagonal en bloques donde cada

bloque tiene la forma Dαα + Dαβj. Se puede demostrar que también se puede

expresar como :

Dµν =
n/2
∑

i=1

cµic
∗
νi

=
n/2
∑

i=1

(cαµi − cβ∗µi j)(c
α∗
νi + cβνij)

=
n/2
∑

i=1

cαµic
α∗
νi + cβ∗µi c

β
νi +

n/2
∑

i=1

cαµic
β∗
νi j − jcβµic

α∗
νi

(A.15)

la parte directa de la matriz de Fock cuaterniónica es :

Jα
λκ =

∑

µν

(Dαα
λκ +Dββ

λκ)(µν|κλ)

los términos cruzados en α y β no contribuyen por ortogonalidad en las inte-

grales bi-electrónicas. Si se cacula Dαα + Dββ, se obtiene que :

(Dαα + Dββ)µν =
n

∑

i=1

(cαµic
α∗
νi + cβ∗µi c

β
νi)

=
n/2
∑

i=1

(cαµic
α∗
νi + cβµic

β∗
νi ) +

n/2
∑

i=1

(cαµ̄ic
α∗
νī + cβµ̄ic

β∗
νī )
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En la última ecuación ī denota el par de kramer de i

Se considera además que si ( cαλi cβλi
) son los coeficientes del autovector i,

entonces los coeficientes del par de kramer son :

( cαλ̄i cβλ̄i
) → ( −cβ∗λi cα∗λi

)

Reemplazando en la expresion de la matriz densidad de más arriba se tiene que

:
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(Dαα + Dββ)µν =
n/2
∑

i=1

(cαµic
α∗
νi + cβµic

β∗
νi ) +

n/2
∑

i=1

(cβ∗µi c
β
νi + cα∗µi c

α
νi)

= 2Re(
n/2
∑

i=1

(cαµic
α∗
νi + cβµic

β∗
νi )) = 2Dµν;0 (A.16)

De forma analoga se puede demostrar que las partes imaginarias de D con-

tribuyen a los terminos de intercambio mientras que la parte real contribuye pero

sin el factor 2.

A.4 Algoritmo de Dirac-Fock

En esta sección se esboza el algoritmo para el cálculo de orbitales de Dirac-Fock

usando algebra cuaterni’onica. Se denomina HCore a la parte de una part́ıcula de

la matriz de Fock ( F[1] ), y G a la parte que contiene las integrales bi-electronicas

(F[2] ).

Algoritmo de Dirac Fock.

1. Genero matriz de Overlap(S );

2. Genero HCore;

3. Diagonalizo S, y obtengo la matriz X que ortonormaliza la base.

for(i=1,Nsteps)

{
Calculo G(DP);

F= G+ Hcore;

F’= XTFX;

Diagonalizo F’ → C’,e(energias)

C=XC;

calculo matriz densidad DP ;

}

En las siguientes secciones se entrará en más detalle de cada paso y la generación

de las matrices que estan involucradas en el algoritmo que se muestra arriba.
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A.4.1 Generación de Overlap y ortonormalización de la base

Como ya se mostró más arriba la matriz de Overlap que aparece en la ecuacion de

Dirac-Fock en su versión en algebra de cuaterniones es :

S =







SLL 0

0 SSS





 (A.17)

La cual se calcula en la base atómica dada por gausianas centradas en los núcleos

tanto para Large como Small(recordar que la base Small se obtiene a partir de la

base Large partiendo de que se debe cumplir el balance cinetico)

Dichas integrales pueden ser calculadas usando una rutina no relativista con

algoritmo de Hermite[28] que calcule las integrales de acuerdo al siguiente algoritmo

:

Algoritmo de Calculo de Integrales de Overlap.

void GetOverlap(SL,SS,AOL,AOS) {
for(i=1;nlarge)

{
for(j=1;nlarge)

{
SL(i,j)=Overlap(AOL(i),AOL(j));

}
}

for(i=1;nsmall)

{
for(j=1;nsmall)

{
SS(i,j)=Overlap(AOS(i),AOS(j));

}
}
}

En el algoritmo Overlap(A,B) es la rutina que recibe los orbitales atómicos 4

4
A debe ser una estructura conteniendo exponente, impulso,proyeccion de impulso y nucleo al que
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y calcula la integral de solapamiento tal como indican las notas de Soostrup[28].

El paso de ortonormalización consiste en encontrar una matriz X tal que :

XTSX = I (A.18)

ya que S es real y diagonal en bloques, es decir :

S =







SLL 0

0 SSS





 (A.19)

X tambien lo sera lo cual transforma nuestro problema en la diagonalización

de dos matrices reales. Se sabe que el problema de ortonormalizar SXX se resulve

diagonalizando SXX . Si s es la matriz diagonal conteniendo los autovalores, en-

tonces la matriz que ortogonaliza SXX será X = Os−1/2, siendo O la matriz de

transformación a la forma diagonal de la matriz SXX .

El algoritmo de ortonormalización es :

Algoritmo de Ortonormalizacion.

1. Genero Overlap SLL;

2. Genero Overlap SSS;

3. Diagonalizo SLL → (OLL, sLL);

4. XLL = OLL(sLL)−1/2;

5. Diagonalizo SSS → (OSS, sSS);

6. XSS = OSS(sSS)−1/2 ;

7. Juntar XLL y XSS formando la matriz X block diagonal.

A.4.2 Calculo del Hamiltoniano HCore

El hamiltoniano HCore es el hamiltoniano de particula libre hD de Dirac mas la

atracción núcleo electrón VeN .

QHCore =







V LL 0

0 W SS





 − ci







0 dz

dz 0





 − cj







0 dy

dy 0





 − ck







0 dx

dx 0





 (A.20)

pertenece la funcion Gausiana
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En la práctica una matriz cuaternión puede ser representado por cuatro matri-

ces, o bien por una matriz con componentes de cuatro variables (una estructura de

datos podŕıa ser útil).

Calculo de la matriz V y W

Se parte de las expresiones de dichas matrices :

V XY
µν = 〈χµ|V̂eN |χν〉

WXY
µν = 〈χµ|V̂eN − 2c2|χν〉

WXY
µν = V XY

µν − 2c2SXX
µν δXY (A.21)

Dado que ya se vió como calcular SXX , se analizan las integrales de la inter-

acción núcleo electrón. Esta interacción puede ser calculada con la aproximación

de núcleo finito con una distribución gaussiana,

VeN = −
∑

I

∫

ρ(rI)

|r − rI|
, drI

ρ(rI) = ZN(
ηN

π
)3/2e−η|rI |

2

El factor que lleva la gaussiana tiene que ver con el hecho de que la integral de

ρ(rI) en todo el espacio debe ser ZI

La matriz V XX se puede obtener como :

V XX
ij = −

∑

N

ZN(
ηN

π
)3/2NiNj

∫

drχX
i (r)χX

j (r)
ρ(rI)

|r− rI|
, drI

= −
∑

N

ZN(ij|nn) (A.22)

En la ecuación de arriba (ij|nn) es una integral bielectrónica y n es el orbital

atómico gausiano

gn(rI) = (
ηN

π
)3/4e−η/2|rI |

2

Ahora que se sabe como calcular los elementos de matriz de la enerǵıa potencial,

a continuacion se mostrará el algoritmo para calcular la matriz de HCore. En dicho
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algoritmo se utilizará un punto f.a para denotar la componente i del cuaternion

f,

Algoritmo de Obtencion de HCore.

HCore=0;

// LL part

for(il=1,nl) {
for(jl=1,nl) {
for(nuc=1,natom) {
poner en N-> (η/2,r(nuc),(ei,ej,ek));

HCore(il,jl).a -= Z(nuc) EeCoulomb(AO(il),AO(jl),N,N) ;

} } }
//SS part

for(is=1,ns) {
for(js=1,ns) {
for(nuc=1,natom) {
poner en N -> (η/2,r(nuc),(ei,ej,ek));

HCore(nl+is,nl+js).a -= Z(nuc) EeCoulomb(AO(is+nl),AO(js+nl),N,N) ;

} } }
//SLi, LS parts

for(il=1,nl) {
for(js=1,ns) {
HCore(il,nl+js).b = -c* Derivative(AO(il),AO(nl+js),0,0,1);

HCore(il,nl+js).c = -c* Derivative(AO(il),AO(nl+js),0,1,0);

HCore(il,nl+js).d = -c* Derivative(AO(il),AO(nl+js),1,0,0);

} }
for(il=1,nl) {

for(js=1,ns) {
HCore(nl+js,is) = Conj(HCore(il,nl+js)) ;

} } // End

En el algoritmo se definió nl como el tamaño de la base Large y ns como

el tamaño de la base Small. Los exponentes de la base atómica AO tiene en sus
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primeros nl lugares la base Large, y a continuación la base Small.

La función Derivative(A,B,nx,ny,nz) calcula el elemento de matriz de la

derivada multiple nx,ny,nz veces respecto de x,y,z respectivamente entre los

orbitales gausianos A y B . La funcion EeCoulomb(A,B,C,D) calcula la integral

bi-electron entre las funciones gausianas A,B,C,D

En este caso N representa un orbital atómico que esta relacionado con la densi-

dad nuclear.

A.5 Matriz G

La matriz F[2] o matriz G involucra integrales bi-electrónicas junto con la matriz

densidad de una part́ıcula (Q D )

Matriz Densidad D

La matriz densidad estaba definida como :

DXY
µν =

noc
∑

i=1

cXµic
Y †
νi (A.23)

En la expresión c es la matriz cuaterniónica de coeficientes moleculares y noc

es el número de estados ocupados (noc = n/2, n numero de electrones ).

Hay que notar que los estados moleculares que se obtienen deben ser ordenados

en enerǵıa. Al hacerlo se tendrá que los primeros nsmall estados seran de energia

menor −2c2, luego los noc estados ligados y despues estados orbitales excitados.

Sea noffset la variable que indica el primer estado ligado ocupado del espectro

molecular, entonces el algoritmo para obtener la matriz densidad es :

Algoritmo de Obtencion de Matriz Densidad D.

for(k=1,nsize) {
for(l=1,nsize) {
for(i=1,noc) {
D(k,l) += c(k,offset+i)*Conj(c(l,offset+i)) ;

} } }
// End

En la última expresión nsize =nsmall+nlarge es el tamaño de la base.
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Matriz G y las integrales bi-electrónicas

La expresion de G es :

G = J − K

siendo :

J =







JLL 0

0 JSS







JLL
µν =

∑

λκ

2DLL
λκ,0(µ

LνL|λLκL) + 2DSS
λκ,0(µ

LνL|λSκS)

JSS
µν =

∑

λκ

2DLL
λκ,0(µ

SνS |λLκL) + 2DSS
λκ,0(µ

SνS|λSκS)

K =







KLL KLS

KSL KSS







QKµν =
∑

λκ







QDLL
λκ (µLλL|νLκL) QDLS

λκ (µLλL|νSκS)

QDSL
λκ (µSλS|νLκL) QDSS

λκ (µSλS|νSκS)







En las últimas ecuaciones las variables griegas (λ, ν, µ, etc) pertenecen al conjunto

de funciones Large o Small según indique el ı́ndice de arriba. Por ejemplo, en la

expresión DLS
µν es claro que µ es un ı́ndice que pertenece al conjunto de las funciones

Large, mientras que ν pertenece al conjunto de las funciones Small.

Ademas, La matriz J es una matriz real, mientras que la compomente QK se

obtiene a partir de la componente Q de la matriz densidad D.

A.5.1 Método directo y simetŕıas de las integrales bi-electrónicas

Debido al número de integrales bi-electrónicas a calcular, se elije el método directo

y para calcular la matriz G. En el método directo, las integrales bi-electrónicas se

calculan cuando se necesitan, sin ningún tipo de almacenado previo en disco o en

algun vector.

Una vez definida la metodoloǵıa, se debe que tener en cuenta que una misma

integral bi-electrónica contribuye seguramente a distintos términos en la matriz
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G, y se desea calcularla solo una vez, y luego sumarla en todos los terminos de

G para no recalcularla inútilmente. Por ejemplo, en el caso no-relativista la

integral (ij|kl) contribuye a G(ij) como G(ij) += 2D(kl)(ij|kl) (es decir,

como término directo) mientras que también contribuye a G(il) como G(il) -=

D(jk)(ij|kl) (es decir, como término de intercambio).

Dado que las matrices son reales, se mantienen las simetŕıas de permutación

que se presentaban en el caso no-relativista, y por lo tanto, además del ejemplo de

arriba se podŕıa tener que la integral (ij|kl) es igual a, por ejemplo (kl|ij)(se

intercambia las part́ıculas y la integral es la misma). De ah́ı que la integral (ij|kl)

también contribuye en el término directo de G(kl).

A continuación se especifica como son las simetŕıas de permutación, primero

se muestra cual es la diferencia que aparace en el caso relativista respecto del no

relativista, para despues mostrar como contribuyen las integrales a los elementos

de matriz de G.

Simetŕıas de integrales bi-electrónicas

Se diferencian dos casos :

1. Integrales tipo (XX | XX) (con X ǫ {L,S})

2. Integrales tipo (XX | YY) con X,Y ǫ {L,S}

La diferencia esta en el número de permutaciones que admiten. Empezaremos

analizando el tipo 1.

Se partirá de un análisis puramente no-relatvista para luego modificar lo que

fuese necesario para obtener el algoritmo para el caso relativista.

En el tipo 1. Basicamente hay dos simetrias. La primera es el intercambio de

part́ıculas. Si se tiene la integral (i(1)j(1)|k(2)l(2)) intercambiando variables

(1) y (2) dado que estas estan integradas y el operador de Coulomb es simetrico la

integral es la misma. (i(1)j(1)|k(2)l(2))=(k(1)l(1)|i(2)j(2)). La segunda

es que con funciones reales se puede cambiar i por j o k por l. Por lo tanto, a

partir de la integral (ij|kl) es posible generar por intercambio de ı́ndice de la

misma particula. cuatro integrales : { (ij|kl), (ji|kl), (ij|lk), (ji|lk)}
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. Si se cambia part́ıculas se tendrán otras cuatro integrales { (kl|ij), (kl|ji),

(lk|ij), (lk|ji)}
Si los ı́ndices no se repitieran se tendrian entonces que el número total de

integrales de reduce en un factor de aproximadamente 8.

Dado que lo indices i,j,k,l pueden ser iguales se debe tener en cuenta que al-

gunas permutaciones no generan integrales nuevas y por lo tanto hay que considerar

estos casos por separado.

Para este tipo de integral se presentan las siguientes posibilidades :

1. Que un ı́ndice se repita cuatro veces → (aa|aa)

2. Que un ı́ndice se repita tres veces → (aa|ab)

3. Que dos ı́ncides se repitan dos veces → {(ab|ab) ,(aa|bb) }

4. Que dos ı́ndices sean distintos y otro se repita una vez → {(aa|bc) ,(ab|ac) }

5. Los ı́ndices son todos diferentes → (ab|cd)

En las tablas I,II y III se muestran las integrales (ab|cd ) (a>b>c>d) (segunda

columna) clasificadas de acuerdo al número de ı́ndices iguales(primera columna ).

En cada caso se genera la permutación indicando en la tercera columna a que

término de G en la parte directa (J ) contribuye y con que componente de la matriz

densidad. En la cuarta columna, por otro lado, se indica a que componente de G

en la parte de intercambio (K) y con que componente de matriz densidad.

Dado que a>b>c>d, se debe también generar las integrales que se obtienen per-

mutando (a,b,c,d) de manera de obtener una integral que no sea equivalente

por simetŕıa. Por ejemplo, en la integral (ab|cd) se presentan 24 posibles per-

mutaciones. Generando las 8 que son iguales por simetŕıa, quedan tres posibles

permutaciones por cada integral, finalizando con las 24 integrales. En el caso de

(aa|bc) se tienen 12 permutaciones, de las cuales cuatro se obtienen a partir de

simetŕıa de integrales. Estas cuatro a su vez tienen intercambio de ı́ndices (3 por

integral) hasta completar las 12 integrales. Para el caso de (aa|ab) se presentan
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cuatro integrales posibles, aunque cambiando a por b tienen otras cuatro, llegando

a un total de 8.
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Table I.

T ipo Integral GXX
J DXX GXX

X DXX

1 (aa|aa) (aa) (aa) (aa) (aa)

2 (aa|ab) (aa) (ab) (ab) (aa)

(ab|bb) (ab) (bb) (ab) (bb)

(aa|ba) (aa) (ba) (ab) (ab)

(ba|bb) − − (bb) (ab)

(ab|aa) (ab) (aa) (aa) (ba)

(bb|ab) (bb) (ab) (bb) (ba)

(ba|aa) − − − −
(bb|ba) (bb) (ba) − −

3 (ab|ab) (ab) (ab) (ab) (ba)

(ab|ba) (ab) (ba) (aa) (bb)

(ba|ab) − − (bb) (aa)

(ba|ba) − − − −
4 (aa|bb) (aa) (bb) (ab) (ab)

(bb|aa) (bb) (aa) − −
5 (aa|bc) (aa) (bc) (ac) (ab)

(bb|ac) (bb) (ac) (bc) (ba)

(cc|ab) (cc) (ab) − −
(aa|cb) (aa) (cb) (ab) (ac)

(bb|ca) (bb) (ca) − −
(cc|ba) (cc) (ba) − −
(bc|aa) (bc) (aa) − −
(ac|bb) (ac) (bb) (ab) (cb)

(ab|cc) (ab) (cc) (ac) (bc)

(cb|aa) − − − −
(ca|bb) − − − −
(ba|cc) − − (bc) (ac)
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Table II.

T ipo Integral GXX
J DXX GXX

X DXX

6 (ab|ac) (ab) (ac) (ac) (ba)

(ba|bc) − − (bc) (ab)

(ca|cb) − − − −
(aa|ca) (ab) (ca) (aa) (bc)

(ba|cb) − − (bb) (ac)

(ca|bc) − − (cc) (ab)

(ba|ac) − − bc (aa)

(ab|bc) (ab) (bc) (ac) (bb)

(ac|cb) (ac) (cb) (ab) (cc)

(ba|ca) − − − −
(ab|cb) (ab) (bc) (ab) (bc)

(ac|bc) (ac) (bc) (ac) (cb)

(ac|ab) (ac) (ab) (ab) (ca)

(bc|ba) (bc) (ba) − −
(ca|cb) − − − −
(ac|ba) (ac) (ba) (aa) (cb)

(bc|ab) (bc) (ab) (bb) (ca)

(ca|bc) − − (cc) (ab)

(ca|ab) − − − −
(cb|ba) − − − −
(bc|ca) (bc) (ca) − −
(ca|ba) − − − −
(cb|ab) − − − −
(bc|ac) (bc) (ac) (bc) (ca)
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Table III.

T ipo Integral GXX
J DXX GXX

X DXX

7 (ab|cd) (ab) (cd) (ad) (bc)

(ac|bd) (ac) (bd) (ab) (cb)

(ad|bc) (ad) (bc) (ac) (db)

(ab|dc) (ab) (dc) (ac) (bd)

(ac|db) (ac) (db) (ab) (cd)

(ad|cb) (ad) (cb) (ab) (cd)

(ba|cd) − − (bd) (ac)

(ca|bd) − − (cd) (ab)

(da|bc) − − − −
(ba|dc) − − (bc) (ad)

(ca|db) − − − −
(da|cb) − − − −
(cd|ab) (cd) (ab) − −
(bd|ac) (bd) (ac) (bc) (da)

(bc|ad) (bc) (ad) (bd) (ca)

(cd|ba) (cd) (ba) − −
(bd|ca) (bd) (ca) − −
(bc|da) (bc) (da) − −
(dc|ab) − − − −
(db|ac) − − − −
(cb|ad) − − (cd) (ba)

(dc|ba) − − − −
(db|ca) − − − −
(cb|da) − − − −
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Para cada tipo de integral bi-electrónica (1 a 7), se tiene en la tercera columna

un array de ı́ndices que dicen en que elementos de la matriz GXX intervienen y

con que elemento de la matriz densidad DXX(Claro esta XX tiene sentido solo

para el caso relativista, indicando que estas contribuciones se representan la parte

diagonal Large o Small de la matriz G). Para el caso de integrales (LLLL) o (SSSS)

las simetŕıas son las mismas que se esquematizan en la tabla. El orden de los

ı́ndices de la matriz densidad debe ser respetado, no obstante, ya que cambiar

ı́ndices conjuga la matriz densidad (en el caso no-relativista la matriz densidad era

real y entonces no importaba el orden de los indices). Por otro lado hay que notar

que los elementos de la diagonal superior de la matriz G no se calculan, ya que se

tiene en cuenta la hermiticidad de G

El algoritmo para este tipo de integrales es :
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Algoritmo de integrales (XX|XX).

void GMatrixXX(G,D,offset,n)

G=0;// ( o G=HCore;)

for(a=1+offset,n) {
I=(aa|aa);

for all (permutations do )

GJ.a += 2*D.a* I; // Type 1

GX -= D· I;

for(b=a+1,n) {
I=(aa|ab); //Type 2

for all (permutations do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

I=(ab|ab); //Type 3

for all (permutations do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

I=(aa|bb); // Type 4

for all (permutations do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

for(c=b+1,n) {
I=(aa|bc); // Type 5

for all (permutations do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

I=(ab|ac); // Type 6

for all (permutations do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

for(d=c+1,n) {
I=(ab|cd); // Type 7

for all (permutations do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

}}}}
// Pasamos G a la rutina que calcula integrales (XX|YY)
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En el algoritmo se usó dot (”·”) para denotar el producto de un número por

un cuaternión o cuaternión-cuaternión, mientras que se uso estrella (”∗”) para

producto entre números.

Además, G.a denota la componente real del cuaternión G(lo mismo para D.a).

Con este algoritmo se generan solo las contribuciones XX a GXX . Para generar GLS,

GSL y las contribuciones LS a GXX se debe recurrir claramente a las integrales

(XX|YY)

Las variables offset y n serán 0 y nl(nlarge) para X=L mientras que serán nl

y ns respectivamente en el caso X=S.

Para el caso 2., se tendrá que las integrales tienen la forma (al,bl|cs,ds),

que en efecto es igual a la integral (cs,ds|al,bl). Para este tipo de integrales :

1. Los ı́ndices large sean iguales y los small también → (al,al|bs,bs)

2. Los ı́ndices large son iguales pero los Small no → (al,al|bs,cs)

3. Los ı́ndices small son iguales pero los Large no → (al,bl|cs,cs)

4. Los ı́ndices son todos diferentes → (al,bl|cs,ds)

En la tabla IV se muestran a que elementos de la matriz GLL,GSS,GLS con-

tribuyen las integrales bi-electrónicas,

En este caso se considera que a>b y c>d.

Table IV.
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T ipo Integral(LL|SS) GLL
J DSS GSS

J DLL GLS
X DLS

X

1 (al, al|cs, cs) (aa) (cc) (cc) (aa) (ac) (ac)

2 (al, al|cs, ds) (aa) (cd) (cd) (aa) (ad) (ac)

(al, al|ds, cs) (aa) (dc) (dc) (aa) (ac) (ac)

3 (al, bl|cs, cs) (ab) (cc) (cc) (ab) (ac) (bc)

(bl, al|cs, cs) (ba) (cc) (cc) (ba) (bc) (ac)

4 (al, bl|cs, ds) (ab) (cd) (cd) (ab) (ad) (bc)

(bl, al|cs, ds) (ba) (cd) (cd) (ba) (bd) (ac)

(al, bl|ds, cs) (ab) (dc) (cd) (ab) (ac) (bd)

(bl, al|ds, cs) (ba) (dc) (dc) (ba) (bc) (ad)



99

Algoritmo de integrales (XX|YY).

void GMatrixXY(G,D)

for(al=1,nl) {
for(cs=nl+1,ns) {
I=(aa|cc); //Type 1

for all (permutations and components XY de G do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

for(ds=nl+1,ns) {
I=(aa|dc); //Type 2

for all (permutations and components XY de G do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

}
for(bl=1,nl) {
I=(ab|cc); //Type 3

for all (permutations and components XY de G do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

for(ds=nl+1,ns) {
I=(ab|cd); //Type 4

for all (permutations and components XY de G do )

GJ.a += 2*D.a* I;

GX -= D· I;

}}}}
n=nl+ns; for(j=1,n){
for(i=j+1,n){
G(i,j)=Conj(G(j,i));

}}
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A.5.2 Matriz G

Juntandos ahora los algoritmos en las secciones anteriores para formar el algoritmo

que calcula G,

Algoritmo de matriz G completa.

G=HCore;

GMatrixXX(G,D,0,nl);

GMatrixXX(G,D,nl,ns);

GMatrixXY(G,D);


