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Antecedentes.

El Método de los Elementos Finitos (M.E.F.) es una técnica de analisis numérico que
permite la obtencion de soluciones aproximadas para una variedad de problemas de la
Ingenieria y Fisica.

Estos problemas pueden ser expresados matematicamente por medio de ecuaciones
diferenciales de gobierno, sin embargo son muy pocos los casos en que es posible
obtener la solucidn analitica de las mismas.

Las alternativas que se presentan son bdasicamente dos: considerar hipdtesis
simplificativas que eliminen las dificultades y tomen el problema hacia una solucién
analitica posible; o mantener las complejidades del problema y obtener soluciones
numeéricas aproximadas haciendo uso del avance en el desarrollo de las computadoras y
de los algoritmos numéricos.

Para la obtencion de soluciones numeéricas aproximadas existen varias técnicas de
analisis, cada una con sus ventajas y desventajas en el momento de su aplicacién sobre
un problema especifico, entre ellas se encuentra el Método de los Elementos Finitos.
Dicho método discretiza el dominio del problema en cuestién en pequefias regiones o
elementos de dimensiones finitas. Las incégnitas de las ecuaciones diferenciales se
resuelven a nivel de cada elemento en determinados puntos conocidos como nodos. El
conjunto de las soluciones aproximadas de cada elemento representan el
comportamiento global del problema.

El resultado de la aplicacion del Método de los Elementos Finitos a un dominio
cualquier es un sistema de ecuaciones lineales simultaneas de gran tamafio,
correspondiendo una ecuacién por cada incdgnita que se evalle en cada nodo, imposible
de ser resuelto sin el auxilio de un computador.

El presente trabajo desarrolla algunos aspectos significativos sobre los tres diferentes
métodos de resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales simultdneas mas usados en el
Método de los Elementos Finitos que son el: Eliminacion de Gauss. Sistema Banda y
Frontal entre otros.
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Materiales y Métodos.
En los parrafos siguientes se expondra una breve descripcion de los métodos de
solucidn de sistemas de ecuaciones lineales simultaneas que se estudian en el presente

trabajo:

1) Eliminacién de Gauss.
Es uno de los mas antiguo y mejor conocido métodos de solucién de sistemas de

ecuaciones lineales simultaneas.
Un sistema de ecuaciones lineales simultaneas puede ser expresado en forma genérica

de la siguiente manera:
aiixi+talx2+alx3+...+alnxn=C,

321Xi+ a22X2+ a23X3+ * ,'"*a2nXn = A2 "

a,.X.+an2X2+an3X3+---+annX,, =C,,

0 de manera resumida usando notacién matricial:
A X=C 2

donde:
A :es la matriz de orden (n x n) de los coeficientes

X :es el vector de las incdgnitas.
C : es el vector de los términos independientes.

El método eliminacion de Gauss se reduce a lograr un sistema triangular equivalente,
mediante el uso de transformaciones lineales, que a su vez se resuelve con facilidad
aplicando la denominada sustitucion inversa.

"W —0M
*nX,, = C,
©)
<n-2) rv n-1 ﬂ%/;mnTzr:\Xn B Fen(-nl )
Jn-D)y _pn-h)
Esto se obtiene de la siguiente manera:
1) La ecuacidn (1) se la divide por al 1resultando entonces:
. ‘|
X, +-1%-X, LN =—CL (4)

Esta ecuacion (4) se multiplica por a2i (coeficiente de xt en la segunda fila) y lo que
resulta se resta a la segunda ecuacién, eliminando asi X! de esta Gltima. Un proceso
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similar se sigue con todas las otras ecuaciones eliminando asi \« de todo el sistema
excepto en la primer ecuacién.

La ecuacion utilizada para eliminar las incdgnitas en las ecuaciones que siguen se
denomina "ecuacién pivote" y en esta, el coeficiente de la incOgnita que se quiere
eliminar de las ecuaciones que siguen se denomina "coeficiente pivote", siendo obvio
que debe ser distinto de cero.

2d) Aplicando un procedimiento similar a todas las ecuaciones del sistema usando
coeficiente pivote como a',, se elimina \2 desde la tercera en adelante. Este
procedimien-to. utilizando diferentes ecuacién pivote, se continua hasta que el conjunto
de original de ecuaciones haya sido transformado a un sistema triangular equivalente
como el que se muestra en (1).

3rg) Una vez obtenido el sistema triangular de ecuaciones, la Gltima ecuacion de ese
conjunto suministra directamente xn El valor obtenido se sustituye entonces en la
pendltima ecuacién para obtener asi el valor de x,,| y asi sucesivamente. Este procedi-
miento es denominado "Sustitucion inversa”.

Cabe aclarar que este método, aplicado a al jVLEF. requiere del armado completo de la
matriz de rigidez global. Lo que significa un gran requerimiento de memoria y de
espacio de disco para su eficiente ejecucion.

2) Sistema banda de solucién.

Este método de solucion de sistemas de ecuaciones lineales simultaneas tiene aplicacion
exclusiva, a diferencia del anterior, a métodos matriciales, de elementos finitos, o
similares.

Se define a una matriz como matriz banda a aquella que posee todos sus elementos no
nulos concentrados en tomo de la diagonal principal. Esta es una propiedad muy
interesante que se presenta en las matrices de rigidez locales y globales, ya que por la
forma de su ensamblaje se hacen nulos los elementos mas alejados de la diagonal
principal.

El método banda de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales simultaneas se basa
en esta propiedad, permitiendo el ahorro de asignaciones de memoria, ya que solo
guarda los elementos no nulos, y el incremento en la eficacia del método se traduce en
un menor tiempo de ejecucion ya son menos las operaciones que se deben realizar.

El presente método centra su eficiencia en la forma en que se realiza la numeracién
global de los nodos. Es asi que el denominado semiancho de banda (ver figura 1), que es
una pieza fundamental para el método, se calcula como la maxima diferencia entre la
enumeracion global de dos nodos contiguos (pertenecientes a un mismo elemento) mas
uno (debido a la diagonal principal) por el nimero de grados de libertad por nodo.

NBAND = ((INODE - JNODE) + I)-NGL
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donde:
INODE = numeracion del nodo i
JNODE = numeracion del nodoj
NGL = nimero de grados de libertad por nodo

Esta ecuacion debe repetirse dentro de un bucle sobre todos los nodos de cada elemento
a fin de obtener la mayor diferencia entre INODE Y JNODE.

Puede observarse en la figura 1 que en el caso de matrices simétricas, las cuales se
presentan en la mayoria de los casos de la mecanica siempre que se trabaje con
pequefias deformaciones, el ancho de banda es igual al semiancho de banda por lo que
el requerimiento de memoria de almacenaje disminuye practicamente a la mitad
mejorando ain mas el sistema de solucion.

Semiancho de banda Ancho de banda Ancho de banda
- Diagonal —
XXX 000000000 00 x x5 Principal X X X
XXXX 00000000 0 X XXX X X X
e X X3X3XX 0000000 X X X*X—X-N*" *»x X X
'E OXXXXX000000 X X X X X, X X X
c 0OO0OXX XXX 00000 XX XXX X X X
= 000X XXXX0000 J—. X X X X X > X X X
u 0000XXXXXo000 A XX XXX X X X
00000XXXXXopo0 X X X X X X X X
000000XXXXXo XX X X X X X X
000000O0XXXXX X X X X X X X X
Z 0000000O0XXXX XX xx 0 X X 0
0000000O00XXX XXx 00 X 00
Organizacién convencional de la Organizacion en banda para Organizacion en banda para
matriz de riaidez matrices no simétricas matrices simétricas
Figura 1

3) Método Frontal de resolucién de ecuaciones lineales simultaneas.

Al igual gque el método banda este método tiene aplicacion exclusiva para resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales simultaneas de métodos matriciales, elementos finitos, o
similares.

Este método trata de evitar el ensamblaje de la matriz de .igidez glooal. Consiste
basicamente en ensamblar la mer.oi cantidad de elementos y eliminar las variables al
mismo tiempo, formando matrices de menor tamafio.

Esto es. inmediatamente después de que los coeficientes de una ecuacion se ensamblan
a partir de la contribucion de todos los elementos relevantes, o que inciden sobre este
coeficiente, la variable de este puede eliminarse. Como resultado, la matriz completa de
toda la estructurajamas se forma.

A diferencia del método banda, la adecuada enumeracién de los elemento es de gran
importancia, no asi la enumeracion global de los nodos ya que estos son tratados por su
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numeracién local. Como primer medida esta caracteristica del Front lo hace mas versatil
ya que como la cantidad de elementos siempre es menor que la cantidad de nodos,
independientemente de la forma de la estructura, siempre se tendra mayos facilidad para
enumerar los elementos que los nodos.

Discusion de Resultados.

Para analizar las cualidades de los distintos métodos propuestos para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales simultdneas se planteara la resolucion mediante el
empleo del FECCUND V 2.1 (software desarrollado por el Dto. De Mecanica Aplicada
de la Facultad de Ingenieria de la UNNE) de dos ejemplos practicos muy comunes en el
campo de la ingenieria, como ser el caso de una barra traccionada y una viga sometida a
flexion, representando los resultados mediante el pre-post procesador GID 7.2.

Para dicho analisis se tomaran corno variables el tiempo de ejecucion de cada método y
su exactitud, la cual sera determinada por comparacion con los resultados obtenidos por
el software denominado CALSEF provisto por el Centro Internacional de Métodos
Numeéricos en Ingenieria (CLMNE).

i 9 Barra sometida a esfuerzos de traccion.

En la figura 2 puede observarse el mallado de la barra, asi como las condiciones de
contomo de la misma. Cabe aclara que se tomaron en el FECCUND V2.1y en el
CALSEF el mismo mallado y las condiciones de contomo. Mientras que en la figura 3
se observa la variacion de los desplazamientos segin el "eje y” obtenida del FECCUND
V2.1,

Y-DISP

4 9986e-05
4.373%e-05
* 3.7489e-05
3.1241c-05
2 4993e-0S
m 1 8744e-05

1.2496e-Q5
IS 2477€-Q6

Figura 2 Figura 3
El valor del desplazamiento a considerar seré el del nodo 2.

I- 56234e-05



Tabla |

Tiempo de Desplazamientoen z s Desplazamiento  Error (%)
ejecucion FECCUND (m) en z s/ CALSEF
(seg) (m)
Gauss 1,758 0,501953E-04 513
Banda 0,552 0.408874E-04 0476190476e-04 455
Frontal 0,441 0,479135E-04 0,61

20 Viga sometida a esfuerzos deflexion.

Al igual que en el ejemplo anterior en la figura 4 puede observarse el mallado de la viga
y sus condiciones de contorno.

Seguidamente, en la figura 5, se observa la variacién de los desplazamientos segun el
“eje y” obtenida del FECCUND V 2.1.

Y-DISP

0.00023622
-0.00041121
I-o 0010587

- -0 0017061
jj -0.0023535
B -0 003001
-0 0036484
-0.0042958
-0.0049433
-0 0055907

=

Figura 5



El valor de! desplazamiento a considerar sera el del nodo 203.

Tabla 2
Tiempo de Desplazamiento en zs/  Desplazamiento en z Error
ejecucion (seg) FECCUND (m) s/ CALSEF (m) (%)
Gauss 31.547 -0.00615923 -0.00544118 11.66
Banda 2.025 -0.00560842 2.98
Frontal 1.752 -0.00552264 1.47

Conclusiones.
e El método Frontal es superior al Gauss y al Banda en cuanto a la exactitud de sus
resultados y a la velocidad de ejecucion.

« El efecto de la propagacién de errores por redondeo, método de Gauss. incrementa
notablemente la deficiencia de este sistema de solucién frente a problemas de mayor
envergadura.

* El método de Banda es recomendable su uso en el caso de contar con un software de
pre-post procesamiento como el GID 7.2 ya que el mismo genera las mallas
enumerando los nodos en la forma mas adecuada para disminuir el ancho de banda.
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